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Notacion y convenciones

El campo de escalares es K = R o C, salvo indicacién contraria. Los espacios FE, F
son normados cuando se habla de continuidad, dualidad o convergencia; las hipdtesis de
completitud se indican en cada resultado. Escribimos N = {1,2,...} y afiadimos el indice

cero cuando es necesario.

Simbolo Significado

lz]l &, |Al Norma de un vector y médulo de un escalar.
Bg(z,r) Bola abierta {y € E : ||y — x|z <r}.

Bg(x,r) Bola cerrada {y € E': |ly — x|l < r}.

Bg Bola unitaria cerrada Bg(0,1).

span A, span A Subespacio generado por A y su clausura en norma.
L(E,F) Espacio de operadores lineales continuos de E en F'.
Tl Norma de operador: sup, <1 [|7z||-

E* = L(E,K) Dual continuo de E, formado por funcionales lineales.
E**, Jgp: E— E** Bidual e inmersién canénica, Jg(z)(f) = f(z).

T . F* — E* Operador dual, T*f = foT.

Tt : Hy — H, Adjunto de Hilbert: (T'z,y) = <$,TTy>.

K(E,F) Operadores compactos de FE en F.

p(T), o(T), op(T)
LP(p)

P, co, ¢
C(K), Ce(X)

(,y)
ML
——
Ty — T
fo > f
o(E,E*)
o(E*, E)

Conjunto resolvente, espectro y espectro puntual
(autovalores).

Clases de funciones iguales casi en todas partes con norma p
finita.

Sucesiones p-sumables, sucesiones que tienden a cero y
sucesiones convergentes.

Funciones continuas sobre K y funciones continuas de
soporte compacto en X.

Producto interno, lineal en x y conjugado-lineal en y.
Complemento ortogonal de M.

Convergencia en norma, salvo que se indique otra topologia.
Convergencia débil: f(x,) — f(z) para todo f € E*.
Convergencia débil estrella: f,(z) — f(z) para todo x € E.
Topologia débil de E.

Topologia débil estrella del dual E*.

En el caso complejo, la representacion de Riesz se escribe f(z) = (x,y). La correspondencia
y — [ es conjugado-lineal. Cuando se identifica (LP)* mediante f — [ fgdpu, se usa el
emparejamiento bilineal sin conjugacién; si se escribe [ fgdu, cambia la linealidad de la

identificacién.

Las sucesiones describen la convergencia débil o débil estrella cuando se las considera
explicitamente. No se presupone que estas topologias sean metrizables ni que toda propiedad
topolégica se reduzca a sucesiones.

iii



CAPITULO 1

Espacios normados y espacios de
Banach

1.1 Normas y espacios de Banach

Sea E un espacio vectorial sobre K = R o C. Una norma es una aplicacién ||-|| : £ — [0, 00)
que satisface, para z,y € E'y A € K|

1. ||z|| = 0 si y solo si x = 0;
2. Azl = [A[llll;
3. [lz +yll < llzll + llyll-

La no negatividad estd incorporada en el codominio. El par (E, ||-||) se llama espacio vectorial
normado.

Observacién 1.1. Una seminorma satisface la homogeneidad y la desigualdad triangular,
pero puede anularse en vectores no nulos. La igualdad [|0|| = 0 se deduce de la homogeneidad,
lo que se elimina es la implicacién ||z|| =0 =z = 0.

Observaciéon 1.2. La norma induce la métrica d(z,y) = ||x — y||. Ademads, la desigualdad
triangular implica
ezl = llylll < [l = yll,

de modo que la norma es una funcién continua, e incluso lipschitziana con constante 1.

Ejemplo 1.3. En K" se consideran, entre otras, las normas

n 1/2 n
2 .
lzfl; = (Z!wﬂ ) o Ml =l el = mdx .
Jj=1 J=1

La Figura 1.1 muestra que distintas normas pueden asignar geometrias diferentes a la
misma bola de radio uno. En R?, ||z, < |lz|l, < ||z||;, de donde se deducen las inclusiones
entre las bolas dibujadas.

Ejemplo 1.4. El espacio de sucesiones acotadas es

j>1

1 — {x = (zj)j>1:z; € K, sgrl)]:c]\ < oo}, lz|l = sup]xj\.

Las operaciones se definen coordenada a coordenada y las propiedades de la norma se verifican
directamente. Los vectores ej, cuya coordenada j vale 1 y las demas 0, son linealmente
independientes: en una combinacién lineal finita, cada coeficiente se recupera leyendo su
coordenada. Por tanto, /°° tiene dimensién infinita.
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lzll, = l@1] + |22 |z, = (1] + |z2]?)/? 2l = max{|za], [z2[}
o 2 T2
1 1 1
<>1 ) <>1 ) 1 h
Bj: rombo Bs: disco B..: cuadrado

Figura 1.1. Bolas unitarias cerradas B, = {z € R?: [z], < 1}. Los tres paneles usan la misma
escala de coordenadas y el mismo radio unitario; cambia la norma. La zona sombreada incluye el
interior.

Definiciéon 1.5. Un espacio normado E es un espacio de Banach si es completo: toda
sucesion de Cauchy en E converge a un elemento de FE.

Ejemplo 1.6. El espacio K" es de Banach con cualquiera de las normas anteriores, pues una
sucesién de Cauchy converge coordenada a coordenada y hay un niimero finito de coordenadas.
Ma3és adelante se prueba que toda norma en dimensién finita tiene esta propiedad.

Observacién 1.7. El subconjunto Q de R, con la distancia usual, no es completo: por
ejemplo, una sucesién de racionales que converge en R a v/2 es de Cauchy y no tiene limite
en Q. Aqui Q es un subespacio métrico, no un subespacio vectorial real de R.

Proposiciéon 1.8. Sea E un espacio de Banach y F' C E un subespacio vectorial con la
norma inducida. Entonces F' es de Banach si y solo si es cerrado en E.

Demostracién. Supongamos primero que F es completo. Si z € F, existe una sucesién
(zn) C F que converge a x en E. Esta sucesion es de Cauchy y, por completitud de F,
converge a un elemento z € F'. La unicidad del limite en £ da x = z € F.

Reciprocamente, si F' es cerrado y (z,) C F' es de Cauchy, también lo es en E. Existe
r € F con x,, — x; como F es cerrado, x € F. |

1.1.1 Espacios de funciones acotadas y continuas

Ejemplo 1.9. Sea X un conjunto no vacio y m > 1. El espacio

B(X,K™) ={f:X —K": f es acotada}, | fllo = sup||f(x)]
reX

es de Banach. Las operaciones puntuales preservan la acotacién; en particular,

1 (@) +g(@) || < I F @) +llg@) < N1 flleo + N9l o

Tomando supremos se obtiene la desigualdad triangular, y las restantes propiedades de la
norma son inmediatas.

Para probar completitud, sea (f,) de Cauchy en norma uniforme. Para cada = € X,

1fn(2) = (@) < [ fr = Finllcos
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asi que (f,(z)) converge en K™. Definimos f(x) = lim,, f,(z). Dado € > 0, existe ng tal que
[fn(z) = fm(2)]| <& (n,m >no, x € X).
Al hacer m — oo, resulta || f,(z) — f(z)|| < e para todo z. Fijando un n > ny,

IF @) < N1 (@) = fal) | + [ fn(@)] < &+ 1 fnlloo-
Por tanto, f es acotada y || fn, — f|l.c = 0.

Observacién 1.10. El caso X = N, m = 1, identifica £*° con B(N,K); en particular, {*° es
de Banach.

Observacion 1.11. Si K es un espacio topoldgico compacto, toda funcién continua f : K —
K™ es acotada. Ademas, C(K,K"™) es un subespacio cerrado de B(K, K™). Para comprobarlo,
supongamos que f, € C(K,K™) y que f,, — f uniformemente. Fijados z € K y € > 0,
elegimos n con ||f — fu||,, < €/3. La continuidad de esa funcién f,, proporciona un entorno
U de z tal que y € U implica || fn(x) — fn(y)|| < /3. Entonces

1 (@) = FI < I (@) = fa(@)l] + [ fn(2) = Fu)] + [ fnly) = FW)Il < e

Asi, f es continua y el subespacio es cerrado. Por la Proposicién 1.8, C(K,K™) es de Banach
con la norma uniforme. En particular, una sucesion de Cauchy de funciones continuas converge
uniformemente por la completitud de B(K,K™), y el argumento de tres términos anterior
asegura que su limite sigue siendo continuo. Esto incluye el caso C'(X,R) para un espacio
métrico compacto X.

Es la convergencia uniforme la que permite demostrar que el subespacio es cerrado; la
completitud del espacio ambiente por si sola no lo implica.

Ejemplo 1.12. La convergencia puntual no basta para preservar continuidad. En [0, 1], las
funciones f,,(x) = ™ son continuas y convergen puntualmente a

0, 0z <1,
xr) =
O

que no es continua.

1.1.2 Dimensién finita

Lema 1.13. Sean Sy, ..., By vectores linealmente independientes de un espacio normado E.
Eziste ¢ > 0 tal que

n n
Zajﬁj ZCZ’GJ" (a1,...,a, € K).
j=1 j=1

Demostracion. La funcién ®(a) = HZ] aijH es continua respecto de la norma usual de K",
porque

[@(a) = (b)] < D _laj — byllIG;]]-
j=1

El conjunto S = {a € K" : Zj]aj\ = 1} es compacto por Heine-Borel en el espacio euclideo
K". La independencia lineal implica ®(a) > 0 en S. Por tanto, ® alcanza alli un minimo
¢ > 0. Aplicando esta cota a a/||a|l; cuando a # 0 se obtiene la desigualdad. El caso a = 0 es
inmediato. |
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Observacion 1.14. El lema y la desigualdad triangular dan

J

eSlasl < | aits| < (maxlil) Sl
J J

Asi se demuestra que todas las normas en un espacio de dimension finita son equivalentes,
sin utilizar esa equivalencia como premisa del lema.

Teorema 1.15. Todo espacio normado de dimension finita es de Banach. En particular,
todo subespacio de dimension finita de un espacio normado es cerrado.

Demostracion. Sea {f1,. .., n} una base de E, normalizada de modo que ||5;|| =1, y sea
(zx) una sucesiéon de Cauchy. Escribimos

n
k
Tp = Zag )Bj.
j=1
Por el Lema 1.13,
[0 )
Z’aj - ajm ’ <c Mg —zm|| — 0 (k,m — c0).
j=1

Para cada j, los coeficientes forman una sucesiéon de Cauchy en K y convergen a un escalar
bj. Six =3, b;B;, entonces

ok — 2l < >"[al —b]18;1 — 0.
j=1

Esto prueba completitud. Para la tltima afirmacién no se requiere que el espacio ambiente
sea completo: una sucesiéon de un subespacio completo que converge en el ambiente tiene un
limite en el subespacio, por el mismo argumento de unicidad usado en la Proposiciéon 1.8. W

1.1.3 Ejemplos de completitud e incompletitud

Ejemplo 1.16. El espacio
co = {(aj)j21 taj € K, a; — O}

es un subespacio de £°° y es de Banach con la norma uniforme. Para verlo directamente, sea
)

;n)) j>1. Para cada j, la sucesion (a(-n))n es de Cauchy porque

(z,,) de Cauchy, con z,, = (a ;

o

i —ag-m)‘ <||zn — Zml| &-

Sea a; = lim, ag-n). La cota de Cauchy es uniforme en j; pasando al limite en m, obtenemos

sup‘ag-n) - aj’ <e (n > nyp).
J
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Como en el ejemplo de funciones acotadas, esto muestra que = (aj); € {*° y x, — @
uniformemente. Para comprobar que z € ¢y, fijamos primero n con ||z — x|, < €/2 y

después J con ‘ag-n)‘ < €/2 para j > J. Entonces
laj| < ‘aj—agn)‘—i-’ag-n)‘ <e (j=J).
Es esencial elegir primero n y después J; la convergencia coordenada a coordenada por si

sola no demostraria que el limite pertenece a cg.

Observacién 1.17. En cg, los vectores canénicos e; pertenecen a la bola unitaria cerrada y
satisfacen |le; — ex|| = 1 cuando j # k. Ninguna subsucesién es de Cauchy. Por tanto, la
bola unitaria cerrada de ¢y no es compacta.

Ejemplo 1.18. El subespacio
coo = {(a;); : solo un nimero finito de coordenadas es no nulo} C ¢
no es completo con la norma uniforme. En efecto, consideremos
xn =(1,1/2,...,1/n,0,0,...), x=(1/7)j>1 € co.

Entonces ||z, —z||,, = 1/(n + 1) — 0, pero « ¢ coo. Asi, coo no es cerrado en ¢g y la
Proposiciéon 1.8 muestra que no es de Banach.

Ejemplo 1.19. Sea a < b. El espacio P([a,b]) de las restricciones de polinomios con
coeficientes en K, dotado de la norma uniforme, no es completo. Los polinomios de Taylor

n xk
pn(z) = Z &l
k=0
convergen uniformemente a e* en [a,b]: si M = max{|al,|b|}, la cola estd acotada por

Skon ME/K! — 0. Por ello (p,) es de Cauchy. Su limite no es un polinomio en un intervalo
no degenerado, pues todas las derivadas de e son no nulas y una derivada suficientemente
alta de un polinomio es cero.

Ejemplo 1.20. El espacio C.(RY) de funciones continuas con soporte compacto no es
completo con la norma uniforme. Una versién bien definida del ejemplo de las notas es

2

n 2

exp 1-— ﬁ exp(—HIEHQ), ”xHQ < n,
n* — [|z|3

0, ][y = n.

fa(z) =

La primera expresién tiende a cero cuando ||z||, T n, de modo que f,, es continua y su soporte
estd contenido en la bola cerrada de radio n. Para cada radio fijo Ry n > R, el factor

R (B
P\ 2 TP T e 2
n2 = el n2 — el

2
converge uniformemente a 1 en ||z||, < R. Fuera de esa bola, 0 < f,,(z) < e~ I17ll2 por lo que

‘fn@) — e lel3] < o2,

5
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Elegimos primero R grande y luego n grande: resulta convergencia uniforme en todo R? a
e~ 1213, El limite no tiene soporte compacto, lo que prueba la incompletitud. La convergencia
puntual y el teorema de Dini sobre un compacto no bastarian por si solos para concluir
convergencia uniforme en todo R<.

Ejemplo 1.21. El mismo espacio C(R) tampoco es completo para || f||; = [z|f(z)| dz. Para
n > 2, definimos las funciones continuas de soporte compacto

0, z & [0,1],

ne, 0<x<1/n,
Fula) = /

1, 1/n<z<1-1/n,

n(l—z), 1-1/n<z<1.

Las férmulas coinciden en los extremos de los intervalos. Si h = 1y}, el drea de los dos
tridngulos que separan f, de h es 1/n, y por ello

1 1 1
Llta=tlda =~ fa= Sl <5+

n n m

La sucesion es de Cauchy. Si convergiera en esta norma a una funcién continua f, tendriamos
f = h casi en todas partes. La continuidad obligaria a f =1 en (0,1) y f =0 en (—o00,0) U
(1,00), lo cual es incompatible con la continuidad en los extremos. Por tanto, no existe limite
en C.(R).

1.2 Los espacios LP(u)

Sea (X, X, 1) un espacio de medida: ¥ es una o-dlgebra y p es una medida no negativa,
numerablemente aditiva. Para 1 < p < oo, escribimos

fp(u):{f:XﬁK: £ es medible y /X|f|pdu<oo}, ||f|]p:</X]f\pd,u>l/p.

Esta expresion es no negativa y homogénea, y se anula exactamente cuando f = 0 casi en
todas partes. La desigualdad triangular se demostrard mediante Minkowski.

Lema 1.22 (Desigualdad de Young). Si 1l < p,q < o0 y 1/p+ 1/q = 1, entonces, para
a,b>0,
al/Ppl/e < . 9
P q

Demostracion. Con a=1/p € (0, 1), la funcién ¢(t) = t* — at alcanza su maximo para t = 1.
Por tanto, t* < at+ 1 — « para t > 0. Si a,b > 0, tomamos ¢ = a/b y multiplicamos por b
para obtener la desigualdad. Los casos a = 0 o b = 0 son inmediatos. |

Teorema 1.23 (Desigualdad de Holder). Sean 1 < p,q < oo exponentes conjugados: 1/p +
1/qg=1.Si fe LPu)ygec L), entonces fg € L (u) y

1fglly < U £l llglly-
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Demostracion. Si alguna de las normas es cero, el producto es cero casi en todas partes y no
hay nada que probar. En caso contrario, aplicamos Young a

C_U@rF @l
T 9l

Obtenemos
f(@)g(@)| _ [f(=)] n lg(@)[*
£ Ngll, = 2l allgll

Al integrar, el lado derecho tiene integral 1/p+1/q = 1, lo que prueba tanto la integrabilidad
del producto como la cota. |

Teorema 1.24 (Desigualdad de Minkowski). Si1 < p < 0o y f,g € ZLP(u), entonces
frgeZP(w)y
If+9ll, < If1, + Nl

Demostracion. Para p = 1 basta integrar |f + g| < |f| + |g|- Supongamos p > 1. Primero
comprobamos la integrabilidad sin utilizar lo que queremos demostrar:

f +9l” < @max{|f],19[})" < 2°(If" + 19I")-

Si [|f +g||p = 0, la conclusién es inmediata. En otro caso, sea ¢ = p/(p — 1). Entonces
|f +9|p_1 € Zu), y Holder da

17+l < [ 111+t dut [ lglls + 9" du

1/q
< (£, + llall) ( [ 15+ gl du)

(f1l, + NglIF + gl

Dividimos por el factor positivo || f + ¢ Hi* y concluimos. [

Definicién 1.25. En £P(u) definimos f ~ g si f = g casi en todas partes, y escribimos

LP(p) = Z%(w)/~, AN, = 11,

Proposiciéon 1.26. El espacio LP(u) es un espacio vectorial normado.

Demostracion. La suma y la multiplicacién por escalares respetan la equivalencia casi en
todas partes. Asimismo, dos representantes equivalentes tienen la misma integral de | f|”, por
lo que la expresién anterior estd bien definida. La homogeneidad y Minkowski se transfieren
al cociente; finalmente, ||[f]|[, = 0 implica [f] = [0]. Habitualmente se escribe f en lugar de
[f], recordando que los elementos del espacio son clases de equivalencia. |

Teorema 1.27. Para 1 < p < oo, el espacio LP(u) es de Banach.

Demostracion. Sea (f,) una sucesion de Cauchy en LP(u). Extraemos una subsucesion (gx)
tal que
lgrer —grll, <27% (k> 1),
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y elegimos representantes medibles. Definimos

Gm(x) = |g1(x |+Zlgk+1 gr(@)l,  G(z) = lim Gp(z).

m—o0

La sucesién (GP,) es creciente y medible. Por convergencia mondtona y Minkowski,

/Gpdu— lgnoo/ GP du

p
< n;gnoo@glu,, T ’;ngkﬂ - gkup) < (lgall, + 1 < oo.

Por ello G < oo casi en todas partes, y la serie de diferencias converge absolutamente fuera
del conjunto nulo {G = oco}. Definimos

Las sumas parciales son g,,11(z), asi que gy — f casi en todas partes. Ademés, f es medible
y |f| < G casi en todas partes; en consecuencia, f € LP(u). Como también |gi| < G,

If = agrl” < (1 f] + |gr])P < 2PGP.

El lado derecho es integrable y el lado izquierdo converge a cero casi en todas partes. Por
convergencia dominada,

17 = aully = [ 1f =l dus — 0.

Finalmente, una sucesién de Cauchy con una subsucesién convergente converge al mismo
limite: dados £ > 0, elegimos ng para que || fn — fml|, <&/2 si n,m > ng, y luego un término
9k = fnp conng 2 no y |lgk — fll, < &/2. Para todo n > no, ||fn = fl, <e. u

1.3 El espacio L>™(u)

Definicién 1.28. Una funcién medible f : X — K es esencialmente acotada si existe C' > 0
tal que | f(z)| < C fuera de un conjunto medible de medida nula. Denotamos por .Z*° () el
espacio de estas funciones y definimos

| flloo = esssup|f(z)| = nf{C > 0: |f|] < C casi en todas partes}.
rzeX

Equivalentemente, es el infimo, sobre todos los conjuntos medibles nulos IV, de sup,¢y|f(7)l,
con valor 0 si el complemento es vacio. El espacio normado se obtiene pasando al cociente:

L°(p) = L (n)/~, f ~g<= f =g casi en todas partes.

Observacion 1.29. La cota esencial se alcanza fuera de un conjunto nulo. En efecto, para
cada k existe un conjunto nulo Nj, fuera del cual |f| < || f|| . +1/k. Fuera de |J;, Nj se cumplen
simultdneamente todas estas cotas, y por tanto |f| < || f]|.. Esto justifica las estimaciones
puntuales que se usan a continuacion.
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Teorema 1.30. El espacio L™ () es de Banach.

Demostracion. La homogeneidad y la desigualdad triangular se obtienen de las cotas casi
en todas partes; al pasar al cociente, || f|., = 0 implica [f] = [0]. Por tanto, se trata de una
norma.

Sea ([fn]) de Cauchy y elijamos representantes medibles. Para cada n y cada par (n,m),
la Observacion 1.29 permite elegir conjuntos nulos N,, y N, ,,, fuera de los cuales

fo@)] < fnlloer (@) = fn@)] <1 fn = Finlloo-

Su unién N = U, Ny UU,, 1, Nnm es medible y nula. Para z ¢ N, la sucesion (fn(z)) es de
Cauchy en K, y definimos f(z) = lim,, f,(x); en N fijamos f = 0. Es una funcién medible,
pues es el limite de las funciones medibles f,,1x\ -

Dado € > 0, para n,m > ng tenemos

sup|fu(z) — fm ()| <e.
¢ N

Al hacer m — oo, resulta sup,¢ y|fn(z) — f(2)| < e. Fijando un n > ny, se deduce [f(x)[ <
| fnllo + € fuera de N, asi que f € L°°(p). Finalmente,

[fn] = fllloe <€ (n2n0),

v queda demostrada la completitud. |

Observacion 1.31. El extremo de Holder correspondiente a p = 1, ¢ = oo se obtiene
directamente:

1fglly < W11 119l oo-

Basta multiplicar la cota |g| < ||g||,, valida casi en todas partes, por |f| e integrar. El caso
p = 00, ¢ =1 es simétrico.

Proposicién 1.32. Si u(X) < oo y f € L>®(u), entonces f € LP(u) para todo 1 <p < oo y
1/ . _
171, < w(X) Pl flloey M IFIl, = 11 Flloo-

Demostracion. La desigualdad se sigue de [y|f[" dp < || fIE.pu(X). Si p(X) =00 [|f]l =
0, la conclusién es inmediata. En otro caso, u(X )1/1” — 1, y la cota superior implica

lm sup,, o0 [ 1, < 1f oo
Si0<a<|flls el conjunto A, = {z : |f(x)| > a} tiene medida positiva por definiciéon
del supremo esencial. Por tanto,

I£1, = au(4a)/? — a.

Asf, liminf}, o[/ f||,, > a. Haciendo a 1 [/ f||,, concluimos. [
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1.4 Espacios de sucesiones

Para 1 < p < o0,
1/p

o (o0}
=S (aj)z1: 0 €K, Y JaiP <oop,  all, = | Y la;”
j=1 j=1

Si fic es la medida de contar en (N, 2V), identificamos una sucesién con la funcién j a; y
obtenemos

1/
o= rm ), o, = ([P )

Por el Teorema 1.27, este espacio es de Banach. Como los inicos conjuntos nulos para la
medida de contar son vacios, aqui la equivalencia casi en todas partes coincide con la igualdad
en cada coordenada.

Proposicion 1.33. Para exponentes conjugados p,q y sucesiones de los espacios correspon-
dientes, Hélder y Minkowski toman la forma

o0
> lagbs| <llall,llbll,, — lla+oll, < llall, + [Ib[l,-
j=1

En particular, para 1 < p,q < 0o y cualquier n,

n n p /s 1/q
> lagbil < | D lagl? Solbil]
j=1 j=1 j=1
Yy, para 1 < p < o0,
n 1/p n 1/p n 1/p
> laj+ b, = D1 T
=1 j=1 j=1

También ¢ = L>®(N, 2", i), con la norma ||al| . = sup,|a;|. Recordamos las inclusiones
coo C ¢ C °.

Con la norma uniforme, ¢y y £°° son completos, mientras que cog no lo es.

1.5 Compacidad en espacios normados

Proposicion 1.34. Si E es un espacio normado de dimension finita, un conjunto K C E es
compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Demostracion. En cualquier espacio métrico, un compacto es cerrado. Ademds, el recubri-
miento de K por bolas abiertas de radio 1 admite un subrecubrimiento finito, lo que prueba
que K es acotado.

Para la reciproca, sea {ej,...,e,} una base normalizada y sea (z,,) C K, con z,, =

n (m)

j=10; €. La acotacién de K y el Lema 1.13 implican que los vectores de coordenadas

10
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m m ’ . s
(ag ), . ,ag )) estan acotados en K”. Por Bolzano—Weierstrass, una subsucesiéon converge a

(b1,...,bn). Six =37, bje;, entonces
| (me)
mg
e, — 2l < Y |al"™ = b lell — 0.
Jj=1
Como K es cerrado, © € K. Asi, toda sucesion de K tiene una subsucesion convergente con

limite en K, lo cual equivale a compacidad en espacios métricos. |

Lema 1.35 (Lema de Riesz). Sea M un subespacio vectorial cerrado y propio de un espacio
normado E. Para cada 6 € (0,1) eziste y € E tal que

lyll = 1, ly —z|| >0 para todo x € M.

Demostracion. Tomemos yo ¢ M. Como M es cerrado, d = inf epr|lyo — z|| > 0. Existe
xog € M tal que |lyo — xo|| < d/6. Definimos y = (yo — x0)/||yo — xo||. Si x € M, también
xo + ||yo — xollz € M, y por ello

o = (=0 + |lyo — xol|x)| S d

ly —z| = > > 0.
o — zo| o — zo|

Por construccion, |ly|| = 1. |

Teorema 1.36. Un espacio normado E tiene dimension finita si y solo si su bola unitaria
cerrada Bg(0,1) es compacta.

Demostracion. Sila dimension es finita, aplicamos la Proposicién 1.34. Si es infinita, elegimos
1 de norma 1. El subespacio generado por z; es cerrado por el Teorema 1.15 y propio; Riesz
permite elegir xo de norma 1 cuya distancia a ese subespacio sea mayor que 1/2. Iterando con
M,, = span{z1,...,x,}, obtenemos x,+; de norma 1 con distancia mayor que 1/2 a M,,. Asi,

|xn — zm| > 1/2 (n #m).
Ninguna subsucesion puede ser de Cauchy. La bola unitaria cerrada no es, por tanto, compacta.

1.6 Espacios separables

Definicién 1.37. Un espacio normado es separable si contiene un subconjunto numerable y
denso. Un conjunto finito se considera numerable.

Proposicién 1.38. Un espacio normado E es separable si y solo st existe un conjunto
numerable A C E tal que span A = E.

Demostracion. Recordemos que span A consta de las combinaciones lineales finitas de ele-
mentos de A; su clausura puede ser mayor. Si A es numerable y denso, entonces £ = A C
span A C E.

11
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Para la otra implicacién, reemplazamos A por A U {0}, lo que no cambia el subespacio
generado y permite tratar también E = {0}. Enumeremos A = {x1,x9,...}, repitiendo
elementos si es finito, y definamos

Q, K =R, -
QK_{ , By =Y bjzj:bjeQxyp, B=|J B
Q+:1Q, K=C. = n>1

Cada B, es la imagen de un conjunto numerable, y por tanto B es numerable. Dado x € E
y € > 0, elegimos yo = >_7_; a;x; con ||z — yol| < €/2. Por densidad de Qg en K, podemos
elegir b; € Qx tales que

’a’j - b]‘ < En .
2(1 + 320 flal])

Entonces y =3, bjz; € By

n
lz =yl < llz = woll + > _laj — bjlll;|
j=1

L el
201+ 2jll51)
Asi, B es denso. |

< <E.

€
2
Ejemplo 1.39. El espacio ¢y es separable. Para = (a;); € o, sus truncaciones satisfacen

n
T — Zajej = sup|a;| — 0.
j=1 >n

Por tanto, el conjunto numerable {e; : j > 1} genera un subespacio denso. La Proposicién 1.38
da la separabilidad; un conjunto denso explicito estd formado por las sucesiones de soporte
finito con coordenadas en Q.

Ejemplo 1.40. Para 1 < p < 00, el espacio ¢ es separable. La misma truncaciéon cumple

p

n
=Y ajej| = la;P — 0.
j=1

P i>n
Aplicamos de nuevo la Proposicién 1.38.

Ejemplo 1.41. El espacio ¢* no es separable. Supongamos que (z,,), fuera una sucesién

densa y escribamos z, = (a(-n)

;)j=1. Definimos una sucesién diagonal y = (b;); mediante

. 0, a >1,
J a§j) )

—~.

+1, |a)| < 1.

<

Como |bj| < 2, tenemos y € £*°, también cuando el campo es complejo. Pero para cada n,
ly = @nlloe = [bn —al?| = 1.
Esto contradice la densidad de (zy,).

12
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Ejemplo 1.42. Para a < b, el espacio C([a, b],K) con la norma uniforme es separable. Por
el teorema de aproximacion de Weierstrass, los polinomios son densos. Como los polinomios
son el subespacio generado por el conjunto numerable de monomios

pn(t):tna n:O>1727"'a

la Proposicion 1.38 concluye la prueba. El monomio constante pg = 1 debe estar incluido. En
el caso complejo se aproxima por separado la parte real y la imaginaria.

Ejemplo 1.43. Para 1 < p < o0, el espacio LP([a,b]), con la medida de Lebesgue y a < b, es
separable. Usamos la densidad de C([a,b]) en LP([a, b]): se obtiene aproximando primero por
funciones simples, aproximando sus conjuntos medibles por un compacto contenido en un
abierto cuya diferencia tiene medida pequena, y luego interpolando de manera continua entre
los valores 1 y 0 sobre esos conjuntos. La regularidad de la medida de Lebesgue y la finitud
de b — a garantizan que el error en norma p sea arbitrariamente pequeno.

En concreto, dada f € LP([a,b]) y € > 0, elegimos g € C([a,b]) con [[f — g, < /2. Un
polinomio P con coeficientes en Qg puede aproximar a g de modo que

3

—Pll o< 7
Hg Hoo 2(b—a)1/p

Se obtiene primero la aproximacién de Weierstrass y después se aproximan sus finitisimos
coeficientes por elementos de Qg. Por la Proposicién 1.32 y Minkowski,

1f =Pl < I = gll, +llg = Pll, < 11f = gll, + (b= a)Pllg = Pl <e.

Los polinomios con coeficientes en Qg forman un conjunto numerable y denso. La afirmacién
no incluye p = oo ni espacios de medida arbitrarios.

Proposicion 1.44. Todo subespacio de un espacio métrico separable, con la métrica inducida,
es separable. En particular, todo subespacio vectorial de un espacio normado separable es
separable.

Demostracion. Sea D un conjunto numerable denso en el espacio métrico X y sea A C X.
Las bolas B(d,r) cond € Dy r € Q, r > 0, forman una base numerable de la topologia. Para
cada una que intersecta a A, elegimos un punto a4, € AN B(d,r). El conjunto de puntos
elegidos es numerable.

Si U es un abierto relativo no vacio de A, tomamos a € U y un abierto V C X con
U = ANV. Existe una bola de la base con a € B(d,r) C V; el punto elegido aq, pertenece a
U. Asi, el conjunto elegido es denso en A. Si A es vacio, la conclusion es inmediata. |

13



CAPITULO 2

Operadores lineales continuos

2.1 Linealidad, continuidad y norma de operador

Sean E y F espacios vectoriales sobre K =R o C. Una aplicacién T : £ — F es lineal si
T(x+y)=T(x)+ T(y), T(Ax) =AT(z) (z,y€ E, X €K).

En esta seccién, al hablar de continuidad, supondremos que E y F' estan dotados de normas.

Proposicién 2.1. Para una aplicacion lineal T : E — F entre espacios normados, son
equivalentes las siquientes propiedades:

1. T es lipschitziana;

2. T es uniformemente continua;

3. T es continua;

4. T es continua en algun punto;

5. T es continua en el origen;

6. sup{||Tz|: x € E, ||z|| <1} < oo;

7. existe C > 0 tal que | Tz|| < C|jz|| para todo x € E.

Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) = (3) = (4) se siguen de las definiciones. Si T es
continua en xg, entonces

T(x) =T(x+ x9) — T(x9) — 0 ="T(0) (x —0),

lo que prueba (4) = (5).
Si T es continua en 0, existe 0 > 0 tal que ||z|| < 0 implica ||[Tz|| < 1. Para |y|| < 1,
tomamos x = (6/2)y y obtenemos

2
Iyl = 5 |1Ta] <

SR )

Esto prueba (5) = (6). Si el supremo de (6) es C, para x # 0 tenemos
[Tz = ll=[[ [T/ l|=DI] < Cllll;
el caso z = 0 es inmediato. Asi, (6) = (7). Finalmente,
[Tz =Tyl = [IT(z = y)|| < Cllz -yl

muestra (7) = (1). [
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Observacion 2.2. Un operador lineal continuo lleva conjuntos acotados a conjuntos acotados.
Por la proposicién anterior, a estos operadores también se les llama operadores lineales
acotados.

Proposicion 2.3. El conjunto
L(E,F)={T:E— F:T es lineal y continuo}
es un espacio vectorial con la norma

IT|| = sup [[Tx].
ll=l|<1

Para todo x € E, se cumple | Tx| < ||T||||z||. Si F' es de Banach, L(E,F) también es de
Banach. En particular, el dual continuo

E* = L(E,K)
es de Banach, aunque E no sea completo.

Demostracion. Las operaciones se definen punto a punto y preservan linealidad y continuidad.
La norma es finita por la Proposicién 2.1; es homogénea y no negativa. Si ||T'|| = 0, para
x #0,

[T = ||| [|T(z/llzIDIl < ll=|l|T]] = 0,

asi que T = 0. Ademas,

T+ S| = sup ||Tz + Sz
l=)| <1

< sup ([T + [|S=]) < T+ [15].
=<1

La estimacion || Tz| < ||T'||||z| se obtiene normalizando x # 0 como antes, y es una igualdad
trivial para x = 0.
Supongamos ahora que F' es completo y sea (T},) de Cauchy en norma de operador. Para
cada x € F,
|Thx — Tnz|| < T — Tl 2l

por lo que (T,x) es de Cauchy en F'. Definimos Tz = lim,, T),xz. Pasando al limite en las
identidades de linealidad de T},, se obtiene que T es lineal.

Dado ¢ > 0, elegimos ng tal que ||T,, — T),,|| < € para n, m > ng. Haciendo m — oo en la

cota puntual,
|Tax — Thx|| < ez (n>ng, x € E). (2.1)

En particular, fijando n = ng, T'— T, es lineal y acotado; por tanto, T" es continuo. Ahora
podemos tomar el supremo sobre la bola unitaria en (2.1) y concluir ||T'—T,|| < e. La
afirmacién sobre E* usa la completitud del campo K. |
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2.1.1 Ejemplos de operadores y calculo de normas

Ejemplo 2.4. La identidad I : E — F es lineal y continua. Si E # {0}, existe un vector de
norma 1 y se tiene ||I]| = 1. Para el espacio cero, la identidad coincide con el operador nulo y
su norma es 0.

Ejemplo 2.5. El operador nulo 0 : E — F, definido por 0(x) = 0, es continuo y tiene norma
0.

Ejemplo 2.6. Dados ¢ € E* y y € F', definimos el operador de rango a lo sumo uno
(P @y)(z) = p(2)y.

Es lineal y continuo, y su norma es

lp®@yll = sup, le(@)yll = sup, le(@)[llyll = llelliyll-

ll=ll< Izl <
Esta igualdad utiliza un supremo y no requiere que ¢ alcance su norma en la bola unitaria.
Ejemplo 2.7. Sea 1 <p < ooy b= (b;); € fP. La aplicacién

T:0%° — fp, T(a) = (ajbj)]Zl

o 1/p
|Tall, = (Z|ajbj|p)
j=1

o 1/p
< sup|aj] (Zlbjlp) = [lalls 0]l -

J j=1

es lineal. Ademas,

Por tanto, esta bien definida, es continua y ||T'[| < [[b][,. Tomando a = (1,1,...), de norma
uniforme 1, obtenemos T'a = b, asf que ||T'|| = [|b]],,.

Ejemplo 2.8. Sea 1 <p < ooy g€ LP(]0,1]). El operador de multiplicacién
T:0([0,1) —» LX([0,1]),  Tf=fg,

estd bien definido sobre la clase de equivalencia de g, es lineal y satisface

w51, = ([ V@uera)
<1la( |g<z>|”das)1/p = 17lclgly

Luego || T]| < ||g][,- La funcién constante f =1 tiene norma uniforme 1 y satisface T'f = g,
de donde || 7| = ||g|[,- La cota puntual anterior no es una igualdad para toda f; la igualdad
de normas se obtiene escogiendo este testigo.

Ejemplo 2.9. En el espacio P([0,1]) de polinomios, con la norma uniforme, la derivacién

D :P([0,1]) — P([0,1)), Df =f,

16



2. Operadores lineales continuos

es lineal pero no continua. En efecto, para f,(t) = t" se tiene

[falls =1, [[Dfnllee =7

No existe una constante C' con ||Df| ., < C| f||,, para todos los polinomios, y aplicamos la
Proposicion 2.1.

2.2 El teorema de Baire y Banach—Steinhaus

Teorema 2.10 (Teorema de Baire). Sea (M,d) un espacio métrico completo y no vacio. Si
M = U,>1 Fn, donde cada F, es cerrado, entonces alguno de los conjuntos F,, tiene interior
no vacio.

Demostracion. Supongamos, por contradiccién, que todos los F), tienen interior vacio. Enton-
ces A, = M\ F,, es abierto y denso. Elegimos una bola cerrada B(x1,71) C A; con 0 <7y < 1.
Como Aj es abierto y denso, podemos elegir una bola cerrada de radio 0 < 7o < 1/2 tal que

B(l‘g, 7“2) C As N B(xl,rl).

Continuando, construimos bolas cerradas anidadas con

0<r,<1/n, B(xpt1,Tn+1) C Apgp1 N B(xp, ).

Para m,n > k, ambos centros pertenecen a B(zy,ry), asi que d(z,,Tn) < 2rp < 2/k. La
sucesién (x,) es de Cauchy y converge a algiun x € M.

Para cada k fijo, todos los centros posteriores estdn en la bola cerrada B(xy,ry); por
tanto, su limite también pertenece a ella. Como esa bola estd contenida en Ay, se tiene x € Ay,
para todo k. Esto contradice

E>1 k>1
|

Teorema 2.11 (Banach—Steinhaus). Sea E un espacio de Banach, F' un espacio normado y
(Tj)jes C L(E,F). Sila familia estd puntualmente acotada, es decir,

sup||Tjz|| < oo para cada v € E,
Jj€J

entonces sup;¢ ;|| T} < oo.

Demostracion. Para cada entero n > 1, definimos

Ay = {SL‘ € E :sup||Tjz|| < n} = ﬂ{x € E:||Tjx| <n}.
i€s jeJ

Cada A, es cerrado por continuidad de los operadores. La acotaciéon puntual implica F =
Up>1 An- Por Baire, algtin A, tiene interior no vacio; podemos elegir a € E'y r > 0 con

B(a,r) C Ap,.
Si |ly|| <1, tanto a como a + ry pertenecen a A,,. Para todo j € J,
Tyl = 1T5(a +ry) = Tia| < | Tj(a +ry)|| + [ Tall < 2no.

Tomando supremos sobre y y j, obtenemos sup;||T}| < 2ng/7. |
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Corolario 2.12. Sea E de Banach y F normado. Si (T,,) C L(E, F) vy, para cada x € E, la
sucesion (Tpx) converge a un elemento de F, entonces

Tx = lim T,x
n—oo
define un operador T € L(E, F).
Demostracion. El paso al limite en T),(ax + fy) = aT,x + T,y prueba la linealidad. Para
cada z, la sucesién convergente (7,,x) es acotada; Banach—Steinhaus proporciona C' < oo con

sup,, || 1| < C. Asi,
[Tn|| < Cll]].

Al hacer n — oo, se obtiene |Tz| < C||lz||, y por ello T es continuo. La hipdtesis es
convergencia puntual en F', no convergencia en norma de operador. |

Definicion 2.13. Una aplicaciéon B : Fq X Es — F entre espacios vectoriales es bilineal si,
para cada = € E; y cada y € Fs fijos, las aplicaciones B(z,-) y B(-,y) son lineales.

Corolario 2.14. Sean E1, Es, F' espacios normados y supongamos que Es es de Banach.
Si B : E1 X Es — F es bilineal y continua en cada variable por separado, entonces es
conjuntamente continua. En particular, existe C > 0 tal que

1B(z,y)l < Clizllllyll (2 € Er, y € E).
Demostracion. Consideremos la familia

F={B(z,-):x € Ey, ||z|| <1} C L(Ey, F).
Para cada y € E», la continuidad de B(-,y) da

sup [|B(z,y)|| = B, 9)llz g, p) < o0
lzll<1

La familia es puntualmente acotada sobre el espacio de Banach Fs. Banach—Steinhaus implica
que existe C' con

sup sup || B(z,y)| < C.
lzll<1 ||y <1

Normalizando ambas variables, obtenemos la cota del enunciado; si alguna es cero, se cumple
por bilinealidad. Finalmente,

|B(z + h,y + k) = B(z,y)ll < C([[Rlllyll + [lz[l[[&] + NA[[£]]) — 0
cuando (h, k) — (0,0), lo que prueba continuidad en cada punto del producto. |

Ejemplo 2.15. La completitud en Banach—Steinhaus es necesaria. En cgg, con la norma
uniforme, definimos
©n 1 Coo — K, gon((aj)jzl) = Nany,.

Cada funcional es lineal y continuo porque |¢,(a)| < nllal, ; ademaés, ¢,(e,) = n muestra
que ||¢n|| = n. Para cada a € cgo, sin embargo, a,, = 0 a partir de cierto indice, y por tanto
on(a) = 0 eventualmente. Asi,

sup|pn(a)| < oo para cada a, sup||pn|| = oo.
n n

No contradice el teorema: cgg no es completo, como vimos en el Ejemplo 1.18.
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2.3 Teorema de la aplicaciéon abierta

Lema 2.16. Sea E de Banach, F normado yT € L(E,F). Si existen R,r > 0 tales que
Br(0,7) C T(Bg(0,R)),

entonces

BF(O, 7“/2) C T(BE(O, R))

Demostracion. La linealidad de T y el hecho de que una homotecia no nula conmuta con la
clausura implican, para cada a > 0,

Br(0,ar) C T(Bg(0,aR)).

Sea y € Br(0,r/2). Aplicando esta inclusién con a = 1/2, elegimos x; € Bg(0, R/2) tal que
ly — Tx1|| < r/4. Aplicindola al residuo con a = 1/4, elegimos x9 € Bg(0, R/4) con

Hy —Tx — T$2” < T‘/S.

Continuando, obtenemos z,, € F tales que

R " r
lznll < 57 y— ZlTﬂfj < gnit
j:

La serie ), =, es absolutamente convergente en norma: sus sumas parciales son de Cauchy
porque

m m
Za:j §ZH%H —0 (n,m — 00).
j=n j=n

Por completitud, converge a x € E. Ademas,
[o.¢]

]l < > llzsll < R
j=1

La ultima desigualdad es estricta: ya el primer término es estrictamente menor que R/2, y la
suma de las cotas restantes es R/2. Finalmente, por continuidad de T,

n
ly — Tl = lim fly — Z;ij =0.
]:

Asi, y =Tz con x € Bg(0, R). |

Teorema 2.17 (Aplicacién abierta). Sean E y F espacios de Banach y T : E — F un
operador lineal, continuo y sobreyectivo. Entonces T es una aplicacion abierta: la imagen de
cada abierto de E es un abierto de F'. En particular, todo operador lineal continuo y biyectivo
entre espacios de Banach tiene inversa continua.
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2. Operadores lineales continuos

Demostracion. Por sobreyectividad,
F=T()=|JT(Be(0,n) = |J T(Be(0,n)).
n>1 n>1

La ultima igualdad se debe a que las clausuras estan contenidas en F' y la unién ya contiene
a F. Por Baire, existe ng tal que C' = T(Bg(0,n0)) tiene interior no vacio. Elegimos b € F'y
r >0 con Bp(b,r) C C.

El conjunto C' es simétrico y convexo. Por simetria también Br(—b,r) C C;si |ly|| <,
entonces y +b € Bp(b,r) y y —b € Bp(—b,r). Por convexidad,

y=3y+b+iy—beC.
Asi, Br(0,r) C T(Bg(0,n0)). El Lema 2.16 da, con p = r/2,
Br(0,p) C T(Bg(0,np)).
Escalando ambos radios, para cada ¢ > 0 tenemos
Br(0,cp) C T(Bg(0,cng)).

SiU C FE esabiertoy x € U, elegimos ¢ > 0 suficientemente pequetio para que Bg(x, cng) C U.
Entonces

Bp(Tx,cp) C Tx +T(Bg(0,cng)) = T(Bg(z,cng)) C T(U).
Cada punto de T'(U) es interior. Si ademéas T es biyectivo, la apertura de T equivale a la

continuidad de 71, [ |

Observacion 2.18. Una aplicacién lineal abierta T : EF — F' es necesariamente sobreyectiva.
Como T'(Bg(0,1)) es un abierto que contiene a 0, contiene alguna bola Br(0,7). Siy € F es
no nulo, elegimos 0 < € < r. Existe z € Bg(0, 1) con

Tm:ﬂ, sz(Hny>.
Iyl €

El vector cero también estd en la imagen. Aqui “abierta” significa abierta como aplicacién
con codominio F', no solo con codominio T'(E).

Ejemplo 2.19. En ¢y con la norma uniforme, consideremos

T : coo — coo, T((an)n) = (an/n)n.

Es lineal y biyectiva, pues su inversa es T~ !((a,),) = (nay,), y ambas transformaciones
preservan el soporte finito. Ademas,

|an|

[Tallo = sup —= <[]l
>1

n_

Asi, T es continua. Su inversa no lo es, porque ||T_1en||OO =ny |len] = 1. La falta de
completitud de ¢gg permite que falle la conclusién del teorema de la aplicacién abierta.

Ejemplo 2.20. Si F es un subespacio cerrado de dimensién infinita de C([0,1]), con la
norma uniforme, entonces F ¢ C([0,1]). En particular, C*(]0,1]) no es cerrado en C([0, 1]).
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2. Operadores lineales continuos

Demostracién. Supongamos, por contradiccién, que F' C C1(]0, 1]). Consideremos sobre el
mismo conjunto F' las normas

Il I ller = 1 llo + 1 oo

El espacio Ey = (F, ||-||,,) es de Banach porque F es cerrado en C([0, 1]).

También Ey = (F,||-||1) es de Banach. En efecto, si (fy,) es de Cauchy en esta norma,
existen funciones continuas f, g con f, — f y f! — g uniformemente. Como F es cerrado en
norma uniforme, f € F. Pasando al limite en

Fult) = 520+ [ 119 s,

obtenemos f(t) = f(0) + f(f g(s)ds, de donde f' =gy fn — f en norma C*.

La identidad i : Eo — FEi es lineal, biyectiva y continua, pues ||f|, < ||f]|g1. Por el
teorema de la aplicacién abierta, i~! es continua. Existe, entonces, C' tal que

1l <Cllfloe (fE )

Toda sucesion (fy,) en la bola unitaria cerrada de E; satisface || fnll <1y ||f}llo < C. Por
la férmula integral, valida también para funciones complejas,

[fn(t) = fuls)| < Clt = s|.

La familia estd uniformemente acotada y es equicontinua. El teorema de Arzela—Ascoli, cuya
demostracién se desarrolla en el Teorema 7.9, proporciona una subsucesién que converge
uniformemente a una funciéon f. Como F' y su bola unitaria son cerrados, el limite pertenece
a esa bola. La bola unitaria de F serfa compacta, y el Teorema 1.36 obligaria a que F' tuviera
dimension finita, contradiccién.

Si C1([0,1]) fuera cerrado en C([0, 1]), podriamos tomar F' = C*([0, 1]), que tiene dimen-
si6n infinita porque contiene todos los polinomios, y obtener la misma contradiccion. |

2.4 Teorema del grafico cerrado

Definicion 2.21. Para un operador lineal T : E — F entre espacios normados, su grdfico es
el subespacio vectorial
G(T)=A{(z,Tx):x € E} C E x L.

Equipamos el producto con la norma ||(z,y)||; = ||z||z + ||yl z ¥ el grafico con la norma
inducida. Si ' y F' son completos, también lo es el producto.

Teorema 2.22 (Griéfico cerrado). Sean E y F' espacios de Banach y T : E — F un operador
lineal definido en todo E. Entonces T' es continuo si y solo si G(T') es cerrado en E x F.

Demostracion. Si T es continuo, la funcién (x,y) — ||T'z — y|| es continua y
G(T) ={(z,y) : [Tz — y[l = 0}

es un conjunto cerrado.
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2. Operadores lineales continuos

Para la reciproca, suponemos que G(T') es cerrado. Como E x F es de Banach, el gréfico
también lo es. La proyeccion

m:G(T)— E, m(x,Tx) =z,

es lineal, biyectiva y continua porque ||7(z,Tz)|| = ||z| < ||z|| + ||Tz||. Por el teorema de la
aplicacién abierta, su inversa es continua. Existe C' tal que

[z, Tx)l|, < Cllz]],

y por tanto | Tz| < C|z||. Esto prueba que T es continuo. |

Ejemplo 2.23. Sea E un espacio de Banach y T': E — E* una aplicacion lineal y simétrica
en el sentido de que

(Tz)(y) = (Ty)(z)  (2,y € E).

Entonces T es continua. En efecto, sean z,, — x en E'y Tz,, — ¢ en la norma de E*. Para
todo y € E,
o(y) = Mm(Tz,)(y) = Im(Ty)(zn) = (Ty)(z) = (T2)(y)-

La primera igualdad usa |(T'z, — ¢)(y)| < ||Tzn — ¢|l||y]l; la pentltima usa que Ty € E* es
un funcional continuo. Asi, ¢ = T'x y el grafico es cerrado. Como E* es de Banach por la
Proposicién 2.3, aplicamos el Teorema 2.22. La completitud de F es una hipétesis necesaria
para esta aplicacion.
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CAPITULO 3

Teoremas de Hahn—Banach

3.1 Fundamentos de teoria de conjuntos ordenados

Definiciéon 3.1. Un orden parcial en un conjunto P es una relaciéon < que es reflexiva
(z < ), antisimétrica (z <y e y < z implican = = y) y transitiva (xr <y e y < z implican
x < z). Denotamos el conjunto parcialmente ordenado por (P, <).

Ejemplo 3.2. El conjunto potencia P(X), ordenado por inclusién C, es parcialmente
ordenado.

Definiciéon 3.3. Un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado es una cadena si
cualesquiera dos de sus elementos son comparables. El orden es total si el propio conjunto
es una cadena. Una cota superior de @ C P es un elemento ¢ € P tal que p < ¢ para todo
p € Q. Un elemento m € P es mazximal si m < p implica p = m. Esto no exige que m sea
mayor que todos los elementos de P.

Lema 3.4 (Zorn). SiP es un conjunto parcialmente ordenado no vacio y toda cadena admite
una cota superior en P, entonces P tiene un elemento mazximal.

Usaremos este principio de teoria de conjuntos, equivalente al axioma de eleccién.

Definiciéon 3.5. Sea V un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto A genera V si cada
vector de V' es una combinacion lineal finita de elementos de A; escribimos V = span A. Un
subconjunto B es linealmente independiente si cada subconjunto finito suyo lo es. Una base
algebraica o base de Hamel es un conjunto generador linealmente independiente.

Ejemplo 3.6. Los monomios {1, z, 22, ...} son una base de R[], pero no de C([0, 1]; R): por
ejemplo, €* no es una combinacion lineal finita de monomios.

Proposicion 3.7. Todo conjunto generador A de un espacio vectorial V contiene una base

de Hamel de V.

Demostracién. Consideremos los pares (W, B) tales que B C A es linealmente independiente
y W = span B, ordenados por inclusién de ambas componentes. La familia no es vacia:
contiene ({0}, @). Si {(W;, B;) : i € I} es una cadena no vacia, entonces

w=Jw;, B=JB
iel el
forman una cota superior de la misma clase. En efecto, toda coleccién finita de elementos de
B esta contenida en un mismo B;, de modo que B es independiente y genera W. La cadena
vacfa también tiene una cota. Por el lema de Zorn hay un par maximal (W, fj’) SiW £V,
como A genera V', existe g € A\ W. Entonces

W @ span{z}, B U {x}

definen un par estrictamente mayor, contradiccion. Asi, W = V. |
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3. Teoremas de Hahn—Banach

3.2 Teorema de Hahn—Banach: caso real

Teorema 3.8 (Hahn-Banach real). Sea E un espacio vectorial real y p : E — R una funcion
sublineal, es decir,

p(tr) =tp(z) (>0), pl@+y) <pl)+py).

Si G C E es un subespacio y ¢ : G — R es lineal con p(z) < p(z) para todo x € G, existe
una extension lineal ¢ : E — R tal que ¢(x) < p(z) para todo x € E.

Demostracion. Sea .# la familia de extensiones lineales ¢ : D(¢) — R de ¢, donde G C
D(¢) C FE es un subespacio y ¢ < p. La ordenamos por extension: ¢ < ¢o si D(¢p1) C D(¢2)

Y ¢2|p(gy) = 91-

La familia contiene ¢. Para una cadena no vacia Q, definimos D = (Jypco D(0) y ¢(z) =
O(z) si x € D(0). El orden total de la cadena garantiza que la definicién es coherente, que D
es un subespacio y que ¢ es lineal y estd dominada por p. Es, por tanto, una cota superior.
Por Zorn existe un elemento maximal .

Si D = D(p) # E, elijamos g ¢ D. Una extensién a D @ Rz tiene la forma

o(x + txg) = () + ta.
Para que esté dominada por p en los vectores x + xg, basta escoger

sup{@(y) —p(y —z0)} < @ < Wf {p(x +x0) — $(2)}- (3.1)
yeD e

Este intervalo no es vacio, pues, para z,y € D,

o(x) +o(y) < plx+y) < ply — x0) + p(z + 20).

Ademés, tomando z = 0 o y = 0, los extremos estdn acotados por nimeros reales; aqui
p(0) = 0, por homogeneidad.

Sit >0, de (3.1) se obtiene

oz + txg) = t(p(x/t) + ) < tp(x/t + xo) = p(x + txo).

Sit <0, pongamos s = —t > 0. Entonces

¢(x +txo) = s(d(x/s) — a) < sp(x/s — o) = p(x + txo).

Para t = 0 ya tenifamos la desigualdad. Asi, qz~5 € Z extiende estrictamente al elemento
maximal, contradiccién. Por consiguiente, D(@) = E. n

3.3 Teorema de Hahn—Banach: casos real y complejo

Teorema 3.9. Sea E un espacio vectorial sobre K € {R,C} y p: E — R una seminorma:

plaz) = lalp(x),  plz+y) < p(z)+py).

Si G es un subespacio y ¢ : G — K es lineal con |p(x)| < p(z), existe una extension lineal
¢: E— K con |g(x)| < p(x) para todo x € E.
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3. Teoremas de Hahn—Banach

Demostracion. En el caso real, el teorema 3.8 da una extensién dominada por p. Aplicando
la desigualdad a —x,

—@(x) = ¢(—=) < p(—=) = p(),
por lo que también se obtiene la cota en valor absoluto.

En el caso complejo, escribamos ¢ = 1 + ips, con ;1 = Rep v p2 = Imp. Son
funcionales reales lineales sobre el espacio subyacente Gr. La identidad ¢(ix) = ip(z) implica
pa2(x) = —p1(iz). Extendamos ¢ por el teorema real a h : Eg — R con h(z) < p(z) y
definamos

o(x) = h(x) — ih(ix).
Esta aplicacion extiende a ¢, es real lineal y cumple
Biz) = h(iz) + ih(x) = i§(z),
luego es compleja lineal. Si $(x) # 0, escribimos @(x) = |@(z)]e??. Entonces
|3(2)| = Reg(e™""x) = h(e™"z) < p(ex) = p(x).

Si el valor es cero, la desigualdad se sigue de p > 0. |

Corolario 3.10 (Extension sin aumento de norma). Sea G un subespacio de un espacio

normado E. Todo ¢ € G* admite una extension ¢ € E* con ||¢] = ||¢]-

Demostracién. Aplicamos el teorema 3.9 a p(z) = ||¢|||z||. La extension satisface ||@| < ||¢]|-
La desigualdad opuesta se obtiene restringiendo el supremo que define la norma a los vectores
de G. |

Corolario 3.11 (Funcional normante). Si xg # 0 pertenece a un espacio normado E, existe
¢ € E* con ol =1y p(xo) = |[zol|-

Demostracion. Sobre G = Kuy, el funcional txg — t||xo|| tiene norma uno. El corolario 3.10
proporciona la extensién buscada. |

Corolario 3.12 (La norma recuperada del dual). Para todo espacio normado E y todo
r e F,

2]l = sup{lp(2)] : ¢ € E¥, [lof <1}

Demostracion. La cota superior se sigue de |o(x)| < ||¢||||z||. Si  # 0, un funcional normante
alcanza la cota; si = 0, ambos miembros son cero. |

3.4 Proyecciones y extension de operadores

Una proyeccion lineal es un operador P : £ — FE tal que P?=P. SiranP =Fy
T : F — G es lineal, entonces T =T o P extiende a T'. Para obtener una extensién continua
necesitamos que tanto 7' como P sean continuos.

Proposiciéon 3.13. Sea E un espacio de Banach y F C E un subespacio. Son equivalentes:
1. Erviste P € L(E,E) con PP=P yranP =F.

2. F es cerrado y existe un subespacio cerrado G tal que E = F @ G.
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3. Teoremas de Hahn—Banach

En tal caso, F = {x: P(x) = x} y se puede tomar G = ker P.

Demostracion. Si existe P, entonces F' = ker(P — I) y G = ker P son cerrados. Todo z € E
se descompone como Pz + (x — Px), con el primer sumando en F' y el segundo en G. Si
r € FNG, entonces x = Pz = 0.

Reciprocamente, definamos P(xp + xg) = 2. Es una proyeccién lineal con imagen F'y
nicleo G. Para probar su continuidad usamos el teorema del grafico cerrado. Si z,, -z y
Pz, — y, entonces y € I, porque F es cerrado; ademas, x,, — Px, — x — y pertenece en el
limite a G. La unicidad de la descomposicién da Pz = y. El grafico es cerrado y, como E y
F son de Banach, P : E — F' es continuo. |

Definicion 3.14. Un subespacio F' de un espacio de Banach E es complementado si cumple
las condiciones de la proposicion 3.13. Para A > 1, diremos que es A-complementado si existe
una proyecciéon continua sobre F' con norma a lo sumo A. Toda proyeccién sobre un subespacio
no nulo tiene norma al menos uno.

Proposicion 3.15. Si F' es complementado en un espacio de Banach E y G es un espacio
normado, todo T € L(F,G) admite una extension T € L(E,G). Si la proyeccion P satisface

|P|| < A, puede elegirse Hf” < \|T-

Demostracién. Basta tomar T =T o P. [ |

Proposicién 3.16. Si F' no es complementado en el espacio de Banach E, la identidad
Ir . F — F no admite una extension lineal continua T : E — F'.

Demostracion. Si existiera T', la composicion con la inclusién ¢ : F' — FE daria P =ioT.
Como T|r = I, tendrfamos P2 = P e imagen F, contradiciendo la proposicién 3.13. |

Ejemplo 3.17. El espacio ¢gy de sucesiones de soporte finito no es cerrado en c¢g con la norma
del supremo: los truncamientos de (1/n),>1 pertenecen a cgp y convergen a una sucesion que
no esta en cgg. Por tanto, no existe una proyeccién continua de ¢y sobre cgp, ni una extensién
continua 1" : ¢g — coo de I.y,. La inclusién cpg < cp si se extiende a I.,; el codominio es
esencial.

Teorema 3.18 (Extension con valores en ). Sea F' un subespacio de un espacio normado

E yT e L(F, (). Eziste T € L(E, () tal que T|p =T y Hf” = ||T].

Demostracion. Para cada n, sea m, : £>° — K la evaluacién en la coordenada n, de norma
uno. Por el corolario 3.10, m, oT admite una extension v, € E* de la misma norma. Definimos

T(x) = (¥n(2))n>1-

Esté bien definida porque |¢,(z)| < ||T]|||x|| uniformemente en n. Es lineal y extiende a T'.
Ademas,

HT” = sup supl|y,(z)| = supl|th,|| = sup||m, o T
flzl<1 ™ n n

= sup sup|m,(Tz)| = [T
2€F, all<1 7
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3. Teoremas de Hahn—Banach

Observacién 3.19. Este resultado se presenta como teorema de Phillips en los apuntes
originales. Su demostracion es la aplicacién coordenada a coordenada de Hahn—Banach.

Corolario 3.20. Toda copia isométrica de £°° en un espacio de Banach E es 1-

complementada.

Demostracion. Sea i : {>*° — E una isometria lineal y F' = i(¢>°). El teorema 3.18 extiende
il F —(>®aT:E — (* de norma uno. Entonces P =i 0T es una proyeccién sobre F y
1P|l = 1. u

3.5 Distancia a subespacios y separabilidad

Definiciéon 3.21. Para A # @ en un espacio normado F,
d(xz,A) = inf{||z —y|| : y € A}.

Proposicién 3.22. Sea M un subespacio cerrado de un espacio normado E yyo ¢ M. Existe
p € E* con
lell =1, o(yo) =d(yo, M),  &|ln =0.

Demostracién. Escribamos d = d(yo, M) > 0. En N = M @ Kyg definimos ¢o(z + ayo) = ad.
Sia#0,
12 + ayoll = lalllyo + =/all = |al d = [po(x + ayo)|;

para a = 0 la desigualdad también vale. Asi, ||po| < 1. Para ¢ > 0 elijamos z. € M con
d < ||yo — z|| < d+ ¢. El vector

Yo — Te
Ze = -
llyo — ||
tiene norma uno y ¢o(2:) > d/(d + ). Por tanto, ||¢g|]| = 1. El corolario 3.10 permite
extenderla desde N a FE sin aumentar la norma. |

Teorema 3.23. Si E* es separable, entonces E es separable.

Demostracion. El caso E = {0} es inmediato. En otro caso, la esfera unitaria de E* es
separable, como subconjunto de un espacio métrico separable. Sea {¢, : n > 1} denso en ella.
Elijamos x,, € E con ||z,]| =1y |on(x,)| > 1/2.

Sea M = span{x, : n > 1}. Si M # E, la proposicién 3.22 proporciona ¢ € E* de norma
uno que se anula en M. Entonces

H‘P - (PnH > ‘(‘P - ‘Pn)(xn)’ = "Pn(mn)‘ > 1/2

para todo n, contradiciendo la densidad. Asi, M = E. Las combinaciones lineales finitas de
los x,, con coeficientes en Q (o en Q + iQ si K = C) forman un subconjunto numerable y
denso de FE. El espacio generado sobre K no tiene por qué ser numerable. |

Proposiciéon 3.24. Todo espacio normado separable admite una isometria lineal en £°°.
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Demostracion. Para E = {0} no hay nada que demostrar. Elijamos un conjunto numerable
denso D = {z,, : n > 1} C E \ {0}. Por el corolario 3.11, existen ¢, € E* con ||p,|]| =1y
on(xn) = ||n||. Definamos
Tz = (n(2))nz1-
Como |pp(x)| < [|z||, esta aplicacién es lineal, estd bien definida y ||Tz||,, < [|z|. Para cada
k,
T2kl = lr(ze)| = k]

Hay igualdad en D y, por continuidad de T y de la norma, en todo E. |

3.6 Formas geométricas del teorema de Hahn—Banach

En esta seccién, hasta la observacién sobre el caso complejo, E es un espacio normado
real. Buscamos separar conjuntos convexos mediante funcionales continuos: primero punto a
punto, y bajo hipdtesis mas fuertes mediante una brecha positiva uniforme.

Definicién 3.25. Un hiperplano vectorial de un espacio vectorial real V' # {0} es un
subespacio propio H que es maximal entre los subespacios propios: si H C W C V| entonces
W=HoW=V.

Proposicion 3.26. Un subespacio H de V' es un hiperplano si y solo st H = ker ¢ para
algun funcional lineal no nulo ¢ : V — R.

Demostracion. Si H es un hiperplano, elijamos vg ¢ H. Entonces V = H®Ruvg y p(h+avy) =
a es el funcional buscado. Reciprocamente, si H = kerp y H C W, escojamos vg € W \ H.
Para todo v € V,

v — (p(v)vgeHQI/V,
¢(vo)

asiqueveWy W=V, [ |

Definicién 3.27. Un hiperplano afin es un trasladado H + vy de un hiperplano vectorial.
Por la proposiciéon 3.26, es un conjunto de la forma

[p=a]l ={v: o) =a}l, o # 0.
Proposicién 3.28. Un hiperplano afin [p = a] de E es cerrado si y solo si ¢ es continuo.

Demostracién. Si ¢ es continuo, el hiperplano es la preimagen del cerrado {a}. Reciproca-
mente, supongamos que es cerrado. Cambiando simultaneamente los signos de ¢ y a si hace
falta, elijamos ¢ con p(xp) < a y una bola B(zp,r) que no corte al hiperplano. En toda la
bola se cumple ¢(x) < a: de lo contrario, un segmento que una xy con un punto de valor
mayor que a contendria un punto del hiperplano dentro de la bola. Para ||z|| < 1, tanto
xo + rz como xg — rz estan en la bola, luego

o(a)] < L)

Al tomar el supremo obtenemos una cota finita para ||| (con desigualdad no estricta), y ¢
es continuo. |
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Definicién 3.29 (Funcional de Minkowski). Si C' C E es convexo y abierto, con 0 € C,
definimos
po(xz) =inf{a >0:2/a € C}.

Proposicién 3.30. El funcional de Minkowski estd bien definido, toma valores en [0,00) y
satisface:

1. pc(tx) = tpc(z) para t > 0;

2. C={x:pc(zx) < 1};

3. existe M > 0 tal que pc(z) < M||z|;
4. po(x +y) < po(x) + pe(y).

Demostracion. Como B(0,7) C C para algin r > 0, todo vector pertenece a aC' para a
suficientemente grande; ademas, pc(0) = 0. La homogeneidad se obtiene mediante el cambio
de variable a = tb en el infimo.

Siz € Cyax # 0, la apertura permite elegir ¢ > 0 con (1 + ¢)z € C, de modo que
pe(r) < (14 €)' < 1. Para z = 0 es inmediato. Reciprocamente, si pc(z) < 1, existe
0<a<1lconz/acC,ylaconvexidad da z = a(z/a) + (1 —a)0 € C.

Fijado 0 < s < r, para = # 0 tenemos sz/||z|| € C. Por los incisos anteriores, pc(z) <
llz||/s; el caso © = 0 es inmediato.

Finalmente, para € > 0 escribamos a = po(x) + €y b = pc(y) + €. Ambos son positivos,
y z/a,y/b € C. Por convexidad,

r+y a w b vy

- r Yeo
atbd atba atdbC

Asi, po(z +y) < a+b=pc(zr) +pc(y) + 2e. Haciendo € | 0 obtenemos la subaditividad. W

Lema 3.31. Si C C E es convexo, abierto y no vacio, y xg ¢ C, existe ¢ € E*\ {0} tal que
o(z) < @(x0) para todo x € C.

Demostracion. Elijamos zg € C' 'y pongamos D = C — zg, yg = x9 — z9. Entonces 0 € D y
yo ¢ D, de modo que pp(yo) > 1. En Ryy definimos ¢(tyo) = tpp(yo). Para t > 0 coincide
con pp(tyo); para t < 0, g(tyo) < 0 < pp(tyo). Hahn—Banach real da una extensién ¢ < pp.
Aplicando la cota pp(xz) < M||z|| a z y —z, obtenemos |p(z)| < M||z||. Para z € C,

¢(x —20) < pp(z —20) <1 < pp(yo) = (20 — 20).
La linealidad concluye la separacién y ¢(yo) > 1 garantiza que ¢ # 0. |

Lema 3.32. Sip € E*\ {0} y C C E es convexo, abierto y no vacio, entonces o(C) es un
intervalo abierto.

Demostracion. La imagen es convexa en R, luego es un intervalo. Para x € C, elijamos
z € Econ p(z) =1yr >0con B(z,r) C C. Si [t| < r/|z|, entonces x +tz € C'y
o(r +tz) = p(x) + t. Cada punto de la imagen es interior. [
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3. Teoremas de Hahn—Banach

Teorema 3.33 (Primera forma geométrica). Sean A, B C E convezos, no vacios y disjuntos.
Si A es abierto, existen ¢ € E*\ {0} y a € R tales que

pr) <a<eply) (ze€A yeB).
Se dice que el hiperplano cerrado [p = a] separa A y B.

Demostracion. El conjunto C' = A — B es no vacio, convexo y abierto: es la unién de los
abiertos A — y, con y € B. Ademads, 0 ¢ C. El lema 3.31 da ¢ # 0 con ¢(x — y) < 0, es decir,

plz) <eply) (r€A yeB).

Como B # @, ¢(A) estd acotado superiormente. Sea a = sup ¢(A). Entonces a < ¢(y) para
todo y € B. Por el lema 3.32, ¢(A) es abierto, asi que no contiene su supremo: p(x) < a para
todo z € A. |

Teorema 3.34 (Segunda forma geométrica). Sean A, B C E convexos, no vacios y disjuntos.
Si A es cerrado y B es compacto, existen ¢ € E*\ {0} y a < b tales que

plr) <a<b<ely) (red yeB),
Para c € (a,b), el hiperplano [¢ = ] separa estrictamente los conjuntos.

Demostracion. Existe € > 0 tal que los conjuntos abiertos y convexos A + B(0,¢) y B +
B(0,¢) son disjuntos. Si no, para cada n habria x,, € A, y, € By z,,w, € B(0,1/n) con
ZTn + Zn = Yn + Wy, por lo que ||z, — yn|| < 2/n. La compacidad proporciona una subsucesién
Yn, — Y € B; entonces x,, — y, y la cerradura de A implicaria y € A, contradiccion.

Aplicamos el teorema 3.33 a esos conjuntos engrosados. Existen ¢ # 0 y ¢ € R tales que,
tomando supremos e infimos sobre las bolas,

pla) telol <c<ely) —ellell  (zeA, yeB).

Adqui sup.. ¢(2) = ellpll e infj o p(z) = —=|@]. Basta tomar a = ¢ — e[|l /2 y b =
c+ello|l/2. [ |

La Figura 3.1 representa la separacién estricta: el funcional sitda un conjunto por debajo
de a y el otro por encima de b, con una franja intermedia de ancho positivo en los valores de

@Y.

Observacion 3.35. En un espacio complejo, las formas geométricas se expresan con Re ¢ y
convexidad real. Se aplica el resultado al espacio real subyacente; si el separador real es h, el
funcional complejo ¢(x) = h(x) — ih(ix) satisface Re p = h.

Corolario 3.36. Sea M un subespacio cerrado de un espacio normado sobre K. Para todo
x0 & M existe p € E* con p(xg) =1 y p|p =0.

Demostracion. En el caso real, la segunda forma geométrica separa M de {xg} por un
funcional v acotado superiormente en M. Como M es un subespacio, ¥|y; = 0; ademaés,
P(xo) > 0, luego sirve 1/1(xp). Sobre ambos cuerpos basta normalizar el funcional de la
proposiciéon 3.22 por d(xzg, M). |
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3. Teoremas de Hahn—Banach

a<c<b (p aumenta
B — >

pu)<a (u€A) T PTC e=b p<ypv) (veB)

Figura 3.1. Separacion estricta de dos convexos: una franja a < ¢ < b queda entre ellos y cualquier

hiperplano ¢ = ¢, con a < ¢ < b, los separa. El dibujo representa un funcional real; en un espacio
complejo se aplica la separacién a Re .

Corolario 3.37. Para cualquier subespacio M de un espacio normado F,
M = m{kergo cp € E*, M CXkeryp}.

Demostracion. Los nicleos indicados son cerrados y contienen M, luego contienen M. Si
xo ¢ M, el corolario 3.36 da un funcional nulo en M y de valor uno en xg, que excluye a x
de la interseccion. [ ]

31



CAPITULO 4

Dualidad y reflexividad

4.1 El dual de los espacios LP(u)

Sea (X,X, ) un espacio de medida. Para 1 < p < oo, denotamos por ¢ el exponente
conjugado de p, determinado por

S4- =1
P q

Si p =1, ponemos ¢ = oo. Trabajamos con clases de funciones iguales casi en todas partes. La
identificacion del dual serd bilineal: usamos [ fgdu, incluso sobre C. Con esta convencion,
la aplicacion g — ¢4 es lineal. En un espacio de Hilbert complejo, en cambio, el producto
interno serd lineal en su primera entrada; asi, para L%, [ fgdu = (f,g).

Ejemplo 4.1 (Funcionales definidos por integracion). Paral < p < ooy g € L%(u), definimos

0y DP(n) = K, py(f) = /X Fody.

La desigualdad de Holder da

g1 < [ I71d < gl 111,

por lo que ¢4 € LP(1)* v [l¢gl < llgll,- Hay igualdad para 1 < p < oo sin hipétesis adicional
sobre la medida; también la hay para p = 1 cuando u es o-finita.

Para demostrarlo, el caso g = 0 es inmediato. Si 1 < p < oo y g # 0, tomamos

l9(@)|"™" (@)

— , g(z) #0,
Fa) =1 ol le@r O
0, g(x) =0.
Como (¢ — 1)p = ¢,
» Ixlgldp = Sxlgldp
Hf”p - HgH(qfl)p - 17 SOQ(f) - ”g”g_l - Hqu
q

La conjugacién utiliza la identidad gg = | g|2.

Sip=1y peso-finita, sea 0 < a < ||g|| .. Por definicién del supremo esencial, el conjunto
A = {|g| > a} tiene medida positiva. Escribiendo X = |J,, An con p(A4,) < oo, encontramos
B=AnNA, con 0 < u(B) < co. Definimos
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4. Dualidad vy reflexividad

Entonces ||f|l;, =1y
1
gl = pq(f :7/gd#>a.

Haciendo a 1 ||g| ., concluimos [|¢g4|l = |9 +-
Teorema 4.2 (Dualidad de LP). Sea 1 < p < c0. Sip = 1, supongamos ademds que p es

o-finita. La aplicacion

@ LI(p) — LP(p)7, (g) = wy, wg(f):/ngdu,

es un isomorfismo isométrico. Para 1 < p < oo el resultado vale en cualquier espacio de
medida.

Demostracion. Por el ejemplo 4.1, sélo falta probar la sobreyectividad. Fijemos ¢ € LP(u)* y
escribamos C = ||¢]|.

Primer caso: (X)) < oo. Para A € ¥ definimos v(A) = ¢(14); la indicadora pertenece a
LP (). Si los conjuntos A; son disjuntos, las indicadoras de sus uniones finitas convergen en

L? a la de la unién numerable, pues
p

p j>n

H 1Uj21 Aj 1U?:1 Aj

Por continuidad de ¢, v es numerablemente aditiva. Es una medida con signo si K =R y
una medida compleja si K = C, no necesariamente positiva. Tiene variacién finita: para una
particién finita (A;) elijamos escalares o con |a;| <1y ojv(A;) = |v(A;)|. Entonces

Z|V(Aj)\ = @(Z alej> < C’M(X)I/P'

Ademas, v < pu, porque p(A) =0 implica 14 = 0 como elemento de LP. Por el teorema de
Radon-Nikodym para medidas con signo o complejas, existe g € L'(u) tal que

Z/(A):/Agd,u.

La linealidad da ¢(f) = [y fgdp para funciones simples. La aproximacién uniforme por
funciones simples extiende esta igualdad a toda funcién medible acotada: la convergencia
uniforme implica convergencia en LP cuando la medida es finita, y permite pasar al limite en
la integral porque g € L.

Verifiquemos el paso, llamado a veces inverso de Holder, de g € L' a g € L9. Sip > 1,
pongamos
g g
o gm0

Estas funciones son acotadas. Para A,, = [, {gl<n}] g|* du obtenemos

o= Tgg<mylgl ™™

A =o(fn) < Cllfull, = CAYP.

Si A, > 0, esto implica A}L/ 1< (C;si A, =0, la cota es trivial. Por convergencia monétona,
ge Lty |gll, <C.
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4. Dualidad vy reflexividad

Si p=1, para a > C el conjunto B = {|g| > a} debe ser nulo. En caso contrario, usando
f =159/|g|, que es acotada, tendriamos

au(B) < [ loldn = o(f) < Clfl, = Cu(B)

contradiccién. Asi, ||g]|, < C.

En ambos casos, Holder hace continuo a ¢4 en LP. La densidad de las funciones simples
en LP, para p < 0o, concluye ¢ = ¢,.

Segundo caso: p es o-finita. Elijamos conjuntos disjuntos X, de medida finita cuya
unién sea X. La restriccién de ¢ a las funciones soportadas en X, estd representada por
gn € L9(X,,). Definimos g = gy, en X,,. Para Yy = U,,< Xn, €l primer caso y la unicidad de
la representaciéon muestran que gly, representa la restriccién a Yy y

Si g < 00, la convergencia mondtona da g € L?; si ¢ = 0o, la cota esencial uniforme en los
conjuntos X,, da la misma conclusién. Para todo f € LP, fly, — f en LP. Pasando al limite
mediante continuidad y Holder obtenemos ¢(f) = [y fgdpu.

Tercer caso: medida arbitraria y 1 < p < oco. Si C = 0, tomamos g = 0. Si C > 0,
elijamos f, € LP con ||fn||p = 1y, ajustando una fase, o(f,) € Ry ¢(f,) — C. Cada f, esta
soportada en un conjunto o-finito, ya que

{fa 20y = Jlfl > 17k}, w({Ifal > 1/k}) < KP| fall}.

k>1

Sea S la unién de esos soportes. Es o-finito y la restriccién de ¢ a LP(S) tiene norma C, por
lo que el caso anterior la representa mediante gs € LI(S).

Afirmamos que ¢ se anula en las funciones soportadas en X \ S. Si existiera una de norma
uno, h, con b = p(h) > 0 tras ajustar su fase, los soportes disjuntos darian, para ¢t > 0,

(fn) + th = @(fn + th) < C|[ fu + th], = C(1 + /)17,
Al pasar a n — oo y dividir por t,

p\1/p _
b§0(1+t) 1

— 0 (t10),
contradiccién, porque p > 1. Extendiendo gg por cero fuera de S, obtenemos g € L(u) vy,
para toda f € LP,

ol = ¢(r1s) = [ fosdu= [ todn
Esto concluye la sobreyectividad en toda la generalidad del enunciado. |

Observacion 4.3 (Separabilidad y los casos extremos). Una aplicacion continua sobreyectiva
lleva un conjunto denso numerable a un conjunto denso numerable. En particular, un
isomorfismo isométrico preserva separabilidad. Junto con el teorema 3.23, esto tiene dos
consecuencias:

1. Para la medida de conteo en N, el teorema 4.2 da (£!)* = ¢°°. Asi, el dual de un espacio

separable no tiene por qué ser separable.
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4. Dualidad vy reflexividad

2. No se puede extender en general el teorema a p = oco. Si la aplicaciéon de integracion
identificara (¢°°)* con ¢!, el dual (¢*°)* seria separable; entonces /> también lo seria,
contradiccién.

Usamos aqui que ¢! es separable y £>° no lo es, hechos estudiados en el capitulo 1. No se
estd afirmando que todos los espacios L' o L™ sean no reflexivos: por ejemplo, los casos de
dimension finita si lo son.

4.2 Los espacios * y ¢

Teorema 4.4. FEl operador
00— (o), b= —wn,  wu((ag) = azby,

es un isomorfismo isométrico.

Demostracién. Para b € ' y a € ¢, la serie converge absolutamente y

ev(@)] < llalloe D161 = llallol1Blly-
j

Ast, [lonll < [10]];-
Dado ¢ € (co)*, pongamos b; = ¢(e;). Para cada n, definamos a(™ € cqo por

a(n) _ {bj/’bj‘v Jj<n, bj 7é 0,
J

0, en otro caso.

Entonces Ha(")H <ly
o0

Z|bj|—z a{b; = p(a™) < |g|.
j=1

j=1

Al pasar al limite, b € ¢! y ||b]|; < [|¢]|-

Si a = (a;) € g, sus truncamientos )
Por continuidad,

j<n @j€j CONVergen a a en la norma del supremo.

o
JE&ZW &) = D ajbj = ¢o(a)

Esto prueba la sobreyectividad. Aphcando las dos cotas anteriores al funcional ¢, se obtiene
lles]l = 110]l;, por lo que ® también es inyectivo. [

4.3 Bidual y espacios reflexivos

Para un espacio normado E, su bidual es E** = (E*)*.
Proposicién 4.5 (Encaje canénico). La aplicacion
Jp:E— E7,  Jp(x)(p) =e(@) (pe k),

es una isometria lineal.
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4. Dualidad vy reflexividad

Demostracion. Para cada x € E, la evaluacién Jg(x) es lineal en ¢, y

[Je(@)(@)] < el

Por tanto, pertenece a E**. La linealidad en x es inmediata. Por el corolario 3.12,

I Je(@)]| = sup |o(x)] = [l
lell<t

Proposicién 4.6 (Completacién mediante el bidual). Todo espacio normado E admite una
completacion: existe un espacio de Banach E que contiene una copia isométrica densa de E.

Demostracién. Tomamos E = J r(F) C E**. Es de Banach por ser cerrado en el espacio de
Banach E**. La copia Jg(F) es isométrica a E y densa en E. No se afirma que E coincida
con Jg(F) si E es incompleto. [ |

Definicién 4.7. Un espacio normado E es reflexivo si el encaje canénico Jg : B — E** es
sobreyectivo.

Proposicion 4.8. Todo espacio normado reflexivo es de Banach.

Demostracion. En ese caso, Jg identifica isométricamente a E con el espacio de Banach
E**' .

Ejemplo 4.9. Todo espacio normado de dimension finita es reflexivo: si dim E = n, también
dim F* = dim E** = n, y el operador lineal inyectivo Jg debe ser sobreyectivo. En cambio,
coo con la norma del supremo no es completo, como muestran los truncamientos de (1/n),>1;
por la proposicién 4.8, no es reflexivo.

Proposicion 4.10. Si E es separable y reflexivo, entonces E* es separable.

Demostracion. El isomorfismo isométrico Jg implica que E** es separable. Aplicamos el
teorema 3.23 al espacio E*. |

Ejemplo 4.11. El espacio ¢! no es reflexivo. En efecto, es separable, pero su dual £* no lo
es, en contradiccion con la proposicion 4.10 si se supusiera reflexividad.

4.3.1 El operador adjunto
Definicién 4.12. Sean E, F' espacios normados y T € L(FE, F'). Su adjunto de Banach es
T . F* — E¥, T*(p) =¢@oT.

En particular, (T%p)(z) = ¢(Tx). Este operador actiia entre espacios duales. Debe distinguirse
del adjunto de Hilbert T, definido mediante el producto interno en el capitulo 8.

Proposicion 4.13. Para ¢ € F*, el funcional T*¢ es continuo y

1Tl < [Tl
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4. Dualidad vy reflexividad

Demostracion. Para todo z € E,

[(T*p) ()| = [(Tx)| < [lell[[T]l < [Tl

Ejemplo 4.14 (Desplazamientos). Para 1 < p < oo, el desplazamiento a la izquierda
T:gp_>€p’ T(al,az,...):(@,ag,...)

es lineal continuo, de norma uno. Bajo la identificacién (¢7)* = ¢4 del teorema 4.2, un elemento
b € ¢4 representa pp(a) = 3 ;> a;bj. Entonces

(T*¢p)(a) = Y aji1bj = 90,61 b, (@)-
j=1
Por tanto, el adjunto es el desplazamiento a la derecha b +— (0,by,b2,...) en ¢?, incluido

q = oo cuando p = 1.

Proposiciéon 4.15. Si T € L(E, F), entonces T* € L(F*, E*) y |T*|| = ||T||. S¢ T es un
isomorfismo de espacios normados, T* también lo es, con inverso (T~1)*. Si T es, ademds,
isométrico, T* es un isomorfismo isométrico.

Demostracion. La linealidad es inmediata, y la proposicién anterior da ||[T%|| < ||T'||. Para la
desigualdad opuesta usamos el corolario 3.12:

[Tz)| = sup |p(Tz)| = sup [(T"¢)(@)| < [T|]|=].
lell<1 lpll<1

Luego [|T]| < [T

Si T es un isomorfismo, la composiciéon con 7~ muestra directamente que (7T~ 1)*T* = I+
y T*(T~1)* = Ip+. Si también es isométrico, lleva la bola unitaria de E sobre la de F', por lo
que

Tl = sup [p(Tz)| = sup |o(y)| = |l
[EIES! lylI<1

Proposicién 4.16. Si 1 < p < 00, los espacios LP(u) son reflexivos para cualquier medida
w. En particular, P es reflexivo.

Demostracion. Sea q conjugado de p. Por el teorema 4.2, las aplicaciones
TiL S (U, T = [ fedu  Si17 - @Y S(le) = [ fodu
son isomorfismos isométricos. Por la proposicién 4.15, también lo es
(TN oS : LP — (LP)**.

No basta exhibir un isomorfismo cualquiera con el bidual: debemos comprobar que es el
encaje canénico. Dado ¢ = T'(g) € (LP)*,

(@SN = ST ) = [ Fodn =) = Jir (D).

Asi, el operador compuesto es Jr» y éste es sobreyectivo. |
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4. Dualidad vy reflexividad

Proposicién 4.17. Sea E un espacio de Banach. Entonces E es reflexivo si y solo si E* es
reflexivo.

Demostracion. Si E es reflexivo, Jg : E — E** es un isomorfismo isométrico, y lo mismo
vale para (Jg)* : E*** — E*. Para ¥ € E** pongamos ¢ = (Jg)*W. Para todo = € E,

Je<(p)(Jpz) = Jpz(p) = ¢(z) = ¥(Jpw).

Como Jg es sobreyectivo, esto implica Jg«(¢) = U. Luego E* es reflexivo.

Reciprocamente, supongamos que E* es reflexivo. Como E es completo y Jg es isometria,
JE(E) es cerrado en E**. Si fuera propio, el corolario 3.36 produciria ¥ € E***\ {0} que se
anula en Jg(F). Por reflexividad de E*, ¥ = Jg«(¢) para alguna ¢ € E*. Entonces

0=Y(Jgx) = Jpx(p) = ¢(x) (x € E).
Asi, p =0y ¥ = 0, contradiccién. Por tanto, Jg(E) = E**. |

Ejemplo 4.18. El espacio > no es reflexivo porque es isométricamente isomorfo a (£1)*,
mientras que ¢! no es reflexivo. Asimismo, ¢y no es reflexivo: su dual es ¢!. Aqui se usa la
invariancia por isomorfismos, demostrada en la proposicién 4.20.

4.3.2 Resultados adicionales

Proposicion 4.19. Si E es reflexivo, todo ¢ € E* alcanza su norma en la bola unitaria
cerrada. Si E # {0}, se puede encontrar x € E con ||z|| =1 y |o(x)] = ||¢]

Demostracion. Si ¢ # 0, aplicamos el corolario 3.11 al espacio E*: existe ¥ € E** con
¥ =1y ¥(¢) = |l¢|- La reflexividad permite escribir ¥ = Jgz, con ||z|| = 1, y entonces
o(z) = ||¢|l. Para ¢ = 0, sirve cualquier vector unitario si E # {0}, y el vector cero siempre
pertenece a la bola cerrada. |

Proposicion 4.20. Si E y F son espacios normados isomorfos y E es reflexivo, entonces F
también lo es.

Demostracion. Sea T : E — F un isomorfismo lineal continuo con inverso continuo. Por la
proposicion 4.15, T** : E** — F** es un isomorfismo. Para x € F'y ¢ € F*,

(T Jpz)(p) = Jpx(T7¢) = o(Tx) = (JrTz)().
Asi, T** Jgp = JpT. El miembro izquierdo es sobreyectivo, de modo que Jr es sobreyectivo. W
Proposicion 4.21. Todo subespacio cerrado F de un espacio reflexivo E es reflexivo.

Demostracion. Sea ¢ € F**. La restriccion R : E* — F*, Ry = ¢|p, es continua, de norma
a lo sumo uno, y sobreyectiva por Hahn—-Banach. Definamos

o E* =K, () =v(glr).
Es lineal y |®(o)| < |[¥|[ll¢lz|l < [2|l|¢ll, asi que @ € E**. La reflexividad de F da =z € E

con Jpx = ®.
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4. Dualidad vy reflexividad

Sixz ¢ F, como F es cerrado, el corolario 3.36 proporciona ¢y € E* con ¢plp = 0y
©o(z) = 1. Pero entonces

1 = go(z) = Jex(po) = P(v0) = ¥(0) =0,

contradiccién. Por tanto, z € F'. Dado f* € F*, tomamos una extensién ¢ € E*; se obtiene

P(f7) = B(p) = p(x) = [*(x) = Jra(f").

Luego ¢ = Jpz, y F es reflexivo. |
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CAPITULO 5

Espacios de Hilbert

5.1 Espacios con producto interno

En R”, la geometria euclidea estd descrita por (v,y) = 37 xjy; ¥y lz)3 = (x,z).
Generalizaremos estas identidades a espacios reales y complejos, sin suponer que su dimensién
sea finita.

Definicién 5.1 (Producto interno). Sea E un espacio vectorial sobre K = R o C. Un
producto interno es una aplicacién (-,-) : E x E — K que cumple

a) (z1+ x2,y) = (21,9) + (¥2,Y);
b) (Az,y) = Az, y);

c) (z,y) = (y, z);

d) (z,z) >0siz#0.

En todo el texto el producto interno es lineal en la primera entrada y conjugado-lineal en la
segunda. En particular,

<$’>‘y1 + Ny2> = X<l‘,y1> +ﬁ<xay2>v <£L’,O> = <071'> =0.

Si (z,y1) = (z,y2) para todo z, entonces y; = yo: basta poner z = y; — y2. Sobre R, el
producto interno es bilineal y simétrico.

Definicién 5.2. La funcién ||z| = \/(z, z) se llama norma inducida por el producto interno.
Verificaremos enseguida que es una norma.

Ejemplo 5.3. En K", (z,y) = >j_; z;J; induce la norma euclidea. En /2, la expresién
(z,y) = 2272, ;7; estd bien definida por Hélder e induce la norma ||-[|,.

Ejemplo 5.4. En L?(u), el producto

(f9) = /Xfﬁdu

estd bien definido por Holder e induce la norma ||-||,. Trabajamos con clases de funciones
iguales casi en todas partes; en el espacio de funciones sin tomar ese cociente solo se obtiene
una seminorma.

Proposicién 5.5 (Desigualdad de Cauchy—Schwarz). En un espacio con producto interno,
[z, y)| < ||z||lly||- Hay igualdad si y solo si x ey son linealmente dependientes.

Demostracion. Si y = 0, ambas afirmaciones son inmediatas. Si y # 0, ponemos a =
(z,y)/|ly||*>. Al desarrollar el producto interno,

2 2 [z,
0 <z —ayl” = =" — =5~

.
Iyl
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Esto prueba la desigualdad. La igualdad equivale a x — ay = 0, es decir, a que x sea multiplo
de y. |

Corolario 5.6. La funcion x — +/{(x,x) es una norma.
Demostracion. La positividad y la homogeneidad se deducen de los axiomas. Ademas,
2 2 2 2
[z 4+ ylI* = [lz[I* + 2Re(z, y) + [lylI” < (=[] + [lv]])
por Cauchy—Schwarz; tomando raices obtenemos la desigualdad triangular. |

Proposicién 5.7 (Continuidad del producto interno). Para y fijo, x +— (z,y) y x — (y, )
son continuas. El producto interno también es conjuntamente continuo.

Demostracion. La continuidad en una entrada resulta de |(z — zg,y)| < ||z — zo|||ly]] v la
simetria conjugada. Si z,, = x e y,, — y, entonces (|lyn||) esta acotada y

(@ yn) — (2, 9)| < llzn — zll[[ynll + 2l lyn — yll — 0.
Como los espacios involucrados son métricos, esto prueba la continuidad. |

Definicion 5.8. Un espacio con producto interno completo para su norma inducida se llama
espacio de Hilbert. En particular, es un espacio de Banach.

Ejemplo 5.9. Los espacios K", ¢? y L?(u) son espacios de Hilbert, por la completitud de
sus normas respectivas.

Proposiciéon 5.10 (Paralelogramo y polarizacién). Para cualesquiera x,y se cumple la ley
del paralelogramo:
2 2 2 2
2 +ylI” + llz — yl” = 2[j«[I” + 2[ly[I"-

Sobre R, (z,y) = (| + ylI* — l|lz — y|*) /4. Sobre C,
1 . . . .
() = 7l +yl” = llo = yl* +illo +iy|* — illv — iy]).

Demostracion. Desarrollar |z £ y||> da ||z|* + ||ly||* £ 2Re(z,y). Sumando se obtiene el
paralelogramo y restando, la parte real de la polarizacién. Con nuestra convencion, ||z + zyH2 -
|z —iy||* = 4Im(z, ), lo que da la férmula compleja. [

5.2 Ortogonalidad y proyecciones

Definicién 5.11. Escribimos « L y cuando (x,y) = 0. Para A C E, su complemento
ortogonal es
At ={y e E: (z,y) = 0 para todo = € A}.

En R? se recupera la condicién r1Yy1 + x2y2 = 0.
Observacién 5.12 (Pitdgoras). Si 2 L y, entonces ||z + y||* = [|z|* + ||ly||*.

Teorema 5.13 (Mejor aproximacién). Sea M un subespacio completo de un espacio con
producto interno E. Para cada © € E existe un unico p € M tal que

—pll =d(x, M) := Inf ||z — y||.
|z —pll = d(z, M) ylélMllfU yll
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Demostracion. Sea d = d(x, M) y elijamos y, € M con d < ||z —y,| < d+ 1/n. Por el
paralelogramo y porque (y, + ym)/2 € M,

lyn = ymll* = 2llz = yall* + 212 = ymll* = 4llz = (yn + ym)/2]*
<2(d+1/n)? +2(d + 1/m)? — 4d°.

La ultima expresién tiende a cero. Asi, (y,) es de Cauchy y converge a p € M; por continuidad
de la norma, ||z — p|| = d. Si ¢ € M también alcanza la distancia, de nuevo el paralelogramo
da

lp = al® = 4d® = 4]z — (0 + @) /2] < 0,

y por tanto p = q. |

Proposicién 5.14. El conjunto A es un subespacio cerrado. Ademds, A C (A+)*, B+ = {0}
y {0} = E. La interseccion AN A+ es {0} si0 € A, y es vacia en caso contrario.

Demostracién. La conjugado-linealidad prueba que A+ es subespacio y la continuidad prueba
que es cerrado, como interseccién de los conjuntos {y : (z,y) = 0}, x € A. Las restantes
afirmaciones se deducen de la simetria conjugada y de que (z,z) = 0 implica x = 0. |

Teorema 5.15 (Descomposicion ortogonal). Si M es un subespacio completo de E, entonces
E=Mo&M"'. Siz=p+q, conp € M yq& M, el vector p es su mejor aprorimacion en
M. Los operadores Px = p y Qx = q satisfacen

P,QeL(E,E), P’=P, @Q*=Q, P+Q=1I, PQ=QP=0.

Sus imdgenes son M y M*. Ambas normas son a lo sumo 1; |P|| =1 si M # {0} y |Q| =1
si M # F.

Demostracion. Sea p la mejor aproximacién de vy g = x —p. Paray € M y A € K, la
minimalidad implica

0 < llg—MylI> = llall* = IAPllyll* — 2Re(My, q)).

Si y # 0, tomando A = (y,q)/||y||* resulta (y,q) = 0; para y = 0 es inmediato. Asi,
g € M. La representacion es tnica porque M N M+ = {0}. Reciprocamente, para z € M,
Pitagoras da ||z — z||* = ||g/|* + |[p — z||%, lo que identifica la mejor aproximacién. La unicidad
de la descomposiciéon prueba la linealidad de P,Q y las identidades algebraicas. Ademas,
|z]|? = ||Pz|? + ||Qz||%, de modo que ambos son contractivos. Una proyeccién no nula fija
algin vector unitario de su imagen, y por ello su norma es 1. |

La Figura 5.1 ilustra la descomposiciéon x = Pyz + (x — Pyz). La ortogonalidad del
segundo sumando convierte la minimizacién de la distancia a M en una aplicacién de
Pitagoras.
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X X — P‘wx 1 M
S d(z, M) = ||z — Pux||

[l —yll
.
.

P MT ~
> > M
0 Py yeM

Figura 5.1. Descomposicion x = Pyx+ (x — Ppx), representada para una recta M. La perpendicular
da la distancia minima: ||z — y||* = ||z — Pya||> + || Py — y||* para todo y € M.

5.3 Sistemas ortonormales y series

Definicién 5.16. Un conjunto S = {e; : i € I} es ortonormal si (e;, ej) = d;;: el valor es 1
cuando i = j y 0 cuando i # j. Se llama completo si S+ = {0}.

Ejemplo 5.17. Una base ortonormal de K" es completa. En ¢2, los vectores canénicos €j
forman un sistema ortonormal completo: si x L e; para todo j, todas las coordenadas de x
son cero.

Proposiciéon 5.18 (Proyeccion finita y Bessel finito). Si eq,...,e, son ortonormales y
M = span{ey,...,e,}, entonces
n n
2 2
Pyr =) (r.ej)e;, |z —Pyz| =d(z, M), Y [z,e)|" <z
j=1 J=1

Demostracion. M es completo por ser de dimension finita. Escribiendo = p + ¢ con p =
>ojaje; € My g L M, obtenemos a; = (p, e;) = (z,¢;). Finalmente, Zj|aj|2 = |Ip||* < ||z
por Pitagoras. |

Lema 5.19. Para un sistema ortonormal (e;)icr y x € E, el conjunto I, = {i : (x,e;) # 0}
es a lo sumo numerable.

Demostracion. Pongamos I, = {i : [(z,e;)| > 1/k}. Si iy, ..., 4, son distintos y pertenecen a
2

I, Bessel finito da n/k? < 2?21‘<$,€z‘j>‘ < ||lz||%. Por tanto Iy es finito, e I, = Uit Ik es

numerable. [

Teorema 5.20 (Desigualdad de Bessel). Para todo sistema ortonormal (e;)icr y todo x € E,

2 2
Y [z, e <[]l
iel
La suma de términos no negativos se define como el supremo de las sumas sobre subconjuntos

finitos de I; solo hay a lo sumo numerablemente muchos términos no nulos.

Demostracion. Tomamos el supremo de las desigualdades de la Proposicién 5.18. Equivalen-
temente, enumeramos I, y hacemos tender a infinito el nimero de términos de sus sumas
parciales. |
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5.3.1 Reordenamiento de series

Definicién 5.21. En un espacio normado, ), x,, converge si convergen sus sumas parciales.
Es incondicionalmente convergente si 3, x,(,) converge para toda biyecciéon o : N — N.

Proposicién 5.22. Todas las reordenaciones de una serie incondicionalmente convergente
convergen al mismo vector.

Demostracion. Para f € E*, todas las reordenaciones de ), f(x,) convergen. El teorema
escalar de reordenamiento implica que esta serie es absolutamente convergente y todas sus
sumas coinciden. En el caso complejo se aplica ese teorema a las partes real e imaginaria.
Si s1, s2 son sumas vectoriales de dos reordenaciones, la continuidad da f(s; — s2) = 0 para
todo f € E*. Como el dual separa puntos por Hahn—Banach, s; = ss. |

Lema 5.23. Si(e;)icr es ortonormal en un Hilbert H, para cada x € H la serie Y ;1 (x, e;)e;
converge incondicionalmente.

Demostracion. Si I, es finito no hay nada que demostrar. En el caso numerable, enumeramos
sus indices y elegimos cualquier reordenaciéon ¢. Para sus sumas parciales s,, si n > m,
Pitagoras da

$n — sml|* = z”: ‘<x,eg(;€)>‘2 — 0.

k=m-+1

Bessel asegura la convergencia de la serie escalar y la completitud de H da la convergencia
de (s,). La Proposicién 5.22 identifica todas las sumas. |

Teorema 5.24 (Completitud y Parseval). Para un sistema ortonormal S = (e;)ic; en un
Hilbert H, son equivalentes:

a) x =3 ez, e;)e; para todo x € H;

b) S+ ={0};

c) spanS = H;

d) Hﬂl‘H2 = Zie[|<$,ei>\2 para todo x € H;

e) {x,y) = icr(x, )y, e;) para todos x,y € H.

Las series vectoriales se interpretan como en el Lema 5.23; la serie escalar de e) es absoluta-
mente convergente por Bessel y Cauchy—Schwarz.

Demostracion. Sia)valey xz € S L todos sus coeficientes son cero, luego z = 0. Si b) vale, el
lema anterior define p = >, (x, ¢;)e;. La continuidad del producto interno da (x — p, e;) =0
para todo ¢, incluso cuando su coeficiente es cero; por b), x = p. Asi a) y b) equivalen. La
implicacién a)=-c) es inmediata. Si ¢) vale y x L S, la continuidad implica x L H, luego
x = 0. También puede obtenerse b)=-c) aplicando la descomposicién ortogonal a M = span S,
pues M+ =S+,

Bajo a), Pitdgoras para las sumas parciales y continuidad de la norma dan d). Reci-
procamente, d) implica b) al aplicarse a z € S*. Se conserva también la prueba de c)=d)
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por aproximacion: dado € > 0, elegimos z en el span de un subconjunto finito ' C I con
||x — z|| < e. La mejor aproximacién satisface

0 < fll® = Y Iz el = ||z — Prel|® < Jlo —2||* < £
1€l

Bessel y el supremo sobre conjuntos finitos dan d). Finalmente a) y continuidad implican
(x,y) = > ;(x, e;){ei,y), que es e). Alternativamente, d)=-¢) se obtiene aplicando la féormula
de polarizacion a la isometria de coeficientes. Tomando y = x en e) recuperamos d), y quedan
probadas todas las equivalencias. |

5.4 Ortogonalizacién y clasificacion separable

Proposiciéon 5.25 (Proceso de Gram—Schmidt). Si (z,) es una sucesion linealmente in-
dependiente en un espacio con producto interno, eziste una sucesion ortonormal (e,) tal
que

span{z1,...,x,} =span{ey,...,e,} (n>1).

Demostracion. Tomamos e; = x1/||z1|| y, recursivamente,

n

Unt1 = Tnt1 — O _(Tnr1€)€5,  ent1 = vni1/|[vng]-
j=1

La proyeccién finita muestra que v,41 es ortogonal a los e; anteriores. La independencia
lineal asegura vy,41 # 0. Las férmulas y la induccién dan la igualdad de los spans. |

Corolario 5.26. En la situacion anterior, span{x, : n € N} = span{e,, : n € N}.

Demostracion. Cada combinacion lineal usa un ntmero finito de indices y esta contenida
en el span de un segmento inicial. Aplicamos Gram—Schmidt a ese segmento en ambas
direcciones. |

Teorema 5.27. Un Hilbert H de dimension infinita es separable si y solo si tiene un sistema
ortonormal completo numerable.

Demostracion. Si (e,) es completo, las combinaciones finitas con coeficientes en Q (en el caso
real) o0 Q 4+ iQ (en el complejo) forman un conjunto numerable denso, por el Teorema 5.24.
Reciprocamente, sea (x,) un conjunto denso. Recorremos esta sucesién y descartamos cada
vector perteneciente al span de los ya seleccionados. Obtenemos una familia independiente
con el mismo span que los z,. Es infinita: si fuera finita, su span seria cerrado y denso, y H
tendria dimension finita. Gram—Schmidt produce un sistema ortonormal numerable con span
denso, que es completo por el Teorema 5.24. |

Teorema 5.28 (Riesz Fischer). Todo Hilbert separable de dimension infinita es lineal e
isométricamente isomorfo a €. Un Hilbert de dimension finita n es isométricamente isomorfo
a K" con la norma euclidea.

45



5. Espacios de Hilbert

Demostracion. En el caso infinito, elijamos un sistema ortonormal completo (e;). La aplicacién

Tz = ((z,ej))j>1 toma valores en £* por Bessel, es lineal por nuestra convencién y es
. . — (. 2 — S ges sati
una isometria por Parseval. Para a = (a;) € (7, las sumas s, = > 7, aje; satisfacen
2 2 . . -
[$n = smll” = 2= m+1la;|” — 0. Por completitud convergen en H a cierto x, y continuidad

del producto interno da (z,e;) = a;. Asi, T es sobreyectiva. La misma construcciéon con una
base finita prueba el segundo caso. |

Corolario 5.29. Todo Hilbert separable es reflexivo.

Demostracién. En dimensién infinita usamos la reflexividad de ¢? y el isomorfismo anterior;
en dimension finita, todo espacio normado es reflexivo. Mas adelante probaremos el resultado
sin hipotesis de separabilidad. |

Teorema 5.30 (Extension de sistemas ortonormales). En un espacio con producto interno
E, todo conjunto ortonormal Sy estd contenido en un conjunto ortonormal S con S+ = {0}.
Si E es Hilbert, ademds span S = E.

Demostracion. Ordenamos por inclusiéon la familia de conjuntos ortonormales que contienen
So. Es no vacia. La unién de una cadena es ortonormal: dos de sus vectores pertenecen a un
mismo miembro de la cadena. Esa unién es una cota superior, por lo que el lema de Zorn da
un conjunto maximal S. Si 0 # z € S+, el conjunto S U {z/||z||} contradice la maximalidad.
La dltima afirmacién usa el Teorema 5.24. |

5.5 Funcionales lineales y representaciéon de Riesz—Fréchet

Ejemplo 5.31. Para y € H, el funcional f,(z) = (z,y) pertenece a H* y | fy|l = ||yl
Cauchy—Schwarz da una desigualdad; si y # 0, evaluar en y/||y|| da la otra. Para y = 0 es
inmediato.

Teorema 5.32 (Riesz—Fréchet). Si H es Hilbert y f € H*, existe un unico y € H tal que
f(x) = (z,y) para todo x € H. Ademds, ||f|| = [|y|-

Demostracion. Si f = 0, tomamos y = 0. Si f # 0, M = ker f es un subespacio cerrado
y completo. Elegimos z ¢ M y escribimos z = p+v con p € M, 0 # v € M+. Como

T — ;Egv € M, su producto interno con v es cero, y

fx) /() (x,v) = <x, ﬁﬁgv>

= 2
[[v]]

Esto construye el representante . Si 41, y2 representan al mismo funcional, poner z = y; — yo
da [jy1 — y2||* = 0. La igualdad de normas es el Ejemplo 5.31. [

Corolario 5.33. La correspondencia R : H — H*, Ry = f,, es una biyeccién isométrica. Es
lineal sobre R y conjugado-lineal sobre C: R(\y) = ARy.

Observacion 5.34. En el caso complejo no debe llamarse isomorfismo lineal a esta corres-
pondencia candnica. Se convierte en una isometria lineal al tomar como dominio el espacio
conjugado de H.

Proposicién 5.35. El dual H* es Hilbert con el producto interno (fy,, fy,) g+ = (Y2, Y1) -
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Demostracion. La unicidad de Riesz hace que la definicién no dependa de elecciones. Como
My = nyl’ el orden invertido de los representantes garantiza linealidad en la primera entrada.

Los demds axiomas son inmediatos y {fy, fy) g+ = lyll? = | fy||2. La completitud se deduce
de que todo dual normado es Banach. |

Corolario 5.36. Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Demostracion. Sea ® € H**. Aplicamos Riesz en H*: existe f, € H* tal que ®(g) = (g, fy) 4
para todo g € H*. Escribiendo g = f,, obtenemos

O(g) = (fos fy) e = W 20 = 9(y) = Ju(y)(9)-

Asi, el encaje canénico Jyg : H — H™ es sobreyectivo. |
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CAPITULO 6

Topologias débil y débil estrella

6.1 Topologia generada por una familia de funciones

En dimensién infinita, la bola unitaria cerrada de un espacio normado no es compacta
para la norma. Una topologia con menos abiertos facilita la compacidad, pero puede perder
funciones continuas. Las topologias débiles conservan la continuidad de una familia prescrita
de funcionales. La bola del dual serd compacta para la topologia débil estrella; la bola del
espacio original serda débilmente compacta cuando el espacio sea reflexivo.

Definicién 6.1 (Topologia inicial). Sean X un conjunto, (Y;);er espacios topoldgicos y f; :
X — Y aplicaciones. La topologia inicial generada por (f;) tiene como base las intersecciones
finitas

n
ﬂ fl-;l(Uj), U; CY;; abierto.
j=1

Se incluye la interseccion vacia, que es X.
Proposicion 6.2. La familia anterior es base de una topologia T, y se cumple:
a) Cada f; - (X, T) = Y; es continua.

b) T es la menor topologia con esa propiedad y es la interseccion de todas las topologias con
esa propiedad.

¢) Una base de vecindades de x se obtiene tomando intersecciones finitas de f;l(V]), donde
V; es vecindad de f; ().

d) Una red (o) converge a x en T siy solo si fi(za) — fi(z) para todo i.
e) Si Z es topoldgico, g : Z — (X, T) es continua si y solo si cada f;o g es continua.

f) Si todos los Y; son Hausdorff, T es Hausdorff si y solo si la familia (f;) separa puntos de
X.

Demostracion. La familia cubre X y es estable bajo intersecciones finitas, por lo que forma
una base. Toda topologia que haga continuas las f; contiene sus preimagenes de abiertos,
sus intersecciones finitas y sus uniones; esto prueba a), b) y ¢). Para d), la necesidad usa
continuidad. Para la suficiencia, una vecindad basica impone solo finitas condiciones y una red
que satisface cada una eventualmente las satisface simultdneamente. Para e), la preimagen por
g de cada abierto subbésico es la preimagen de un abierto por f;og. Si la familia separa x # v,
una coordenada los distingue y la propiedad Hausdorff de ese Y; proporciona vecindades
disjuntas por preimagen. Si no los separa, = e y pertenecen exactamente a los mismos abiertos
bésicos y no pueden tener vecindades disjuntas. |

Nota. Una red es una familia indexada por un conjunto dirigido: dos indices siempre tienen
una cota superior comun. Las sucesiones son redes con indices en N. En espacios topologicos
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generales, las redes caracterizan cerradura y continuidad; las sucesiones pueden no bastar.
Por eso los resultados topoldgicos de este capitulo se formulan con redes cuando es necesario,
y los resultados de acotacién siguientes se formulan para sucesiones.

6.2 Topologia débil de un espacio normado

Definicién 6.3. La topologia débil de E es o(E, E*), generada por todos los funcionales
lineales continuos f € E*. Escribimos x, — x para la convergencia en esa topologia.
Proposicién 6.4. Para un espacio normado E se cumple:

a) Cada f € E* es débilmente continuo.
b) Las vecindades bdsicas de xq tienen la forma
V(zo; fi,..., fuse) ={x € E: |fj(x —x0)| <e, 1 <j<n}, e>0.
Es finita la familia de restricciones, no necesariamente el conjunto V.
¢) Ty — x siy solo si f(xq) — f(x) para todo f € E*; en particular vale para sucesiones.
d) o(E,E*) es Hausdorff.
e) Una aplicacion g : Z — (E,0(FE, E*)) es continua si y solo si f o g es continua para todo

fekrr.

Demostracion. Todos los puntos, salvo la forma concreta de b) y la separacién de d), son
la Proposicién 6.2. Para b), en cada una de finitas vecindades escalares tomamos un disco
centrado en f;(xg) y elegimos como radio comin el minimo de sus radios. Para d), si « # v,
Hahn-Banach proporciona f € E* con f(x —y) = || — y|| # 0; asi el dual separa puntos. W

Las restricciones de una vecindad débil basica solo controlan un ntmero finito de evalua-
ciones. La Figura 6.1 muestra las direcciones que esos funcionales no detectan: si v € (; ker f;,
entonces x + tv permanece en la misma vecindad para todo t € K y todo z de ella.

direccién libre

V={z:|fi(zx—=z0)| <e, 1=1,2}

En este esquema de R3:

fi(z) =z1, fa(x) = 20.

ker f1 Nker fo = span{es}
xo + tes € V para todo t € R.

Figura 6.1. Una vecindad definida por dos restricciones, dibujada como un cilindro sin extremos. Las
paredes son frontera excluida (< €); las secciones discontinuas solo delimitan el esquema. La analogia
estd en R?; en dimensién infinita, cualquier familia finita de funcionales tiene nicleo comtn no trivial.

Corolario 6.5. La convergencia en norma implica convergencia débil.
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Demostracion. Si x, — = en norma, la continuidad de cada f € E* da f(z,) — f(x);
aplicamos la caracterizacion anterior. |

Ejemplo 6.6. Los vectores candnicos e, de ¢y convergen débilmente a cero. En efecto,
(co)* = ¢! bajo el emparejamiento f,(z) = >, a;jrj, de modo que fy(en) = a, — 0 porque
>_;laj] < oo. Sin embargo, [len|l,, =1y [len — em|,, = 1 para n # m, asi que no convergen
en norma.

Proposicién 6.7 (Acotacion y semicontinuidad). Sea E normado. Si x, — x, entonces

supllan | < oo, o] < limntla |

Si ademds fn, — [ en la norma de E*, entonces fn(x,) — f(z).

Demostracion. Cada sucesion (f(zy))n es acotada. Aplicamos Banach—Steinhaus a los opera-
dores Jg(zy) : E* — K. El dominio E* es Banach aunque F no lo sea, y ||[Jg(zy)| = ||znl;
esto prueba la acotacién. Para || f|| < 1, tenemos |f(x)| = lim,|f(z,)| < liminf,||z,|. El
supremo sobre la bola del dual es ||z||. Finalmente, si C' = sup,, ||z,

[fu(zn) = f(2)] < Cllfa = fIl + [f(2n) = f(z)] — 0.
|

Proposiciéon 6.8 (Comparacién con la norma). La topologia débil estd contenida en la
topologia de la norma. Coinciden si y solo si E tiene dimension finita. Si E tiene dimension
infinita, la cerradura débil de su esfera unitaria es su bola unitaria cerrada.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue de la minimalidad de la topologia débil. El caso
E = {0} es inmediato. En dimensién finita positiva, tomemos una base e, ..., e, de vectores
unitarios y sus funcionales coordenados f;, que son continuos. Si |f;(x — z¢)| < r/(2n) para
todo j, entonces ||z — zol| < 32, fj(x — x0)| < 7. Asi, toda bola abierta contiene una vecindad
débil de cada uno de sus puntos, y las topologias coinciden.

En dimensién infinita, sean Sg = {x : ||z|| = 1} y ||zo]] < 1. Para una vecindad
basica determinada por fi,..., fn, existe 0 # y € [; ker f;: de lo contrario, la aplicacién
x = (fi(z),..., fo(z)) inyectaria E en K". Toda la recta xg + ty, t € R, satisface las
restricciones de la vecindad. La funcién ¢ — ||z + ty|| es continua, empieza por debajo de 1
y tiende a infinito cuando ¢ — +o0; por ello la recta corta Sg. Se deduce que Bp € Sg . La
inclusién inversa vale porque

Bp= () {z:|f(x)] <1}
IflI<1

es débilmente cerrado. En particular, Sg es cerrado para la norma y no para la topologia
débil, lo que prueba la diferencia de topologias. |

Observacion 6.9. El dual continuo de (E,o(E, E*)) es exactamente E*. Todo funcional
débilmente continuo es continuo para la norma, porque la topologia débil es menor; la inclusién
contraria es su definicion.
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6. Topologias débil y débil estrella

6.2.1 Operadores y conjuntos convexos

Un operador acotado T : £ — F' es continuo desde la norma de F hacia la topologia débil
de F. En cambio, la identidad desde ¢y débil hacia ¢y con su norma no es continua, por el
Ejemplo 6.6.

Lema 6.10. Si X,Y son topologicos, Y es Hausdorffy g: X — Y es continua, su grdifico es
cerrado en X X Y.

Demostracion. Si una red (zq,9(zs)) del grafico converge a (x,y), las proyecciones dan
To = ¢y g(x4) — y. Por continuidad también g(x,) — g(x), y Hausdorff implica y = g(x).
Alternativamente, si y # g(x), elegimos vecindades abiertas disjuntas U de y y V de g(x).
Entonces ¢g~!(V) x U es una vecindad de (x,y) disjunta del grafico. |

Proposicién 6.11. Sean E, F Banach y T : E — F lineal. Entonces T es acotado si y solo
si es continuo de (E,o0(E,E*)) en (F,o(F, F*)).

Demostracion. Si T es acotado, foT € E* para cada f € F*, y la Proposicion 6.4 da la
continuidad débil. Reciprocamente, un operador débilmente continuo tiene grafico cerrado
para el producto de las topologias débiles, por el lema anterior. También es cerrado para las
topologias de las normas, que son mas fuertes. El teorema del grafico cerrado para Banach
da la continuidad en norma. |

Teorema 6.12 (Mazur: cerraduras convexas). Si C C E es convero, su cerradura en norma
coincide con su cerradura débil. En particular, un conjunto convexo es cerrado en norma si y
solo si es débilmente cerrado.

Demostracion. Siempre 6“'” c C". Sizg ¢ 6“'”, la separaciéon de Hahn—Banach entre un
punto y un convexo cerrado proporciona f € E* y a € R con

Re f(zo) > a > sup Re f(z).
zeC

El semiespacio {z : Re f(x) > a} es débilmente abierto, contiene xg y no corta C. Asi
xo ¢ C". En espacios complejos se usa la parte real del funcional; no se ordenan nimeros
complejos. |

Teorema 6.13 (Schur). En ¢!, una sucesién converge débilmente si y solo si converge en
norma.

Demostracion. Solo falta probar que z,, — 0 implica ||z, ||; — 0. Si no fuera asi, extrayendo
una subsucesion podemos suponer ||z, ||; > € > 0. La convergencia débil implica convergencia

a cero en cada coordenada. Construimos indices n; < ng < - y0=mpg < my < --- de
modo que
Z |Zny 5] < /8, Z || < /8.
J<mg_1 J>my

El primer requisito se obtiene eligiendo nj suficientemente grande; el segundo, eligiendo
después my, suficientemente grande. En el bloque my_; < j < my, definimos b; = Ty, /|2n, ;|
cuando la coordenada no es cero, y b; = 0 si lo es. Entonces b € £ y ||b|, < 1. El bloque
aporta al menos 3¢/4 a la parte real de > 5 bjTny,5, y el resto tiene médulo menor que € /4. Por
tanto Re>_; bjwy, j > € /2, contradiciendo la convergencia débil para el funcional asociado a

b. |
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6. Topologias débil y débil estrella

Observacién 6.14. Schur no dice que las topologfas débil y de la norma de ¢! coincidan:
por la Proposicién 6.8 son distintas. Dice que tienen las mismas sucesiones convergentes, lo
que ilustra por qué las redes son necesarias para algunos argumentos topoldgicos.

6.3 Topologia débil estrella

Definicién 6.15. El encaje canénico Jg : E — E* estd dado por Jg(z)(f) = f(x).
La topologia débil estrella de E*, denotada o(E*, E), es la topologia generada por esas
evaluaciones, una por cada x € E. Escribimos f, R f para su convergencia.

Proposicion 6.16. Para todo espacio normado E:
a) Cada evaluacion Jg(x): (E*,0(E*, E)) — K es continua.

b) Las vecindades basicas de fy son
W(fos 1, ..., ane) ={f € E" : [f(x;) — folx;)| <&, 1 <j <nj.

¢) fo = f siysolo si fo(x) = f(x) para cada z € E.
d) La topologia débil estrella es Hausdorff.

e) g:Z — (E*,0(E*, E)) es continua si y solo si z — g(z)(x) es continua para cada x € E.

Demostracion. Aplicamos la Proposicién 6.2 a las evaluaciones. Estas separan puntos: si
f # g, existe x con f(z) # g(x). La descripcién de vecindades se obtiene eligiendo un radio
comin para finitos discos escalares, como en la Proposiciéon 6.4. |

Proposicion 6.17. La convergencia débil en E* implica convergencia débil estrella. Si E es
Banach y f, — f, entonces

supl| ful| < oo, [If]| < lim inf] fu].
n

Si ademds x, — x en norma, se tiene fn(x,) — f(z).

Demostracion. Cada Jg(x) pertenece a E**, asi que la convergencia débil implica convergencia
en todas las evaluaciones. En el caso débil estrella, (f,(x)), es acotada para cada x, y Banach—
Steinhaus sobre E da C' = sup,,|| fn|| < co. Para ||z|| < 1, |f(z)| < liminf,| f,||; tomamos el
supremo. Por ultimo,

[fn(wn) = f(@)] < Cllan — zl| + | fu(z) - f(2)] — 0.

La desigualdad de semicontinuidad por si sola no necesita completitud; la usamos para la
acotacion uniforme. [ |

Proposicién 6.18. Todo funcional lineal débil estrella continuo F : E* — K tiene la forma
F = Jg(x) para un dnico x € E. Por tanto, (E*,0(E*, E))* = Jg(E).

Demostracion. Las evaluaciones son continuas. Reciprocamente, por continuidad de F' en

cero existen x1,..., 2, y € > 0 tales que |F'(f)| < 1si|f(z;)| < € para todos los j. Si todos los
f(x;) son cero, cualquier miltiplo de f pertenece a esa vecindad, por lo que F'(f) = 0. Asi, F
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6. Topologias débil y débil estrella

se factoriza por la aplicaciéon T : E* — K" T'f = (f(x1),..., f(x,)). Un funcional lineal en el
subespacio T'(E*) se extiende algebraicamente a K" y es de la forma z — >_ja;jzj. Entonces
F(f)=>2;a;f(zj) = f(3; ajx;), como querfamos. La unicidad resulta de la inyectividad de
JE. [

Corolario 6.19. (E** o(E**, E*))* = Jg-(E*).
Demostracion. Aplicamos la proposicién al espacio E*. |

Proposicién 6.20. En E* se cumple o(E*, E) C o(E*, E**) C T} |- Las topologias débil y
débil estrella coinciden si y solo si E es reflexivo.

Demostracion. La inclusién Jg(F) C E** y la minimalidad de la topologia inicial dan la
primera inclusion; la segunda ya fue probada. Si Jp(FE) = E**, las familias generadoras coinci-
den. Si las topologias coinciden, cada F' € E** es débil estrella continuo, y la Proposicién 6.18
obliga a que F' € Jg(FE). [

Teorema 6.21 (Banach—Alaoglu-Bourbaki). Para todo espacio normado E, la bola unitaria
cerrada Bg+ es compacta para o(E*, E).

Demostracion. Para cada = € E, el disco D, = {z € K : |z| < ||z||} es compacto. Por
Tychonoff, P = [],cg D. es compacto. Identificamos f € Bg+ con (f(x))zcp € P. Su imagen
consiste exactamente en los puntos a = (a,) que cumplen

Qgpy = Qg + Gy, are = Aa; (z,y € E, X € K).

Estas ecuaciones definen un subconjunto cerrado de P. Todo punto de ese subconjunto define
un funcional lineal con |a,| < ||z||, luego pertenece a la bola del dual. La topologia producto
restringida a la imagen es precisamente la convergencia puntual, es decir, la topologia débil
estrella. Por tanto la identificacion es un homeomorfismo con un cerrado de un compacto. H

6.4 Compacidad débil y reflexividad

Lema 6.22. Para todo espacio normado E, Jg es un homeomorfismo desde (E,o(E, E*))
sobre su imagen en (E**, o(E**, E*)).

Demostracion. Jg es inyectivo y, para cualquier red,

Ta =z & f(za) = f(2) (f € B*) < Jp(za) = JE(2).
Esto prueba la continuidad de la aplicacién y de su inversa en la imagen. |
Teorema 6.23. Si E es reflexivo, B es débilmente compacta.

Demostracion. Jg es una isometria sobreyectiva y el homeomorfismo anterior lleva By sobre
Bpg««. Esta tltima bola es débil estrella compacta por Banach—Alaoglu aplicado a E*. |

Para demostrar el reciproco, necesitaremos aproximar elementos de la bola del bidual
mediante vectores del espacio original.
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6. Topologias débil y débil estrella

Lema 6.24 (Helly). Sean E normado sobre K, fi,...,fn € E* y a1,...,a, € K. Son
equivalentes:

a) Para todo € > 0 eziste v € Bg con |fj(z) —aj] <e paral < j<n.

b) Para todos by,...,bp €K, |37, bjaj’ < HZ] bjfjH.

Demostracion. Si a) vale, para el z correspondiente,

ijaj SEZ!%‘H ijfj(w) §€Z\bj!+ ijfj :
J J J J J

Hacemos ¢ | 0. Para el reciproco, definimos Tz = (fi(x),..., fo(z)) y a = (a1,...,ay). Si
a ¢ T(Bg), la separacién finito-dimensional da b; € Ky r € R con

r€BR

sup Reijfj(x) <r< Reijaj.
J J

En el caso complejo usamos que todo funcional real lineal en C™ es la parte real de un
funcional complejo lineal. Como Bp es equilibrada (invariante bajo escalares de médulo uno),

‘Ej bjfjH < ‘Zj bjaj(,

contradiciendo b). Por tanto a € T'(Bg), que es exactamente a). [

el supremo de la parte real de un funcional en ella es su norma. Asi,

Teorema 6.25 (Goldstine). Para todo espacio normado E, Jg(Bg) es denso en Bg« para
la topologia o(E**, E*).

Demostracion. La isometria implica Jgp(Bg) C Bp+, y esta ultima bola es débil estrella
cerrada por Alaoglu y Hausdorff. Sean ® € Bg««, f1,..., fn € E* y € > 0. Para todos los
escalares b,

D_0;0(f)| = @b fi)| < | Do0ifs|

Helly, con a; = ®(f;), proporciona « € Bg con |Jg(x)(f;) — ®(f;)| < € para todos los j. Asi,
Ji(Bg) corta cada vecindad bésica de ®. La versién compleja estd incluida en el lema, no se
reduce sin justificacién al caso real. |

Teorema 6.26 (Kakutani). Un espacio de Banach E es reflexivo si y solo si By es débilmente
compacta.

Demostracion. Una direccion es el Teorema 6.23. Si By es débilmente compacta, Jg(Bg) es
débil estrella compacta, y por tanto cerrada, por el Lema 6.22 y Hausdorff. Goldstine implica
entonces Jg(Bg) = Bp=~. La linealidad permite reescalar cualquier elemento del bidual y
concluye que Jg es sobreyectivo. |

Lema 6.27. Si F' es un subespacio de un espacio normado E, la topologia o(F, F*) coincide
con la inducida por o(E, E*).

Demostracion. Las restricciones a F' de los elementos de E* pertenecen a F*. Reciprocamente,
Hahn-Banach extiende cada elemento de F™* a E*. Asi, ambas topologias estan generadas por
la misma familia de funciones. No se necesita que F' sea cerrado para esta afirmacion. |
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Observaciéon 6.28 (Prueba topoldgica de la reflexividad de subespacios cerrados). El
resultado 4.21 admite ahora la siguiente prueba alternativa, que conserva el argumento
topoldgico de estos apuntes.

Demostracion. F es Banach y es débilmente cerrado por Mazur. Por tanto Bp = F N Bg es
un cerrado de un débilmente compacto. La topologia inducida es la débil de F', y Kakutani
concluye. |

Teorema 6.29 (Subsucesiones débilmente convergentes). En un espacio reflexivo E, toda
sucesion acotada tiene una subsucesion que converge débilmente a un elemento de E.

Demostracion. Sea (z,,) una sucesién con ||z,|| < C. El subespacio M = span{z, : n € N}
es separable y, por ser cerrado en E, es reflexivo. La Proposicion 4.10 implica que M*
es separable. Elegimos una sucesion (f;) densa en M*. Cada sucesién escalar (fj(xn))n
estd acotada. Mediante extracciones sucesivas y un argumento diagonal, obtenemos una
subsucesién (x,, ) para la que f;(zy,) converge para todo j.

Para cualquier f € M*, la estimacién

|f(xnk) - f(xnl)| < 20||f - fj“ + ’fg(l'nk) - f]($nz)’

muestra que (f(zy, ) es de Cauchy: primero aproximamos f por f; y después hacemos grandes
k,l. Por tanto, ®(f) = limy, f(z,, ) define un funcional lineal en M* con |®(f)| < C||f|, es
decir, ® € M**. La reflexividad de M proporciona x € M con ® = Jy(x). Asi z,, — x en
M y también en F, pues cada funcional de E* se restringe a un elemento de M™. |

Observacién 6.30. El argumento anterior justifica el paso a subsucesiones sin suponer que
la topologia débil de todo E sea metrizable. Se usara al estudiar operadores compactos en el
capitulo 7.

6.5 Espacios uniformemente convexos

Como se aprecia en la Figura 1.1, la esfera euclidea no contiene segmentos no triviales;
las esferas de las normas |-||; v |||, en R?, si. La convexidad estricta exige ||(z + y)/2| < 1
para puntos distintos x,y de la esfera unitaria. La convexidad uniforme cuantifica cuanto se
aleja el punto medio de la esfera si los extremos estan separados.

Definicion 6.31. La norma de E es uniformemente convexa si para cada 0 < & < 2 existe
0 > 0 tal que, para z,y € Bg,

le—ylze = l=+y)/2[<1-4

La restriccién € < 2 es natural porque el didmetro de Bg es a lo sumo 2.

Ejemplo 6.32. Toda norma de Hilbert es uniformemente convexa. Por el paralelogramo,

2 2 2

2 4
Sirve §(e) =1 — /1 — e2/4.
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Ejemplo 6.33. En R? con la norma del supremo, los puntos (1,1) y (1, —1) tienen distancia
2 y su punto medio tiene norma 1. Con la norma ||-||;, ocurre lo mismo con (1,0) y (0, 1).
Estas normas no son uniformemente convexas. Completando con ceros obtenemos los mismos
contraejemplos en ¢y, £ y ¢! con sus normas usuales.

Lema 6.34. Sea E uniformemente convezo y (a)acr una red en Bg. St ||(va +23)/2] = 1
cuando (o, B) avanza en el conjunto dirigido producto I x I, entonces (xo) es de Cauchy.

Demostracion. Para 0 < ¢ < 2, tomemos el § de convexidad uniforme. Eventualmente
|(xa +25)/2|| > 1 — § para ambos indices suficientemente grandes. La contraposicién de
la definicién da ||z, — zg|| < €. Podemos elegir una cota superior comin de los dos indices
iniciales, como requiere la condicién de Cauchy. |

Teorema 6.35 (Milman—Pettis). Todo espacio de Banach uniformemente convexo es reflexi-
0.

Demostracion. Sea ® € E** con ||®| = 1. Por Goldstine existe una red (z,) en Bg tal
que Jp(zo) = ®. Fijado n > 0, elegimos f € E* con ||f| <1y Re®(f) > 1—1n; en el
caso complejo ajustamos la fase de f. Eventualmente Re f(z,) > 1 — 2n. Por ello, para «,
suficientemente grandes,

1> [[(@a +25)/2] > Re f((xa +25)/2) > 1 2.

Como 7 es arbitrario, los puntos medios tienen normas que tienden a 1. El Lema 6.34 muestra
que la red es de Cauchy. La completitud métrica implica que toda red de Cauchy converge
en norma: se eligen sucesivamente colas de didmetro menor que 27", se toma una sucesién
de puntos en esas colas y su limite es también el de la red. Sea x € Bg ese limite. Entonces
JE(zq) = Je(z) en norma, y también débil estrella. La unicidad del limite da ® = Jg(x).
Reescalando se obtiene la sobreyectividad de Jg. |

Proposicién 6.36 (Convergencia débil y convergencia de normas). Si E es Banach unifor-
memente convexo, T, — x y ||z, || — ||z||, entonces x, — x en norma.

Demostracién. Six = 0, la afirmacién es inmediata. En otro caso podemos suponer ||z,| > 0
y definir y,, = x,,/||zy||, y = z/||z||. Entonces y, — vy v ||yn|| = |ly|| = 1. Por Hahn—Banach
hay f € E* con || f|| = f(y) = 1. Como f(y,) — 1,

|F((yn +ym)/2)] < [[(yn +ym)/2[| < 1

implica que las normas de los puntos medios tienden a 1. El lema anterior da que (yy,) es de
Cauchy, y por completitud converge en norma. Su limite débil es y, luego también su limite
en norma. Finalmente,

[2n — 2|l < llznlllyn = yll + [lznll = ll=([lyll — 0.
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6.5.1 Desigualdades de Clarkson
Lema 6.37. Si2<p< oo ya,beK, entonces
ja+b” + |a — b < 2°7(|a] + [b]").
Demostracién. La comparacion de normas en K2, el paralelogramo escalar y Holder dan
(la =+ b7 +la =) < (Ja-+ b +[a — )2

= 2'2(Ja? + |pf)"/?

< 2" VP([aff 4 [b]P)V/P.
Elevamos a la potencia p. Para p = 2 hay igualdad. |

Proposiciéon 6.38 (Primera desigualdad de Clarkson). Si 2 < p < oo y f,g € LP(u),
entonces

Lf =+ glll + [1F = glly < 227 LAAE + llall)-
Demostracion. Aplicamos el lema a a = f(t), b = g(t) e integramos respecto de p. |
Lema 6.39. Sil<p<2,qg=p/(p—1) ya,beK, entonces
la + b7+ |a — b|? < 2(|a|” + [p|P)? L.

Demostracion. Primero sean a,b reales. Por simetria, homogeneidad y valores absolutos,
basta demostrar (1 + )4 + (1 — )9 < 2(1 + )47 ! para 0 < t < 1. El caso ¢ = 2 es el
paralelogramo y ¢t = 0 es inmediato. Para ¢ > 2 y 0 < ¢t < 1, definimos, con 0 < a < 1,

Flot) =1+ %) (1 +at) 4+ (1 —at79%) (1 — at)?7L.
Para 0 < a < 1, derivar y agrupar términos da
OF=(q—Dt(1l—a )[(1+at)"? - (1 -at)??] <0.
Por continuidad en los extremos y porque tP~! <1,
(1+)74+ (1 —t)7=F(1,t) < (P71 1) = 2(1 + tP)971;

la dltima identidad usa (p — 1)(¢ — 1) = 1. Para escalares complejos, ponemos A = |a|? + |b|?
ys= Q‘Re(ag)’ < 2|al|b|. La funcién (A + 5)9/2 4 (A — 5)9/2 es no decreciente en s € [0, A].

Asi, el lado izquierdo no excede (|a| + |b])? + [|a] — [b]|%, al que aplicamos el caso real. W

Lema 6.40 (Desigualdad inversa para potencias menores que uno). Sean 0 < r < 1 y
w,v > 0 medibles con integrales de sus potencias r finitas. Escribamos M, (u) = ([ u” du)"/".
Entonces My(u) + My(v) < My(u+v). Para r <1, M, no es una norma.

Demostracion. Sean A = M, (u) y B = M,(v). Si alguno es cero, su funcién es cero casi en
todas partes y la afirmacién es inmediata. Si ambos son positivos, la concavidad de s +— s",
con A\ =A/(A+ B), da

/(ZI;)T@ = A/<u/A)’”du +(1=2) /(U/B)Tdﬂ =1.

Tomando la potencia 1/r se obtiene la desigualdad. |
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Proposiciéon 6.41 (Segunda desigualdad de Clarkson). Sil1l <p <2, ¢g=p/(p—1) y
f,g € LP(u), entonces

1f +gllg + 11F = glly < 20115 + llgllp)?.

Demostracion. Ponemos r = p — 1, de modo que qgr =py 1/r = g — 1. Aplicando el lema
anterior y después la desigualdad escalar, obtenemos

1f =+ gllf +11f = glli = Mo(|f + g|?) + Mo(|f — g|%)
< M (If +gl" + 1 f —9|%)
< 2M,((IfIP + |g[P)et)

o furp+lgman)”

Aqui (¢ — 1)r = 1 y la homogeneidad de M, conserva el factor 2. |

Teorema 6.42. Para cualquier espacio de medida y 1 < p < oo, LP(u) es uniformemente
convezro. En consecuencia, es reflexivo.

Demostracion. Si f,g € Broy v If — g||p > ¢, la primera desigualdad de Clarkson, para
p=>2,da

1
I(F+9)/2l, < (1= (/21"
Sirve § = 1 — (1 — (¢/2)P)Y/P > 0. Para 1 < p < 2, la segunda desigualdad da

I(f +9)/2ll, < (1 (e/2)0)"7,

y sirve § = 1 — (1 — (¢/2)7)Y/9. La completitud de LP(x) y Milman-Pettis dan la reflexividad.
El caso de P se obtiene usando la medida de conteo en N. [ |

Observacién 6.43 (Dualidad de LP). El resultado final de los apuntes originales identifica,
para 1 < p < oo, el dual de LP(u) con L(u), donde ¢ = p/(p — 1), mediante

g— fg fg(f)Z/ngdu-

Su formulacién completa y su demostracion estan en el Teorema 4.2, también para espacios de
medida arbitrarios; no las repetimos aqui. El emparejamiento es bilineal, aun sobre C: no es el
producto interno sesquilineal de L?(p). El Teorema 6.42 ofrece otra prueba de la reflexividad
de LP(u) establecida en el resultado 4.16: utiliza su geometria uniforme y Milman—Pettis, en
lugar de identificar dos veces su dual.
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CAPITULO 7

Operadores compactos y teoria
espectral

Los operadores compactos conservan parte del comportamiento de las matrices: fuera del
valor 0, los puntos de su espectro son autovalores aislados con autoespacios de dimensién
finita. Para demostrarlo combinaremos compacidad, dualidad y el lema de Riesz. El caso
autoadjunto en espacios de Hilbert se desarrolla en el capitulo siguiente.

7.1 Autovalores, resolvente y espectro

Definicion 7.1. SeaT': E — FE un operador lineal sobre K. Un escalar A € K es un autovalor
de T si existe x # 0 tal que Tx = Az. El subespacio

E) =ker(\] — T)

es el autoespacio correspondiente. Sus elementos no nulos se llaman autovectores. El conjunto
de autovalores se denota o,(7T") y se llama espectro puntual.

En dimension finita, la ausencia de autovectores para A equivale a que AI — T sea inyectivo
y, por igualdad de dimensiones, biyectivo. En dimensién infinita, la inyectividad no implica
sobreyectividad. Incluso cuando A no es autovalor, la inversa algebraica

M—-T)" (M ~-T)E) = E
puede estar definida solo sobre una parte de E o no ser continua.
Definicién 7.2. Sea E normado y T € L(E, E). El conjunto resolvente es
p(T) ={X € K: A\I — T es biyectivo y su inversa es continua}.

Para A € p(T), el operador R(A, T) = (M — T)~! se llama resolvente de T en M. El espectro
es

o(T) =K\ p(T).
Siempre 0,(T) C o(T'). Si E es de Banach, el teorema de la aplicacién abierta asegura que
basta exigir la biyectividad de Al — T.

La convencién AI — T solo fija el signo del operador resolvente: los conjuntos p(T") y o(T)
son los mismos que se obtienen con T — AI.

Proposiciéon 7.3 (Serie de Neumann). Sea E de Banach y A € L(E,E) con ||A] < 1.
Entonces I — A es invertible y

_ > _ 1
(I—A) 1:§AJ, H(I—A) IHSTHAH'

La serie converge en norma de operador y su primer término es AY = 1.
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7. Operadores compactos y teoria espectral

Demostracion. El espacio L(E, E) es de Banach y Y.~/ A7| < ZjZOHAHj < oo. Por tanto,
las sumas parciales S, = I+ A+ ---4+ A" convergen en norma a un operador S. La identidad
telescépica

(I—A)S,=58,(I-A)=1I-A"""
y la convergencia || A" || — 0 implican (I — A)S = S(I — A) = I. La cota de norma se sigue
de la serie geométrica. |

Teorema 7.4. Sea E de Banach yT € L(E, E). El conjunto p(T) es abierto y
o(T) c{A e K: Al < [T}
es compacto. Si ademds K = C y E # {0}, el espectro es no vacio.

Demostracion. Si |A| > ||T||, la serie de Neumann da

AT ig IROT < =z (71)

Asi, el espectro estd contenido en el disco indicado. Si A\g € p(T) y Ro = R(\o, T), factorizamos
M -T = (/\0[ - T) [I + (/\ — /\0)R0}

El segundo factor es invertible cuando |A — A\g|||Rp|| < 1. Esto prueba que el resolvente es
abierto. Su complemento es cerrado y acotado en R o C, y por ello compacto.

Para la no vacuidad en el caso complejo usamos el teorema de Liouville. Si o(T") fuera
vacio, la factorizacién anterior y Neumann darian alrededor de cualquier Ay € C la serie
convergente

Z TN = Xo) Ry

Para x € E'y ¢ € E*, la funcién escalar h(\) = o(R(\, T)x) serfa entera. La cota (7.1)
muestra que tiende a cero cuando |[A\| — oo; en el disco restante estd acotada por continuidad.
Liouville implica h = 0. Como esto vale para todo ¢ y el dual separa puntos, tendriamos
R(\, T)x = 0 para todo x, incompatible con que sea la inversa de AI — T en un espacio no
nulo. |

Ejemplo 7.5. Sobre el espacio real R?, la rotacién T'(z,y) = (—y,z) tiene espectro real
vacio: la matriz de A\I — T tiene determinante A\?> + 1 > 0 para todo A € R. Al considerar
el mismo operador sobre C2, su espectro es {i, —i}. La hip6tesis de campo complejo en la
afirmacion de no vacuidad no puede omitirse. En el espacio cero, el espectro también es vacio.

7.2 Compacidad de un operador

En lo que sigue, Bg = {x € E : ||z|| < 1} denota la bola unitaria cerrada. Un conjunto es
relativamente compacto en F cuando su clausura en I’ es compacta. La especificacién del
espacio ambiente importa si este no es completo.

Definiciéon 7.6. Un operador lineal T : E — F entre espacios normados es compacto si
T(Bg) es compacto en F. Denotamos por IC(E, F') el conjunto de esos operadores.
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7. Operadores compactos y teoria espectral

Proposicion 7.7. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. Todo operador compacto es continuo.
2. Todo operador lineal continuo de rango finito es compacto.

3. La identidad de un espacio normado E es compacta si y solo si E tiene dimension finita.

Demostracion. Si T es compacto, su imagen de la bola unitaria es acotada, de modo que
sup||z(<1/|7x|| < oo; esta es una de las caracterizaciones de continuidad lineal.

Si T es continuo y T'(E) tiene dimensién finita, T'(Bg) es acotado en ese subespacio. Los
subespacios de dimensién finita son cerrados y, en ellos, los conjuntos cerrados y acotados
son compactos. Asi, su clausura en F' es compacta.

Finalmente, la identidad es compacta precisamente cuando la bola unitaria cerrada de E
es compacta, lo que equivale a dimensién finita por el Teorema 1.36. |

Proposicion 7.8. Para un operador lineal T : E — F' entre espacios normados son equiva-
lentes:

1. T es compacto;
2. para todo conjunto acotado A C E, la clausura de T'(A) es compacta en F';

3. para toda sucesion acotada (x,,) C E, la sucesion (Tx,) tiene una subsucesion convergente
en F'.

Demostracion. Si A es acotado, estd contenido en rBg para algin r > 0. Por linealidad,
T(A) es un subconjunto cerrado del compacto T (Bg). Esto prueba (1) = (2); la implicacién
(2) = (3) se sigue de la compacidad secuencial.

Supongamos (3) y tomemos una sucesion (y,) C T(Bg). Elegimos z, € Bg con
lyn — Txy|| < 1/n. Alguna subsucesién (T'z,,) converge en F, y entonces (yy,) conver-
ge al mismo limite. Como la clausura es cerrada, ese limite le pertenece. Asi, la clausura es
secuencialmente compacta y, al ser un espacio métrico, es compacta. |

7.2.1 Arzela—Ascoli y operadores integrales

Teorema 7.9 (Arzela—Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto y A C C(K,K), con la
norma uniforme. La clausura de A es compacta si y solo si:

1. la familia es equicontinua: para cada t € K ye > 0 existe § > 0 tal que

d(t,s) <6 = |f(t)— f(s)|<e paratodo f € A,

2. es puntualmente acotada: sup e 4| f(t)| < oo para cada t € K.

Demostracion. Si la clausura es compacta, las evaluaciones f — f(¢) son continuas y sus
iméagenes son acotadas. Para la equicontinuidad, fijemos ¢t y € > 0. Cubrimos la clausura
mediante un niimero finito de bolas de norma uniforme de radio /3, con centros fi,..., f, €
C(K). Por continuidad de esos centros, existe 6 > 0 tal que d(t, s) < ¢ implica | f;(t) — f;(s)| <
€/3 para todo j. Si [|f — f;ll,, < €/3, una desigualdad triangular de tres términos da

1f(t) = f(s)] <e.
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Para la reciproca, probaremos que A es totalmente acotada, es decir, admite un re-
cubrimiento finito por bolas de cualquier radio positivo. Dado ¢ > 0, la equicontinuidad
proporciona para cada t € K un entorno U; tal que

selUe = |f(s)=f()l<e/3  (feA.
Por compacidad, elegimos t1,...,t,, cuyos entornos cubren K. Los vectores de evaluaciones

{(f(t1),.... f(tm)) : f € A} CK™

forman un conjunto acotado y admiten una red finita de radio €/3 en norma méxima, cuyos
centros podemos tomar de ese mismo conjunto. Sean f1,..., f; € A representantes de los
centros. Para cada f € A existe j tal que max;|f(t;) — f;(ti)| < e/3. Si s € Uy,, entonces

[f(s) = fi () < [f(s) = FED| + |F () = fi(E)] + | f(8) — fils)] <e.

Esto da un recubrimiento finito uniforme. Como C(K) es completo, la clausura de un
conjunto totalmente acotado es compacta: de cualquier sucesion se extrae sucesivamente una
subsucesiéon en una de las finitisimas bolas de radios 27" y la diagonal es de Cauchy. Si A o
K es vacio, las conclusiones se verifican directamente. |

Ejemplo 7.10 (Ntcleo continuo). Sea k € C([0,1]?,K) y definamos

1
TN = [ ks fs)ds,  T:C(0,1) — C(0,1).
La continuidad uniforme de k garantiza que T'f es continua. Ademdés,

1T flloe < I lloo [ flloos

asi que T es lineal y continuo. Si || f||, < 1, se tiene

[(TF)(E) = (Tf)(w)] < /Ollk(t,é’) — k(u, s)|ds < sup |k(t, s) — k(u, s)|.

s€[0,1]

El dltimo término tiende a cero cuando t — u — 0, uniformemente en f. La imagen de la bola
unitaria es equicontinua y uniformemente acotada; Arzela—Ascoli prueba que T' es compacto.

Ejemplo 7.11 (Operador de Volterra). La aplicacién

t
vie@o) e, (VAW = [ f(s)ds
es compacta. En efecto, para || ]| <1,

Vil <1, IVHE) = (VH@W)| <[t = ul.

De nuevo se aplica Arzela—Ascoli. Aqui el nicleo 1;,<4; no es continuo en todo el cuadrado,
por lo que conviene verificar las condiciones directamente. Mas adelante calcularemos su
espectro.
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7.2.2 Estabilidad, aproximacién y dualidad

Proposicién 7.12. El conjunto K(E, F') es un subespacio vectorial de L(E,F). Si F es de
Banach, es cerrado para la norma de operador.

Demostracion. Si S, T son compactos, la suma de los compactos S(Bg) y T(Bg) es compacta,
por ser la imagen de su producto bajo la suma continua. La clausura de (S + T')(Bg) esta
contenida en esa suma y es cerrada; por tanto, es compacta. El argumento para multiplos
escalares es inmediato.

Supongamos ahora que F' es completo y T, — T en norma, con cada 7;, compacto. Dado
e > 0, elegimos n con || T — T, || < ¢/3. Una red finita de radio /3 para T,,(Bg) es una red
de radio 2¢/3 para T'(Bg). Asi, esta tltima imagen es totalmente acotada. Su clausura es
compacta por completitud de F. |

Proposicién 7.13 (Propiedad de ideal). Sean S € L(Ey, E), T € K(E,F) yU € L(F, Fy).
Entonces UT'S € K(Eo, Fo).

Demostracion. La imagen por S de una sucesién acotada sigue siendo acotada. La compacidad
de T permite extraer una subsucesion cuyas imagenes por 7'.S convergen en F'. La continuidad
de U preserva esa convergencia. Aplicamos el criterio secuencial de compacidad. |

Ejemplo 7.14 (Operadores diagonales). Sea a = (ay,) € £>° y consideremos
D, : 02 — 2, Dy(zn)n = (anzp)n.

. . . . 2 . .
Se tiene ||D,|| = sup,,|an|: la desigualdad superior se obtiene sumando |a,z,|", y la inferior
evaluando sobre e,,. Definamos la truncaciéon de rango finito

D((lm)x = (a121,- .., AmTm,0,0,...).

Entonces
[P~ D] = supla.
n>m

Si a, — 0, las truncaciones convergen en norma a D, y la Proposiciéon 7.12 muestra que D,
es compacto. Reciprocamente, si a,, no tiende a cero, existen € > 0 e indices distintos n; con

‘anj >¢. Para j # k,

2
2 2
HDaenj - Daenk + |ank‘ > 2e”.

2
2 ‘a"j

La sucesion de imagenes no tiene subsucesién convergente. Por tanto,

D, es compacto <— a, — 0.

La Figura 7.1 concreta esta aproximacién para D(z,) = (x,/n). Aunque la sucesién de
vectores unitarios e, no tiene subsucesiones convergentes en norma, sus imagenes se contraen
hacia cero; el control uniforme de las colas se expresa en |[D — Dyl = 1/(N +1).

Observacion 7.15. La cerradura muestra que todo limite en norma de operadores de rango
finito es compacto cuando el codominio es de Banach. No estamos afirmando la reciproca
para espacios de Banach arbitrarios. En el ejemplo diagonal, la aproximacién se construyé
explicitamente.
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leall, = 1 1Deall, = 1/
e —> — _— %61 D(x13x27"'):(x17$2/2"")
e ——s —  — %62 Dnw = (x1,22/2,...,25/N,0,...)
e ——> ~—7 3¢
64 —m 5> —  —> 264 dim DN(ZQ) =N
1
¢ —> —— —> 565 |ID — Dn| = ! —0
g —mm > > —> G€o Nt

Figura 7.1. El operador diagonal De,, = n~'e,, en £2. Las flechas comparan longitudes, no direcciones:

los e, son ortogonales. Aunque ||e,||, = 1, sus imagenes tienden a cero. Las truncaciones Dy prueban
que D es compacto.

Recordemos que el adjunto de Banach de T' € L(E, F) es
T : F* — E*, T p=poT.

En esta notacion los funcionales son lineales y (AT)* = AT™, también sobre C. El adjunto de
Hilbert, que incorpora la identificacién mediante el producto interno, se denotara T en el
capitulo siguiente.

Teorema 7.16 (Schauder). Sean E, F espacios normados y T € L(E,F). Si T es compacto,
T . F* — E* es compacto. Si ademds F' es de Banach, vale también la reciproca.

Demostracion. Supongamos que T' es compacto y sea (p,) C F* acotada, con ||¢,| < M.
Sobre el compacto métrico K = T'(Bg), las restricciones f, = ¢n|x satisfacen

[fn(y) = fu(2)] < Mlly —=2ll,  [faly)] < M]ly].

Por Arzela—Ascoli, alguna subsucesion (f,,;) converge uniformemente sobre K. De ahi,

— 0.
o0

HT*SOnj — T ¢,

= sup ‘gonj(Tff) - Sonk(TfE)‘ = anj = fo
[[=]I<1

El dual E* es completo, de modo que esta sucesion converge en E*. El criterio secuencial
prueba la compacidad de T™.

Para la reciproca, supongamos que T™ es compacto. La primera parte, aplicada a T,
implica que T** : E** — F** es compacto. Si Jg : £ — E* y Jp : F — F** son las
inclusiones candnicas isométricas, entonces

T Jp = JpT,

pues ambos miembros evaluados en z € E'y ¢ € F* dan ¢(T'z). Por la propiedad de ideal,
JrT es compacto. Para cualquier sucesion acotada (z,), podemos extraer una subsucesion
tal que (JpT'zy;) converge en F**. Como Jr es isométrica, (T'ry;) es de Cauchy en F, y la
completitud de F' garantiza que converge en F. Concluimos que T es compacto. |

Observacién 7.17. La completitud del codominio en la reciproca garantiza que el limite
obtenido pertenece a F', y no solo a su completacién. Esta distincién es necesaria con la
definicién de compacidad adoptada, que exige clausura compacta dentro del codominio.

Proposicién 7.18. Sea T € L(E, F) entre espacios normados.
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1. Si T es compacto y x, — = en E, entonces Tr,, — Tx en norma de F.

2. Si E es reflexivo, T' es compacto si y solo si transforma toda sucesion débilmente convergente
en una sucesion convergente en norma al valor de T en su limite.

Demostracion. Una sucesién débilmente convergente es acotada. Ademas, Tz, — Tx porque
o(Txy) = (T*¢)(xn) = (T*¢)(x) para todo ¢ € F*. Si no hubiera convergencia en norma,

existirian € > 0 y una subsucesion con HT rp; — Tz|| > €. La compacidad permitiria extraer
una subsucesién adicional convergente en norma a algin y € F'. Ese limite también seria su
limite débil; por unicidad del limite débil, y = Tz, contradiccién.

Para la reciproca bajo reflexividad, toda sucesién acotada (z,) C E tiene una subsucesién
débilmente convergente a algin x € FE, por el Teorema 6.29. La propiedad supuesta da

Txp; — Tz en norma. Aplicamos el criterio secuencial de compacidad. |

7.3 Rango cerrado y alternativa de Fredholm

Proposicion 7.19. Sea E de Banach, T € K(E,E) y A € K\ {0}. Entonces
dimker(A] —T') < oo, (M —T)(E) es cerrado en E.

Demostracion. Escribamos A = A\ — T y N = ker A, que es cerrado porque A es continuo.
En N, el operador T coincide con Aly. Su restriccién a N es compacta como operador con
valores en N: cualquier limite de sus imégenes permanece en N, por cerradura. Asi, Iy es
compacto y N tiene dimensién finita.

Para probar la cerradura del rango, establecemos primero que existe ¢ > 0 tal que
||Az| > ¢ dist(x, N) (r € E). (7.2)

Si no existiera tal ¢, podriamos elegir u,, con dist(un,, N) = 1y ||Au,| < 1/n, normalizando
contraejemplos a la cota. Para cada n elegimos z, € N con |u, — z,|| < 2 y ponemos
U = Un — 2zn. Entonces (vy,) es acotada, dist(v,, N) =1y Av, — 0. Alguna subsucesién de
(T'vy,) converge por compacidad. De

vy, = Avy, + T,

se deduce que la misma subsucesién de (v,,) converge a un vector v. Por continuidad, Av = 0,
pero también dist(v, N) = 1, ya que la distancia a un conjunto es lipschitziana. Esto es
imposible y demuestra (7.2).

Ahora sea Ax,, — y. Elegimos z, € N con ||z, — z,|| < 2dist(z,, N), tomando z, = z,
si la distancia es cero. La cota (7.2) muestra que v, = x,, — z, estd acotada, porque (Azxy) lo
estd. Tras extraer una subsucesion, T'v, converge. Como Av, = Ax, = y y v, = Av, +Tup,
también v, — v para algin v € F, y Av = y. Por tanto, y pertenece al rango. |

Lema 7.20. Si f : A — A es inyectiva y no sobreyectiva, entonces f(f(A)) es un subconjunto
propio de f(A). Mds generalmente, las imdgenes iteradas forman una cadena estrictamente
decreciente.

Demostracion. Tomemos a € A\ f(A). El elemento f(a) pertenece a f(A), pero si f(a) =
f(f(b)) para algun b, la inyectividad implicaria a = f(b), contradiccién. Para las iteraciones,

si f(A) = f*1(A), la inyectividad de f™ implicaria A = f(A). [
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Teorema 7.21 (Alternativa de Fredholm). Sea E de Banach, T € K(E,E) y A # 0.
El operador NI — T es inyectivo si y solo si es sobreyectivo. En consecuencia, se cumple
eractamente una de las siguientes alternativas:

1. ker(AMI — T) = {0} y, para cada y € E, existe un tnico z € E tal que A\x — Tz = y; la
solucion depende continuamente de y.

2. ker(Al —T) # {0} y el rango es un subespacio cerrado propio de E. Hay datos y para
los cuales la ecuacion no tiene solucion; cuando existe una solucion xq, todas son xgy +
ker(A —T).

Demostracion. Sea A = Al —T. Supongamos primero que A es inyectivo pero no sobreyectivo.
Definimos R,, = A"(FE) para n > 0, con Ry = E. Por el lema anterior,

Ry 2R 2Ry 2 --- .

Cada R, es cerrado: al expandir la potencia obtenemos A" = \"I — K,,, donde K,, es una
combinacién finita de potencias positivas de Ty, por las propiedades de subespacio e ideal,
es compacto. Aplicamos la Proposiciéon 7.19.

El lema de Riesz permite elegir x,, € R,—1 con ||z,|| =1y dist(x,, R,) > 1/2. Si m > n,
entonces T, € Ry, Ax, € R, y Txy € Ry; esta Gltima inclusién usa que T conmuta con A
y preserva todas sus imagenes iteradas. Por tanto,

Al

Tz, — Tawm|| = | Aen — (Axy + Tay)|| > [N dist(zy,, Ry) > bR

Esto contradice la compacidad de T'. Hemos probado que la inyectividad implica sobreyectivi-
dad.

Para la otra implicacién, supongamos que A es sobreyectivo. Entonces A* = A\l — T™ es
inyectivo: un funcional que se anula sobre A(E) = E es cero. Por Schauder, T* es compacto,
y E* es de Banach. La implicacién ya probada, aplicada a A*, muestra que A* es sobreyectivo.
Si Az =0, todo ¢ € E* puede escribirse como ¢ = A*y y satisface

p(@) = (Az) = 0.

Hahn—Banach implica z = 0. Asi, A es inyectivo.

Si el nucleo es trivial, la inversa de A es continua por la aplicacién abierta. Si no es trivial,
la equivalencia anterior asegura que el rango es propio; su cerradura ya estd demostrada.
Finalmente, Ax = Az equivale a x — ¢ € ker A, lo que describe todas las soluciones. |

Corolario 7.22 (Compatibilidad de los datos). Bajo las hipétesis del teorema anterior, la
ecuacion \x — Tx =y tiene solucion si y solo st

e(y) =0 para todo ¢ € ker(A\ — T™).
Basta verificar esta condicion en una base de ese nicleo, que tiene dimension finita.

Demostracion. Siy = Ax y A*p = 0, entonces ¢(y) = p(Az) = (A*¢)(x) = 0. Reciproca-
mente, si y ¢ A(FE), como A(F) es un subespacio cerrado, Hahn—Banach proporciona un
funcional ¢ que se anula sobre A(F) y no sobre y. Ese funcional pertenece a ker A*. Por
tanto, las condiciones son equivalentes. La finitud del niicleo dual se sigue de Schauder y de
la Proposicion 7.19 aplicada en E*. |
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Observacién 7.23. Tomando A = 1, la alternativa dice: o bien T tiene un punto fijo no
nulo, o bien para cada y € E existe una tnica solucién de Tx — z = y. En esta segunda
formulaciéon cambia tnicamente el signo del dato. El orden correcto de cuantificadores es
Vy dla; no se afirma que un mismo x resuelva la ecuaciéon para todos los datos.

7.4 El espectro de un operador compacto

Teorema 7.24. Sea E de Banach y T € K(E,E).
1. Todo A € o(T) \ {0} es un autovalor y su autoespacio tiene dimension finita.

2. Para cada € > 0, solo hay finitisimos puntos de o(T') con |\| > . En particular, los puntos
espectrales no nulos son aislados, forman un conjunto a lo sumo numerable y su Unico
punto de acumulacion posible es 0.

3. Si E tiene dimension infinita, entonces 0 € o(T) y

o(T) = {0} Uap(T).
No necesariamente 0 es un autovalor.

Demostracion. Para A\ # 0, Fredholm asegura que si AI — T no es invertible, tampoco es
inyectivo. Por tanto, A es autovalor. La finitud del autoespacio ya fue demostrada.

Supongamos que hay infinitos puntos espectrales distintos \,, con |\,| > & > 0, y elijamos
autovectores e, # 0. Los autovectores de autovalores distintos son linealmente independientes:
en una relacion finita minima, aplicar T'— A, I eliminaria un término y produciria una relacién
no trivial mas corta. Pongamos M, = span{ej,...,e,}. El lema de Riesz permite elegir
Up € M, con |lu,|| =1y dist(un, Mp—1) > 1/2, donde My = {0}.

Como (T — A\ D)uy, € My—1 y Tuy, € M,—1 para m < n, tenemos

| Tun — Tum|| > [An| dist(un, My—1) > e/2.

Esto contradice la compacidad de T'. Asi, fuera de cada disco de radio € hay solo finitisimos
puntos espectrales. Tomando € = 1/m vemos que los puntos no nulos forman una unién
numerable de conjuntos finitos. La misma propiedad excluye acumulacién en un punto no
nulo y demuestra que cada uno de ellos esté aislado.

Si E es de dimensién infinita y 0 ¢ o(7T'), entonces T tiene inversa continuay I = T~!T
seria compacto por la propiedad de ideal. Esto contradice la caracterizacion de dimension
finita mediante la compacidad de la identidad. Por tanto, 0 € o(7T), y la descripcién del
espectro se sigue del primer punto. |

Ejemplo 7.25. En (2, el operador
D(l‘l,xg,x‘g, .. ) = ($1,$2/2, x3/3, .. )

es compacto por el Ejemplo 7.14. Cada 1/n es autovalor con autoespacio span{e,}. Si A\ # 0
y A # 1/n para todo n, la sucesién ((A —1/n)~1), es acotada: para indices grandes, 1/n estd
separado de A, y quedan solo finitisimos denominadores no nulos. Por ello,

R(A, D) (Yn)n = (A—yq/n%
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7. Operadores compactos y teoria espectral

es un operador acotado que invierte AI — D. En consecuencia,
o(D)={0}u{l/n:n>1}.

El operador D es inyectivo, de modo que 0 no es un autovalor. No es sobreyectivo: el vector
(1/n), pertenece a £, pero su tinica preimagen coordenada a coordenada serfa (1,1,...), que
no pertenece a, 2.

Ejemplo 7.26 (Espectro de Volterra). El operador V' del Ejemplo 7.11 es inyectivo, porque
(V f) = f. Tampoco tiene autovalores no nulos: si V.f = Af con X # 0, entonces f es de clase
C' y satisface

AP =f fo)=o0.

La derivada de et/ f(t) es cero, de modo que f = 0. Como V es compacto en un espacio de
dimension infinita, el Teorema 7.24 da

o(V) =0}, op(V) = 2.

Este ejemplo muestra que un operador compacto no nulo puede no tener ningiin autovector.

También podemos construir todas sus inversas resolventes. La integracion iterada da, para
n>1,

S N Y (OY N VAT P
— —s s)ds = —.
(n—1)!Jo ’ n!

La férmula se verifica por induccién e intercambio del orden de integracién sobre el tridngulo
0 < s <t < 1. La cota de norma se obtiene integrando el nticleo positivo; la igualdad se
alcanza con f =1y t = 1. Por tanto, para todo A # 0, la serie

(V™) =

o0 Vn
R()\’ V) = Z \ntl

n=0

converge absolutamente en norma, ya que sus normas suman a lo sumo |A|"exp(|A| 7).
Multiplicar las sumas parciales por A — V deja el residuo V"1 /A"*+1 que tiende a cero. Asi,
esta serie es efectivamente la inversa para todo A # 0, incluso cuando ||[V/A|| > 1.
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CAPITULO 8

Operadores autoadjuntos y
descomposicién espectral

Los resultados del capitulo anterior describen el espectro de un operador compacto. La
estructura de Hilbert permite ir mas lejos: para un operador compacto autoadjunto, sus
autovectores dan una descomposiciéon ortogonal de todo el espacio. El producto interno sera
lineal en la primera entrada. No suponemos separabilidad de los espacios de Hilbert.

8.1 EIl adjunto de Hilbert
Definiciéon 8.1 (Construccion mediante Riesz). Para un espacio de Hilbert H, sea

Por el teorema 5.32, Ry es una biyeccién isométrica. Es lineal sobre R y conjugado-lineal
sobre C: Ry (ay) = aRpy.
Si T € L(Hy, Hy), definimos su adjunto de Hilbert por

T' =Ry oT" o Ry, : Hy — Hi.

Aqui T* : H5 — Hf es el adjunto de Banach del capitulo 4. La notacién { distingue ambos
operadores.

Proposicién 8.2. Para T € L(Hy, Ha) se cumplen las siguientes propiedades:

1. Tt e E(HQ,Hl) Y
(Tz,y) = (2,T'y) (v € Hy, y € Hy). (8.1)

2. Tt es el tinico operador que satisface (8.1).
g |Tt| =Ty (=1

4. La aplicacion T +— T es una biyeccion isométrica entre L(Hy, Hy) y L(Ha, Hy). Es lineal
sobre R y conjugado-lineal sobre C:

(T + 8S)T =aT’ 4 BST,
Si las composiciones estdn definidas, (ST)" = TTS1.

Demostracion. En el caso complejo, Ry, y R;I} son conjugado-lineales, mientras que T es
lineal. Su composicién es, por tanto, lineal. En el caso real todas las aplicaciones son lineales.
Como las aplicaciones de Riesz son isometrias,

|7t = 17 (Rl < 1T lwl = 1T ).
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8. Operadores autoadjuntos y descomposicion espectral

La ultima igualdad es la proposicion 4.15. La definicién da
(2.T') = (R, T'y)(x) = (T* Riy) (@) = (Rir,9)(T) = (T, ).

Si otro operador A satisface esa identidad, <a:, (TJr - A)y> = 0 para todo x, y tomar z =
(TT — A)y prueba la unicidad.
Por simetria conjugada,

(Thy,a) = (@, TTy) = (Tz,y) = (y, Ta).

La unicidad implica (T7)" = T. Aplicando a T'T la cota ya demostrada obtenemos ||T'|| < HTT

Y

y con ello la igualdad de normas y la biyectividad.

Finalmente, la conjugacién de escalares en la segunda entrada de (-,-) verifica la férmula
para combinaciones lineales. Asimismo,

(STx,z) = <T$,STZ> = <x,TTSTz>,
y la unicidad prueba la férmula de composicién. |
Proposiciéon 8.3 (Rango y nucleo). Si A € L(Hy, Hy), entonces
(ran A)1 = ker AT, ran A = (ker A%,

Demostracién. Un vector y € Hy es ortogonal a ran A si y solo si (Az,y) = <a:, ATy> =0

para todo z € Hy, lo que equivale a ATy = 0. La segunda igualdad se obtiene tomando
complementos ortogonales y usando la descomposicién ortogonal del teorema 5.15. |

8.2 Autoadjuncion y forma cuadratica

Definicién 8.4. Un operador T' € L(H, H) es autoadjunto si T = T'. Equivalentemente,
(Tz,y) = (x,Ty)  (zv,y € H).
Su forma cuadrética es ¢r(z) = (T'z, ).

Proposicion 8.5. En un espacio de Hilbert complejo, T es autoadjunto si y solo si qp(z) € R
para todo x € H.

Demostracion. Si T = T1, entonces (T, z) = (x,Tx) = (Tx, ).
Reciprocamente, si todos esos valores son reales, pongamos A = T — Tt. Se cumple
(Azx,z) = qr(x) — gr(x) = 0. La polarizacién de la forma sesquilineal B(z,y) = (Ax,y) da
+iB(x + iy, x + iy) —iB(x — iy, x — iy) = 0.
Luego B(z,y) = 0 para todo x,y, y tomando y = Az obtenemos A = 0. |
Ejemplo 8.6 (La hipétesis compleja es esencial). En R2) la rotaciéon J(x1,z2) = (—x2, 1)

cumple (Jz,z) = 0 para todo x, pero JI = —J # J. Sobre R, que la forma cuadratica tenga
valores reales es automatico y no caracteriza la autoadjuncién.
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Teorema 8.7 (Norma de un operador autoadjunto). Sea H # {0} un espacio de Hilbert real
o complejo y T =TT € L(H, H). Entonces

Demostracion. Denotemos el supremo por M. Cauchy—Schwarz da M < ||T|| y, por homoge-
neidad, |gr(z)| < M||z||* para todo .

Sean x,y unitarios. En el caso complejo, multiplicando y por una fase de médulo uno
podemos suponer que (T'x,y) es real y no negativo; en el caso real basta cambiar su signo.
La autoadjuncién implica

ATz, y)| = ar(z +y) — qr(z - y).
Por consiguiente, usando la identidad del paralelogramo,
2 2
ATz, y)| < M(|lz + ylI” + |z — y[") = 4M.
Tomando el supremo sobre los vectores unitarios y obtenemos ||[Tx| < M; tomando después

el supremo sobre x concluimos ||T|| < M. [ |

8.3 Autovalores y resolvente

Usamos la convencién del capitulo 7: A € p(T") si A\I — T tiene inverso lineal continuo, y
o(T) =K\ p(T). Para espacios complejos, la realidad del espectro serd una conclusiéon. Para
espacios reales, las afirmaciones con A € K se refieren al resolvente real.

Proposicién 8.8. Si T =TT, sus autovalores son reales. Ademds, los autoespacios corres-
pondientes a autovalores distintos son ortogonales.

Demostracion. Si Tx = Az con x # 0, entonces
Az|? = (Tz,z) €R,
asi que A € R. Si ademas Ty = uy, por autoadjuncion,
Maz,y) = (Tx,y) = (x, Ty) = @z, y) = piz,y).
Para A # u se obtiene (z,y) = 0. [

Proposicién 8.9 (Cota inferior y resolvente). Sea T =TT € L(H,H) y A € K. Entonces
A € p(T) siy solo si existe ¢ > 0 tal que

IO =Tyl > ez (x € ). (52)
En ese caso, |(AM —T)7| < 1/c.

Demostracién. Si existe el inverso continuo, la identidad z = (Al —T)~}(A\I — T)z da la cota
inferior, tomando ¢ = 1/||(A\] — T)7!|| si H # {0}. El caso H = {0} es inmediato.

Supongamos ahora (8.2) y escribamos A = AI — T'. La cota implica que A es inyectivo y
que su rango es cerrado: si Az, — y, entonces

[Zn — Zm|| < C_lqun — Az,

71
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por lo que x,, converge a algtin x € H y Ax = y.
Falta la sobreyectividad. Como gr(z) es real,

2 2 2,112 N 2

I\ = T)a|)” = |[Tw|” — 2Re(Ngr(x) + AP lo]* = ||(A1 = T)a]|"

Por tanto, AT = X\I — T satisface la misma cota inferior y ker AT = {0}. La proposicién 8.3
muestra que ran A es denso. Al ser también cerrado, es todo H. Finalmente, (8.2) da la cota
del inverso. |

Observacion 8.10. Una cota inferior para un operador arbitrario sélo garantiza inyectividad
y rango cerrado. Aqui la autoadjuncién permite comprobar también que el rango es denso;
ese paso no puede omitirse.

Corolario 8.11 (Espectro real). Para un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert
complejo,
o(T) < [T, [[T]].

SiIm A # 0, entonces

. 1
-7 < T

Demostracion. Para x # 0, la realidad de ¢r(z) y Cauchy—Schwarz dan
Im A|[l2]|* = [Im((AT = T)a, z)| < [|[(A = T)z|||l].

La proposicion 8.9 implica que todo A no real estd en el resolvente y proporciona la cota.
Para |\| > ||T']], la serie de Neumann del capitulo anterior da la invertibilidad; asi, el espectro
real queda en el intervalo indicado. |

8.4 Un autovalor de médulo maximo

Proposicién 8.12. Si T # 0 es compacto y autoadjunto, uno de los nimeros | T|| o —||T|
es un autovalor de T'. En particular, existe un vector unitario v con

[(Tv,v)| = |T1.

Demostracion. Sea a = ||T|| > 0. Por el teorema 8.7, existen vectores unitarios x, con
|gr(x,)| — a. Pasando a una subsucesién, podemos escoger A € {a,—a} de modo que
gr(zn) — A. Como \ es real,

| Tzn — Axp||? = || T2n]|* — 20qr (@) + A2
< 2a® — 2Mqr(xy) — 0.

La compacidad permite tomar otra subsucesién con Tz, — y. Puesto que A # 0, la relaciéon
anterior implica =, — v = y/\. Entonces ||v|| = 1 y, por continuidad, Tv = Av. Finalmente,
qr(v) = A [

Corolario 8.13. Sea H # {0} y T compacto y autoadjunto. Entonces o(T) # &. Ademds,
o(T)={0} <= T=0.

Demostracion. SiT # 0, la proposicion 8.12 produce un autovalor no nulo, que pertenece al
espectro. SiT = 0y H # {0}, M es invertible exactamente para A # 0, luego o(T') = {0}. N
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8.5 Descomposicién espectral de un compacto autoadjunto

Teorema 8.14 (Descomposicion espectral). Sea H un espacio de Hilbert real o complejo y
T € L(H,H) compacto y autoadjunto. Existen una familia ortonormal (u;)jes que es base de
ker T y una familia ortonormal (vy)nea de autovectores con autovalores reales no nulos Ay,
tales que:

1. El conjunto A es vacio, finito o numerable. Los A\, se cuentan con su multiplicidad y
pueden ordenarse de modo que |\1| > |Aa| > ---. Si A es infinito, A\, — 0.

2. La familia {u; : j € J}U{v, :n € A} es una base ortonormal de H, y

(ker T)* =ranT = span{v, : n € A}.

3. Para todo x € H,
Tz = Z An (T, Up ) Un, (8.3)

neA

con convergencia en la norma de H.
4. SiA=NyTyx= 2712;1 An (T, vy ) Uy, entonces

T —Tn| = suR])\n\ = [Any1| — 0. (8.4)
n>

Si A es finito, la suma es exacta tras incluir todos sus términos.

La familia del nicleo puede ser no numerable; no se necesita que H sea separable.

Demostracion. Por los resultados 7.19 y 7.24, cada autoespacio de autovalor no nulo tiene
dimension finita y, para cada € > 0, hay s6lo un nimero finito de autovalores con médulo
al menos €. En consecuencia, los autovalores no nulos y sus bases finitas aportan en total
una familia a lo sumo numerable. Elegimos una base ortonormal en cada autoespacio. Por la
proposicién 8.8, su unién (v, )nea es ortonormal. La finitud por encima de cada ¢ permite
ordenar los médulos de manera no creciente y prueba que, en el caso infinito, tienden a cero.

Sea M = span{v, : n € A}. Como Tv, = A\yv, y T es continuo, M es invariante bajo T'.
Su complemento ortogonal también lo es: si x € Mt y y € M, entonces

(Tz,y) = (z,Ty) = 0.

La restriccion S = T|y;. : M+ — M~ es compacta y autoadjunta. Si S # 0, la proposi-
cién 8.12 daria un autovector no nulo de S con autovalor no nulo. Ese vector perteneceria
a M por la eleccién de todas las bases de autoespacios y a M=, contradicciéon. Por tanto,
S=0y M+ CkerT.

Reciprocamente, si x € ker T', su producto interno con cada v,, es cero por la ortogonalidad
de autoespacios; por continuidad, x € M+. Asi, M+ =kerT y M = (ker T)*. La igualdad
con ranT se sigue de la proposicién 8.3 y TT =T.

El ntcleo es un subespacio cerrado, luego es un espacio de Hilbert. El teorema 5.30
proporciona una base ortonormal (u;);ecs, con J arbitrario. La descomposiciéon H = ker T'® M
muestra que la uniéon de ambas familias es completa. Por el teorema 5.24,

x = Z(x,uj>uj + Z (x,vp)vp.

jeJ necA
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Cada vector tiene a lo sumo un nimero numerable de coeficientes no nulos, incluso si J es no
numerable; las sumas convergen en norma. Aplicando el operador continuo 7', que anula el
primer sumando, obtenemos (8.3).

Finalmente, Bessel y la ortogonalidad dan, para A = N,

T = Tw)el* = D 1Anl* [z, va)|*

n>N

2
< (Suplknl> [E
n>N

Esto prueba una de las cotas de (8.4). La otra resulta de evaluar 7' — T en v, para cada
n > N. El orden escogido identifica el supremo con |An41]. |

Observacion 8.15 (El papel del autovalor cero). La serie (8.3) s6lo necesita los autovectores
de autovalor no nulo: toda la componente de = en ker T" desaparece. Si H # {0}, el espectro
puede escribirse como

{0}, kerT # {0},

o(T)={:n €A} U Zn, ZT:{@ ker T = {0}.

En efecto, fuera de cero, el teorema 7.24 caracteriza el espectro por autovalores. Si la lista es
infinita, cero es su limite y pertenece al espectro. Si la lista es finita y el nicleo es nulo, la
base espectral muestra que H es finito-dimensional y T" es invertible; en ese caso, cero no
esta en el espectro.

8.6 Ejemplos: diagonalizaciéon y sus limites

El operador positivo D(x,) = (x,/n) del ejemplo 7.25 tiene espectro {0} U{1l/n:n > 1}.
La Figura 8.1 distingue los autovalores del punto espectral cero, que en este ejemplo no es
autovalor.

o(D)={0}uU{l/n:n e N}

An — 0

1
De'n - €n

0 1 1 1 1
4 3 2
e autovalores 1 / n O 0 es espectral, pero no es autovalor

Figura 8.1. Espectro del operador compacto autoadjunto e inyectivo D(x,) = (z,,/n) en 2. Los
autovalores no nulos se acumulan tinicamente en 0. Como ker D = {0}, el punto 0 pertenece al espectro
sin ser autovalor.

El siguiente ejemplo cambia los signos de la diagonal y permite ver como la misma
descomposicién representa operadores que no son positivos.

Ejemplo 8.16 (Una diagonal compacta con signos alternantes). En £2, definamos

o X3 T4
T o) = - =, =, ...
(1:1,132,583, ) <$17 27 37 43 >
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Sus coeficientes diagonales son reales y tienden a cero, por lo que T es autoadjunto y compacto;
véase el ejemplo 7.14. La base candnica (e,) es una base ortonormal de autovectores y

(-1 = (-1
Ap = ———, Ter=) ————(x,en)en, Tl =1.
- r=3 (@ en)en, T

El operador es inyectivo, pero

U(T):{O}U{(_lin_l:nz 1}.

Cero estd en el espectro sin ser autovalor: ||Te,|| = 1/n impide la cota inferior de la
proposicién 8.9. La aproximacién por los primeros N modos tiene error exacto
1
T-TyN|=——.
IT =Tl = v

Ejemplo 8.17 (Un niicleo no separable). Sea I un conjunto no numerable y H = ¢*(I),
con producto interno (z,y) = > ;o7 ;7. Cada elemento tiene soporte a lo sumo numerable.
Fijado i € I, el operador

Pz = (z,e;,)ei,

es una proyeccién ortogonal de rango uno, por tanto compacta y autoadjunta. El tinico
autovalor no nulo es 1, con autovector e;,, mientras que ker P tiene la base ortonormal no
numerable {e; : i # ig}. La representacion de P utiliza un solo término; una base ortonormal
de todo H no puede enumerarse como una sucesion.

Ejemplo 8.18 (Multiplicacién: autoadjunto sin autovectores). En H = L?((0,1)), con
medida de Lebesgue, consideremos

(Mf)(t) = tf ().

Es autoadjunto porque (M f,g) = fol tf(t)g(t)dt = (f,Mg). Ademés, |M| = 1: la cota
superior es inmediata y las funciones unitarias soportadas cada vez mas cerca de 1 dan la
cota inferior.

Este operador no tiene autovalores. Si M f = \f, entonces (t — A) f(¢) = 0 casi en todas
partes. El conjunto {¢: ¢ = A} es vacio o un conjunto de medida cero, de modo que f =0
como elemento de L2

Sin embargo, o(M) = [0,1]. Si X ¢ [0, 1], la distancia de X a ese intervalo es positiva, y

_ _ g9
(M = M)g)(t) = N_¢

define un operador acotado. Si A € [0, 1], para € > 0 tomemos A, = (0,1)N (A —e,A+¢)y

14,
1(Ae) .
Entonces || fc|l, =1y [[(M — M) f:||, < e. La proposicién 8.9 excluye a A del resolvente.

fsz

Para ver directamente que M no es compacto, elijamos intervalos disjuntos I,, C (1/2,1)
de medida positiva y hy, =11, /+/p(I,). La sucesion (hy,) es unitaria. Los vectores Mh,, son
ortogonales y tienen norma al menos 1/2; luego

1M Ay — Mhu|* = [ Mh|* + | Mhu||* = (n 7 m).

DN | =
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No hay subsucesién convergente. También falla la existencia de un vector que alcance el
extremo de la forma cuadratica: para todo || f|, = 1,

1 2
(M. f) = /0 HF)2dt <1 = || M].

Asi, la compacidad es la hipétesis que permite pasar de aproximaciones espectrales a una
base de autovectores en el teorema 8.14.
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