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1. Sea a = (a,)52 ; una secuencia de escalares de p > 1. Suponga que, para toda

secuencia (b, )nen € £p, la serie 270;1 anby, es convergente. Pruebe que a € /

sip=1lyqueael,sip>1,conl/g+1/p=1.
Defina
n
on by = K, on((bs)jen) = Y ajb;.
j=1

Entonces, sip=1

n

llonll =  sup a;b;
H(bj)Hlfl j=1

= dx |a;].

En caso p > 1, usando la desigualdad de Holder:

1/q

n n
lenll = sup > abj| = lasl
j=1

eyt | =

La convergencia de ), a,b, asegura que {¢,}nen €s puntualmente limitada.
Luego, dado que £, es completo, por Banach-Steinhauss, es uniformemente li-
mitada. Como

suplan| = [[(@n)nenlloo < o0
n

1/q 1/q

n oo
sup [ D Jay|? =D lasl® < 00,
j=1 j=1

n

concluimos que
(an) €loes V (an) € L.
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2. Sea F un subespacio cerrado de un espacio normado (£, || - ||g).

a) Pruebe que ||[z]|| = mnf{||x —y||lg : y € F} es una norma del espacio
cociente E/F.

b) Pruebe que si (E,||-||g) es de Banach entonces (E/F,||-||) también es de
Banach.

c) (Si E es reflexivo en cociente E/F es reflexivo? Justifique.

d) ¢Si||-||g proviene de un producto interno la norma || - || proviene de un
producto interno? Justifique.

Veamos que || - || es una norma. Primero, notemos que esta bien definida pues,
si tomamos z,y € E tales que [z] = [y], entonces ||[z]|| = ||[y]]|-
Demostracion. Por un lado, como [z] = [y], z —y € F. Asi,

O [l — _ f i

o —zle = _ it lle= (- @-)

= iof fly—zl[g
z€(y—z)+F
= inf ||y — .
inf |ly — 2l
Se ha usado que x —y + F = F. O

Ahora, para la positividad, ciertamente como || - ||g es norma, ||[z]|| > 0.
Luego, si [x] = [0], z € M. Asi,

il = iuf [fo — yll = inf ||2]) =0

pues ¢ —y € F'y 0 € F. Finalmente, si ||[z]|| = 0, o sea infycr ||z — y|| = 0,
existe {x, }neny C F tal que

1
[lz —ynllE < e VneN.

Pero entonces, ||z — yn||g — 0. Esto es, y, — x. Al ser F cerrado, x € F. Asi,
[z] = [0] = 0g/p-

Analicemos ahora la homogeneidad. Sea A € K. En particular, consideremos
A # 0 (en dicho caso, trivialmente Az = 0y [0] = Og/p):

:/f —
x| = fnf |13 =yl
e
inf A~ y/N) e

= inf |\|- —y/A
inf N~y

nf [Al-[[(z = 2)ll
=IAl- nf [|(@ = 2)l|e

= (AL [l=]1]-



Notemos que se ha usado la homogeneidad de || - ||g y el hecho que F es subes-
pacio (y/\ € F para todo A no nulo).

Queda tnicamente por verse la desigualdad triangular. Sean z,y € X. Que-
remos probar que

] + [l < [[]]] + [ []]]-

Tendremos que

llz] + il = Il + gl
nf [[(2 + ) — #I|

p— { f J— —
inf [l )~ 2~ wll

IN

fnf (lle = zllp +[ly — wllp)

)

mf ||z —z|lg+ Wf |ly—wle
zZ,WeF zZ,WeF

2111+ 1wl

Observacion. Se estd usando el siguiente hecho. Dados z,v,w € F

if ||z —z|| = of |z — (v+w).
zeF v,weF

En efecto, como v +w € F

f ||z —z|| < iof |z — (v+w)l.
z€F v,weF
Luego, z = 2+ 0. Tomando w = z y v = 0 € F' se tiene la otra desigualdad.

b) Si (E,]|| - ||g) es de Banach, entonces (E/F,||-||) es de Banach. En efecto,
consideremos una sucesion de Cauchy {z,} en E/F. Entonces, existe una sub-
sucesion {xz,, } de forma que

H[x"k+1] - [J/‘nk]H <27k

Vamos a construir z; € F' de forma que z,, — z; sea de Cauchy en E. Al ser
E de Banach, tendremos que z,, — 2z, — 2z € E y podremos concluir con lo
solicitado. Veamos. Sea z; = 0:

. . 1
Inf [[(zny = 21) = 2n, =yl = W fl2n, =20, —ylle = lllzn,] = [z0,]l] < 5.
Entonces, existe zo € F de forma que
1
H(xm - Zl) - (xnz - Z2)||E < 5
Ahora, como z, € M
. . 1
Inf f1(zn, = 22) = 2y —ylle = L [lon, =2, —ylle = llwn.] = [2n.]l] < 55-



Entonces, existe zo € I’ de forma que

1

1(@ny = 22) = (20, = 23)llE < 55

Asi, sucesivamente, wy, = x,, — zj es tal que

1
lJwg — wr1l[E < ok

Sabemos del Analisis Real que esto implica que wy, es de Cauchy pues

[ wWm — wa|| = |[Wm — Wrtel|

L
< Z | wm — W]
k=1

S|
S Z 2m+k
k=1
1

gm 1 0.

<

De esta forma, al ser E/ completo, wy — w € FE. Luego,

|[n,] = [wlll = [l[Zn, = 2] = [w]]]
= [[[ws] = [w]]]

= inf Cw—
Inf lwx —w —ylle

< fuf [lwg —wl| + inf |||l
yer yeF

< ||lwg — w|| — 0.

Asi, [z, ] es una subsucesion convergente en E/F de [z,]. Finalmente, como
[x] es de Cauchy, [z,] es convergente, y asi, E/F es de Banach.

c¢) Ahora, veamos que si E es reflexivo, E'/F también lo es. Primero, necesitamos
establecer algunos resultados que son probados a continuacién.

Lema 1. La proyeccion = : E — E/F es tal que 7 : (E/F) — E' es una
1sometria.

Lema 2. Todo subespacio cerrado de un espacio reflexivo es reflexivo a su vez.

Lema 3. Un espacio de Banach E es reflexivo si y solamente si E’ es reflexivo
(curso).

Lema 4. Todo espacio normado reflexivo es de Banach.

Tenemos entonces que E es de Banach por el Lema (4). Luego, E/F es también
de Banach por el Ejercicio (b). Por otro lado, = : (E/F)" — E’ es una isometria.



Proposicion 5. El espacio (E/F)" puede entonces verse como subespacio ce-
rrado de E'.

Demostracion. Sea {n'(¢n)}neny una sucesion en «'((E/F)’) que converge a
1 € E’. Como la sucesion es convergente, en particular es de Cauchy. Dado que
se tiene que 7’ es una isometria, ¢, es de Cauchy en (E/F)’. Como (E/F)
es completo ¢, — ¢. Finalmente, por la continuidad de «', 7'(p,) — 7'(¢) €
7' ((E/F)"). O

Luego, como E es reflexivo, por el Lema (3) E’ es reflexivo. Usando el Lema
(2), por la Proposicion (5), tendremos que (E/F) es reflexivo. Finalmente,
nuevamente por el Lema (3), concluimos que E/F es reflexivo.

Queda probar los resultados que se han usado para concluir que E/F es reflexivo.
El Lema (1) es consecuencia de la definicion (asignacion)

/

T (p) = ¢
7 (9)([z]) = p(n(2)) = ¢([z]).

Luego, (3) v (4) son resultados del curso. Queda tnicamente por probar entonces
el Lema (2).

1

Demostracion. Tenemos F' C E cerrado y queremos probar que si F es reflexivo,
F también. Veamos. Definamos, como de costumbre

JF :F—)F”
JE =

Sea y € F". Definimos ¢ € E” de forma que
0(¢') =yo(¢|F), ¢' € E".

Como F es reflexivo, existe zg € F tal que Jg(xo) = ¢. Si 2 no perteneciera a
F, por los corolarios de Hahn-Banach, al ser F' cerrado, existe ¢ € E’ tal que

U(x0) # 0y ¢(F) = 0. Luego,
(o) = Je(20) (V) = () =y (¥|r) =0

lo cual es una contradiccion. Asi, xg € F. Afirmamos ahora que Jgr(zg) = .
Al haber tomado y{ arbitrario en F", concluiremos que Jr, el encaje canonico,
es sobreyectivo, y asi, F' es reflexivo. Por Hahn-Banach, para todo ¢ € F’,
podemos extenderlo a ) € E’ (continuo) de forma que

Tr(20)(¥) = $(w0) = P(w0) = Ju(20)(®) = ¢(¥) = y5 (V|r) = y5 (V).
Dado que ¥ y por ende 1[} fue arbitrario, se obtiene lo solicitado. O

Observacién. Se ha usado |p para denotar la restriccion.



d) Si || ||g proviene de un producto interno, y suponemos que E es de Banach,
entonces || - || proviene de un producto interno. Dicho de otra forma, si E es de
Hilbert, entonces E/F es de Hilbert también.

Observacion. Si F no fuese de Banach, entonces la situaciéon pasa por el espacio
C°([0,1]). Este espacio no es de Banach con la norma inducida por el producto
interno (f, g) = fol f(z)g(z)dz. En efecto, basta considerar

0, sizel0,1/2—1/n]
falz)=q 2z—2+1 size(l/2-1/n,1/2+1/n]
1, si xe€[l/2+1/n,1].

0, si0<z<1/2
1, size(1/2,1].
niendo un cerrado F' C (C([0,1]),|-.,.y), como las funciones que se anulan en

un cierto punto, el objetivo es ver si la igualdad del paralelogramo se cumple o
no.

Esta sucesion es de Cauchy pero converge a f(z) = { . Obte-

Pasemos al caso E' de Banach y por ende de Hilbert. Ya sabemos que E/F seria
de Banach. Solo basta probar que || - || proviene de un producto interno.

Lema 6. E/F es isométricamente isomorfo a F+ via la aplicacion ) : E/F —
FL, ¢([z]) = Q(x), donde Q : E — F* es la proyeccion ortogonal.

Demostracion. Como F es cerrado en E (caso completo), F' es completo. Luego,
podemos aplicar el Teorema 5.2.2 y Teorema 5.2.5 (curso):

[[z]ll = inf [lz — yllp = ||z — plle = lldlle = |Q(2)]|E, (1)

yeF
donde x = p+¢q, con p € Fyq€ F-, E suma directa de estos dos subespacios
previos. O
Finalmente, para comprobar que || - || proviene de un producto interno, hay que

probar que cumple con la Ley del Paralelogramo:
|z +yl* + llz —yl* = 2(]|=]]* + [[y]]*)-

Esto es consecuencia de que ¢ es una isometria y que || - || g satisface la Ley del
Paralelogramo. En efecto,

2 2 — (¢ B 2 . N
o+ oIl + llz = > = (3nf [l + ) — 2llw)? + (1t |2 = 9) = #I|)
=@ +1) = pil + Iz + ) — el
= llaully + lla2 1%

donde p1,ps € F y su existencia queda asegurada por (6),y q1, g2 € F+ de forma
que Q(z +y) = q1 ¥ Q(x — y) = g2. Luego, como || - ||z cumple la igualdad del
paralelogramo.

— _ 2 o 2
laslly + lo = L2+ 0) = Qe =l 196 +3) + Qe =yl



Como la proyecciones son lineales, en particular @ lo es. Asi,

1Q(z +y) — Qz —y)|% LR +y) + Q@ -yl
2 2

=2/|QW)||E+2/1Q ()%
Finalmente, de (1)

21QIIE + 211Q@)I1% = 2ll=l* + 2yl = 2(|=|* + Iy,

tal y como se queria.

3. Pruebe que el cerrado E = {f € C[0,1] : f(0) =0} C C]0, 1] no es reflexivo.

Lema 7. Sea E reflexivo. Pruebe que todo funcional lineal continuo alcanza su
norma. Esto es, para todo ¢' € E', existe x € E, ||z|| = 1 tal que ||¢|| = |p(z)].

Usamos el Lema: sea ¢ € E’ dado por

o(f) = / f(tydt.

Si f(0) =0, 1
/O f(t)dt' <1,V f.

Asi, ¢ nunca alcanza su norma.

4. Pruebe que el espacio ¢, para p # 2 no es de Hilbert.

Supongamos que ¢, es un espacio de Hilbert. Entonces debe satisfacer para
todos u, v:
2||ull + 2[[v[l; = llu+ v} + lu— vl

Tomemos u = e; = (1,0,...,0,...) y v =e3 = (0,1,0,...,0,...). Por lo tanto,
por la altima igualdad, tenemos

4 = 22/20 + 22/;0

Necesariamente p = 2. Por otro lado, si p = 2, es facil verificar que £ es un
espacio de Hilbert.

5. Sea F un espacio vectorial real con producto interno. Pruebe que el operador
T:E—FE, T)(y) = (z,y), Ve, y€eFE

esta bien definido. Esto es, T'(x) € E’ para todo « € E, es lineal continuo e
isometria.
Claramente T es lineal pues

T(z)(Ay1 +y2) = (2, \y1 + y2) = (z, Ay1) + (2, y2) = AT (2)(y1) + T'(z)(y2).



Luego, es continuo pues, dado € > 0, si tomamos ||y — yo|| < = ﬁ

I1T(x)(y) — T(x) (o)l = Kz, y) — (=, yo)|| = [z, y — yo)l <[] - |ly — woll <e.

Maés ain, se trata de una isometria pues

IT@)| = sup {I(x5)[} = <xx> = lal.

llyll<1 |||

6. Sean (Z,)neN Y (Yn)nen dos sucesiones en la bola unitaria cerrada de un
espacio de Hilbert. Pruebe que si (z,,y,) — 1, entonces ||z, — y,|| — 0.

Tenemos
<xn —Yn,Tn — yn> = <xn7$n> - <xnayn> - <ynaxn> + <yn7yn>~

Ahora bien, (x,,x,) = (Yn,yn) = 1. Pero, como (z,,y,) = 1y (Yn,zn) =
(Tn,Yn), concluimos.

7. Sean (zn)nen ¥ (Yn)nen dos sucesiones en la bola unitaria cerrada de un
espacio de Hilbert. Pruebe que si (z,,y,) — 1, entonces ||z, — yn|| — 0.

Procedemos por induccion. Primero, si [z1] = [y1], 1 = ay;. Luego, como
[lz1]] = |lya]l = 1, |a| = 1. Ahora, supongamos el resultado valido para n = k:
[®1,-+ y2k] = [y1, -+ ,Yk] ¥ Tn = anyn con |a,| = 1. Entonces, si [z1, ..., Tg41] =
[yla 3] yk-i—l]

k+1

Ye+1 = Z Ai;.
j=1

Como los vectores son ortogonales entre si,

k+1
0= (Yr+1,Y5) = <Z Aixi,ajxj> = \a;.

j=1

Como @; # 0, \; =0paraj =1,..., k. Porende, ypt1 = Apy1Zr11 ¥ [Aeg1| = 1.



