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Indicaciones generales:

� Duración: 120 minutos.

� Materiales o equipos a utilizar: apuntes de clase.

� Está permitido el uso de material de consulta o equipo electrónico.

� La presentación, la ortografía y la gramática de los trabajos in�uirán en

la cali�cación.

Puntaje total (tarea): 20 puntos.

Cuestionario:

Pregunta 1

Considere el espacio C[−1, 1] de funciones reales continuas sobre el intervalo [−1, 1]. De-
�na

||f ||1 =
∫ 1

−1

|f(x)|dx, f ∈ C[−1, 1].

Resuelva lo siguiente:

a) Muestre que || · ||1 es una norma.

b) Muestre que C[−1, 1] tiene dimensión in�nita.

c) Demuestre que C[−1, 1], con la norma || · ||1 no es completo.

d) Proponga una norma tal que C[−1, 1] es completo con dicha norma.

a) Veri�camos que ∫ 1

−1

|f(x)|dx = 0

si y solo si f(x) = 0 (la función idénticamente nula). Esto pues nos movemos en el espacio
de las funciones continuas. Existe entonces x0 ∈ [−1, 1] tal que f(x0) ̸= 0. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que f(x0) > 0. Entonces, por la continuidad, existe una
vecindad de x0, contenida en [−1, 1], que denotamos N (x0), en la cual f(x) > 0. En

1



efecto, de no ser el caso, por un lado, al ser f continua, dado ε = f(x0)
2

> 0, existe δ > 0
tal que

|f(x)− f(x0)| < ε, x ∈ B(x0, δ) ∩ [−1, 1].

Empero, si suponemos que f(x) ≤ 0 en toda vecindad de x (en particular en N (x0) =
B(x0, δ) ∩ [−1, 1])

|f(x0)− f(x)| ≥ |f(x0)− 0| = |f(x0)| = f(x0),

lo cual es una contradicción. Así, si f ̸= 01 Luego,

||λf ||1 =
∫ 1

−1

|λf(x)|dx =

∫ 1

−1

|λ| · |f(x)|dx = |λ|||f ||1

||f + g||1 =
∫ 1

−1

|f(x) + g(x)|dx ≤
∫ 1

−1

|f(x)|+ |g(x)|dx = ||f ||1 + ||g||1.

b) Para probar que C([−1, 1]) tiene dimensión in�nita usamos los siguientes resultados:

1. Si E, espacio vectorial, posee una base que posee un número �nito de elementos,
entonces E es �nito dimensional, y la dimensión de E es el número de elementos
de la base2. Si E no posee una base con cardinalidad �nita, entonces E es in�nito
dimensional.

2. Un espacio vectorial E es in�nito dimensional si y solamente si para todo n ∈ N
uno puede encontrar un conjunto de n vectores linealmente independientes.

Consideremos el siguiente conjunto que ciertamente está contenido en E = C([−1, 1])

P =

{
p(x) : [−1, 1] → R, p polinomio; p(x) =

n∑
k=0

akx
k, n ∈ N

}
.

Ahora, en P consideremos X = {1, x, x2, ...} = {xj}j∈N. Dado n ∈ N, a�rmamos que
{1, ..., xn} ⊂ X es linealmente independiente sin importar el n ∈ N. Ciertamente {1} lo
es. Luego, dado n ∈ N, supongamos que {1, ..., xn, xn+1}n∈N es linealmente dependiente.
Podríamos escribir

xn+1 =
n∑

j=0

ajx
j = q(x).

Sin embargo3,

lim
x→∞

q(x)

xn+1
= lim

x→∞

∑n
j=0 ajx

j

xn+1
=

∞∑
j=0

aj

{
lim
x→n

xj

xn+1

}
= 0.

1Nótese que se está haciendo implícitamente uso del hecho que N (x0) no tiene medida de Lebesgue

nula.
2Un conjunto de vectores linealmente independientes y que generan el espacio.
3Si fuese el caso, limx→∞

q(x)
xn+1 = 1.
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Esto pues limx→∞
xj

xn+1 = 0 para todo j ∈ {0, ..., n}. Otra opción de demostrar este
resultado es derivando

∑n
j=0 ajx

j e ir igualando los coe�cientes a 0. En conclusión,

{1, x, ..., xn+1} es l.i. para cualquier n ∈ N.

c) Consideremos el espacio de funciones continuas (C[−1, 1], || · ||1) y consideremos la
sucesión de funciones fk : [−1, 1] → R de�nidas por fk(x) = 1 si x ∈ [−1, 1/2], fk(x) =
1− k

(
x− 1

2

)
si x ∈ (1/2, 1/2 + 1/k] y fk(x) = 0 para x ∈ (1/2 + 1/k, 1], con k ≥ 3. Para

k = 1, 2 tomamos la función idénticamente nula. Veamos que esta sucesión es de Cauchy.
Dado ϵ > 0, para m y ℓ su�cientemente grandes, con m > ℓ tenemos

||fm − fℓ||1 ≤
∫ 1/2+1/m

1/2

(m− ℓ)

(
x− 1

2

)
dx+

∫ 1/2+1/ℓ

1/2+1/m

(
1− ℓ

(
x− 1

2

))
dx

=
m− ℓ

2m2
+

1

ℓ
− 1

m
− ℓ(m2 − ℓ2)

2m2ℓ2

≤ 5

ℓ
< ϵ.

En efecto, basta tomar ℓ > 1 + ⌊5/ϵ⌋. Luego, por de�nición, la sucesión es de Cauchy.
Ahora bien, sea f ∈ C[−1, 1]. Para todo k ∈ N

||fk − f||1 =
∫ 1

−1

|fk(x)− f(x)|dx (1)

=

∫ 1/2

−1

|1− f(x)|dx+

∫ 1/2+1/k

1/2

|fk(x)− f(x)|dx+

∫ 1

1/2+1/k

|f(x)|dx (2)

Supongamos que fk converge en la norma || · ||1 a cierta f ∈ C[0, 1]. En dicho caso, como
todos los términos son positivos en (2)

lim
k→∞

∫ 1/2

−1

|1− f(x)|dx = 0 y lim
k→∞

∫ 1

1/2+1/k

|f(x)|dx = 0.

Esto implica, dado que f ∈ C[0, 1], que

f(x) = 1, ∀ x ∈ [−1, 1/2), y f(x) = 0, ∀ x ∈ (1/2, 1].

Sin embargo, para cualquier valor que se le asigne a f(1/2), f sería discontinua (¾por
qué?); lo cual es una contradicción pues supusimos que f ∈ C[−1, 1]. Así, no existe
f ∈ C[−1, 1] tal que fk → f en la norma || · ||1.

d) Considere la norma || · ||∞. Para probar que el espacio C[−1, 1] de funciones continuas
en el intervalo [−1, 1] es completo con respecto a la norma del supremo, mostraremos que
toda secuencia de Cauchy en C[−1, 1] converge a una función en C[−1, 1]. La norma del
supremo, o norma uniforme, para una función f de�nida en [−1, 1] se da por:

∥f∥∞ = sup
x∈[−1,1]

|f(x)|.

Paso 1: De�niciones y Preliminares - Un espacio métrico es completo si toda
secuencia de Cauchy en el espacio converge a un límite que también está en el espacio. -
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Una secuencia (fn) de funciones en C[−1, 1] es de Cauchy respecto a la norma del supremo
si, para todo ϵ > 0, existe un N tal que para todos m,n ≥ N , tenemos:

∥fm − fn∥∞ = sup
x∈[−1,1]

|fm(x)− fn(x)| < ϵ.

- Esto signi�ca que la diferencia entre cualquier dos funciones en la secuencia se vuelve
arbitrariamente pequeña uniformemente sobre el intervalo [−1, 1] a medida que m y n se
hacen grandes.

Paso 2: Convergencia Uniforme - Dado que (fn) es una secuencia de Cauchy
en C[−1, 1] con respecto a la norma del supremo, para cada ϵ > 0, existe un N tal
que para todos m,n ≥ N , |fm(x) − fn(x)| < ϵ para todo x ∈ [−1, 1]. - El criterio de
convergencia uniforme establece que si (fn) es una secuencia de funciones tal que fn → f
uniformemente, entonces f es continua si cada fn es continua.

Paso 3: Convergencia a una Función Límite - De�nimos una función f en
[−1, 1] tomando el límite puntual: f(x) = limn→∞ fn(x) para cada x ∈ [−1, 1]. - Debemos
mostrar que este límite existe. Por el criterio de Cauchy para la convergencia, la secuencia
(fn(x)) es de Cauchy para cada x �jo, y dado que R es completo, el límite existe para
cada x. Por lo tanto, f está bien de�nida.

Paso 4: Continuidad de la Función Límite - Para demostrar que f es continua,
tome cualquier x ∈ [−1, 1] y cualquier ϵ > 0. Ya que la secuencia (fn) converge uniforme-
mente a f , existe un N tal que para todos n ≥ N y todo y ∈ [−1, 1], |fn(y)− f(y)| < ϵ/3.
- Además, fN es continua, por lo que existe un δ > 0 tal que si |y − x| < δ, entonces
|fN(y)− fN(x)| < ϵ/3. - Para |y − x| < δ, tenemos:

|f(y)− f(x)| ≤ |f(y)− fN(y)|+ |fN(y)− fN(x)|+ |fN(x)− f(x)| < ϵ/3 + ϵ/3 + ϵ/3 = ϵ.

- Así, f es continua.
Paso 5: Conclusión - Dado que f es el límite uniforme de una secuencia de funciones

en C[−1, 1] y es ella misma continua, f ∈ C[−1, 1]. - Por lo tanto, C[−1, 1] es completo
bajo la norma del supremo.

Esto completa la prueba de que C[−1, 1] es un espacio métrico completo con respecto
a la norma del supremo.

Pregunta 2

Sea M ⊂ E no vacío, E espacio normado. Pruebe que

M⊥ = {φ ∈ E : φ(x) = 0, ∀ x ∈ M}

es un subespacio cerrado de E ′.

Para probar que M⊥ es cerrado en E ′, probamos que dada {φn}n∈N sucesión en M⊥ que
converge a un φ ∈ E ′, se tiene que φ ∈ M⊥. Primero, como φn → φ en || · ||L(E,K) (la
norma estándar en el espacio de operadores lineales), dado x ∈ E y ε > 0 existe N ∈ N
tal que

|φ(x)− φn(x)| ≤ ||φ− φn|| · ||x|| < ε||x||, n > N. (3)

Evaluando en un x ∈ M (�jo pero arbitrario):

|φ(x)| < ε||x||,
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pues φn(x) = 0, ∀ x ∈ M, n ∈ N. Por el ε principio, φ(x) = 0. Además esto se nota del
hecho que, a partir de (3)

φ(x) = lim
n

φn(x) = lim
n

0 = 0, ∀ x ∈ M.

O sea, φ ∈ M⊥.

Pregunta 3

Sea E = K[x] con K = R o C, dotado de las operaciones usuales. Responda las siguientes
cuestiones

a) De una norma para E.

b) Pruebe que E con cualquier norma no puede ser un espacio de Banach.

a) Dado p ∈ K[x], p(x) =
∑n

k=0 akx
k, ak ∈ K, de�namos

||p|| =
n∑

k=0

|ak|.

Veamos que se trata de una norma.

1. Ciertamente ||p|| ≥ 0 pues |ak| ≥ 0, ∀ k = 0, ..., n.

2. ||p|| = 0 si y solamente si p = 0 (polinomio nulo). En efecto, si p = 0, ak = 0.

Luego, 0 ≤ |ak| ≤
n∑

k=0

ak︸ ︷︷ ︸
=||p||

= 0. O sea, ||p|| = 0 =⇒ ak = 0, ∀ k.

3. Dado λ ∈ K: λp =
∑n

k=0(λak)x
k. Así,

||p|| =
n∑

k=0

|λak| =
n∑

k=0

|λ| · |ak| = |λ| ·
n∑

k=0

|ak| = |λ| · ||p||.

4. Finalmente, por la desigualdad triangular, sean p =
∑n1

k=0 akx
k y q =

∑n1

k=0 bkx
k en

K[x]. Sin pérdida de generalidad supongamos que n1 ≤ n2

||p+ q|| =
n1∑
k=0

|ak + bk|
n2∑

k=n1+1

|bk| ≤
n1∑
k=0

|ak|+
n2∑
k=0

|bk| = ||p||+ ||q||

con la salvedad que, si n1 = n2,
∑n2

k=n1+1 |bk| = 0. Nótese que se hace uso de la
desigualdad triangular en K.

b) Supongamos que es posible encontrar una norma tal que E = K[x] sea de Banach.
Consideremos los conjuntos An = {1, x, ..., xn} y Fn = ⟨An⟩. Primero, Fn es subespacio
de dimensión �nita. Por ende, es de Banach (Prop. 1). Por el supuesto de que E es
de Banach, Fn es cerrado. También tiene interior vacío (para cualquier n) pues, caso
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contrario, dado p ∈ Fn existe δ > 0 de forma que B(p, δ). Si tomamos q ∈ E, y de�nimos

el polinomio r = p+ δq
2||q|| ∈ B(p, δ), q = 2||q||(r−p)

δ
∈ Fn. Esto es imposible dado que Fn no

genera K[x] (considerar xn+1). De ahí,

K[x] =
⋃
n∈N

Fn.

Por el Teorema de Baire, existe Fn0 de interior no vacío. Sin embargo, esto es una
contradicción. Por ende, no se puede tornar completo a K[x].

Proposición 1. Todo espacio normado de dimensión �nita es de Banach.

Proof. Dado {xj}j∈N de Cauchy en un espacio de dimensión �nita V , con base {e1, ..., en},
puesto que dos normas son equivalentes en dimensión �nita, dado ε > 0 existen C1 > 0,
N ∈ N : ℓ,m > N tales que

C1|xℓk − xmk| ≤ C1

n∑
k=1

|xℓk − xmk|︸ ︷︷ ︸
||xℓ−xm||1

≤ ||xℓ − xm|| < ε.

Acá xℓk es la k−ésima coordenada de xℓ (lo mismo para xm). Como K es completo, ∀ k :
{xjk}ℓ∈N es de Cauchy y convergente: limj→∞ xkj = xk ∈ K. De�namos x = (x1, ..., xn).
Entonces, xj → x ∈ V . En efecto, nuevamente por la equivalencia de normas:

lim
j

||xj − x|| ≤ C2 lim
j

n∑
k=1

|xjk − xk| = 0.

Pregunta 4

Sea E un espacio de Banach, F normado y T ∈ L(E,F ) isometría lineal. Muestre que
T (E) es cerrado en F .

Sea yn ∈ T (E). Veamos que yn → y ∈ T (E). Como yn ∈ T (E), yn = T (xn), xn ∈ E.
Luego, si yn → y, yn es de Cauchy. Así, usando el hecho que T es isometría

||yn − ym|| = ||T (xn)− T (xm)|| = ||T (xn − xm)|| = ||xn − xm|| < ε.

E es de Banach. Así, xn → x ∈ E. Luego, {T (xn)} es de Cauchy. Ahora, como T es
isometría, ||Tx|| ≤ 2||x||, es continua. Así, T (xn) → T (x). Por la unicidad del límite,
yn → T (x) = y ∈ T (E).

Pregunta 5

Sea E un espacio normado separable. Pruebe que existe una sucesión (φn) ∈ E ′ tales
que ||φn|| = 1 para todo n y para todo x ∈ E, ||x|| = supn |φn(x)| (cuando K = C) y
||x|| = supn φn(x) en el caso K = R.
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Sea (xn)n≥1 una secuencia densa en E. Existe φn ∈ E ′ tal que ||φn|| = 1 y φ(xn) = ||xn||.
Dado x ∈ E,

||x|| = sup
x∈B′

E

|φ(x)| ≥ sup
n

|φn(x)|.

Por otro lado, la densidad garantiza que x = xj para algún j o que existe una sub-sucesión
xnk

→ x. En el primer caso:

||x|| = ||xj|| = φj(xj) = |φj(xj)| ≤ sup
n

|φn(xj)| = sup
n

|φn(x)|.

En el segundo caso, x− xnk
→ 0 y por lo tanto, φnk

(x− xnk
) → 0 y φnk

(xnk
) = ||xnk

|| →
||x||. Entonces,

φnk
(x) = φnk

(x− xnk
) + φnk

(xnk
) → ||x||.

Se sigue que |φnk
(x)| → ||x||. Así,

||x|| ≥ sup
n

|φn(x)|.

Tarea

Entregar en Paideia hasta las 8pm del sábado 27 de abril.

a) Supongamos que F es un subespacio de un espacio normado E y que φ ∈ F
′
. Muestre

que el conjunto de todas las extensiones de Hahn-Banach de φ es convexo.

b) Sea (xn)n≥1 una sucesión en un espacio de Banach E tal que
∑∞

n=1 |φ(xn)| < ∞ para
todo φ ∈ E ′. Muestre que sup||φ||≤1

∑∞
n=1 |φ(xn)| < ∞.

Profesor del curso: Percy Fernández.

San Miguel, 26 de abril del 2024.
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