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Indicaciones generales:

� Duración: 110 minutos.

� Materiales o equipos a utilizar: sin apuntes de clase.

� No está permitido el uso de ningún material de consulta o equipo electrónico.

� La presentación, la ortografía y la gramática de los trabajos in�uirán en la cali�cación.

Puntaje total: 20 puntos.

Cuestionario:

Pregunta 1 (5 puntos)

Sea E un espacio normado de dimensión in�nita y S = {x ∈ E : ||x|| = 1} la esfera unitaria. Pruebe que

S
σ(E,E′)︸ ︷︷ ︸

clausura de S en la topología σ(E,E′)

= {x ∈ E : ||x|| ≤ 1}︸ ︷︷ ︸
=B

.

Sea x0 ∈ E con ||x0|| ≤ 1. Queremos probar que x0 ∈ S
σ(E,E′)

. Esto es, dada una vecindad Vx0 de
x0 en σ(E,E′), Vx0 ∩ S ̸= ∅. Luego, podemos asumir que

Vx0 = {x ∈ E : |φi(x)− φi(x0)| < ε, i = 1, ..., k}

con ε > 0, φi ∈ E′. Ahora, �jemos y0 ∈ E no nulo, tal que φi(y0) = 0 para todo i. Dicho y0 existe pues,
caso contrario, Φ : E → Rk tal que Φ(x) = (φ1(x), ..., φk(x)) sería inyectiva y φ sería un isomor�smo con
φ(E), lo cual implica que dim(E) ≤ k: contradicción pues E es in�nito dimensional. Luego, de�namos
ψ(t) = ||x0 + ty0||. Esta función es continua y es tal que g(0) < 1 y limt→∞ g(t) = +∞. Entonces,

∃ t0 : ||x0 + ty0|| = 1 (valor intermedio). Luego, x0 + t0y0 ∈ Vx0
∩ S y así, S ⊂ B ⊂ S

σ(E,E′)
. Basta

probar que B es cerrado para concluir:

B =
⋂

φ∈E′, ||φ||≤1

{x ∈ E : φ(x) ≤ 1}

︸ ︷︷ ︸
intersección de cerrados pues φ∈E′

.

Pregunta 2 (5 puntos)

a) Sean E un espacio re�exivo y φ ∈ E′. Demuestre que existe x ∈ E no nulo tal que φ(x) = ||x|| · ||φ||.

b) Sea E un espacio normado. Demuestre que si (xn)n∈N en E converge débilmente a x ∈ E, entonces la
sucesión es limitada.

a) En un espacio re�exivo, todo funcional alcanza su norma. Así,

||φ|| = sup
ψ∈BE′′

|ψ(φ)| = sup
||x||≤1

||JE(x)(φ)||

= sup
||x||≤1

||φ(x)|| = sup
||x||=1

||φ(x)|| = |φ(x0)|.
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O sea, ||φ|| · ||x0|| = |φ(x0)|. Luego, usando una rotación (estamos en C)1 concluimos.

b) Como xn →︸︷︷︸
w

x, φ(xn) → φ(x). Luego, {φ(xn)}n∈N es acotada (pues converge). Entonces, por

Banach-Steinhauss2, concluimos que ||xn|| <∞, o sea {xn : n ∈ N} es acotada.

Pregunta 3 (5 puntos)

Considere el espacio C[0, 1] con la norma || · ||∞. Pruebe que el operador

T2 : C[0, 1] → C[0, 1], T2(f)(x) =

∫ x

0

f(s)ds

es compacto y no tiene autovalores.

El operador es compacto por Arzelá-Ascoli.

|T2(f)(x)− T2(f)(x0)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(s)ds

∣∣∣∣ ≤M |x− x0| < ε

para δ = ε
M . Por otro lado, |T2(f)(x)| < xM .

Concluyamos que no posee autovalores. De tenerlos,∫ x

0

f(s)ds = λf(x) =⇒ Cex/λ = f(x), C ̸= 0.

Sin embargo, T (f)(0) = 0 ̸= C.

Pregunta 4 (5 puntos)

Pruebe que todo conjunto no vacío y abierto de la topología débil de un espacio de dimensión in�nita es
ilimitado.

Un abierto de la topología débil es de la forma V =
⋂n
i=1 φ

−1
i (Ai). Luego, si x ∈ V , tenemos que

X =
⋂n
i=1 ker(φi) ̸= {0} (caso contrario T : E → Kn, dada por x → (φ1(x), ..., φn(x)) sería inyectivo) y

así, x+ tv ∈ V para todo t ∈ R, con v ∈ X.

Profesor del curso: Percy Fernández.

San Miguel, 28 de junio del 2024.

1Nunca se indica lo contrario.
2T : E′ → ℓ∞, T (φ) = (φ(xn))n∈N: supφ ||Tφ|| = supφ ||φ(xn)|| = supn ||xn|| < ∞
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