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Indicaciones generales:
e Duracién: 110 minutos.
e Materiales o equipos a utilizar: sin apuntes de clase.
e No estd permitido el uso de ningin material de consulta o equipo electrénico.
e La presentacion, la ortografia y la gramatica de los trabajos influiran en la calificaciéon.

Puntaje total: 20 puntos.

Cuestionario:

Pregunta 1 (5 puntos)

Sea E un espacio normado de dimension infinita y S = {z € E : ||z|| = 1} la esfera unitaria. Pruebe que
—o(B.E'
g7 —{zeE: ||lz]| <1}
—
clausura de S en la topologia o(E,E’) —B

—o(E,E'
Sea x¢ € E con ||zg|| < 1. Queremos probar que xy € 57 ED

zg en o(E,E"), V,, NS # 0. Luego, podemos asumir que

. Esto es, dada una vecindad V, de

Voo ={z € E:|pi(z) — pi(zo)| <e, i =1,...,k}

con ¢ > 0, p; € E'. Ahora, fijemos yo € E no nulo, tal que ¢;(yo) = 0 para todo i. Dicho yy existe pues,
caso contrario, ® : £ — R¥ tal que ®(x) = (¢1(z), ..., pr(z)) seria inyectiva y ¢ seria un isomorfismo con
¢(E), lo cual implica que dim(E) < k: contradiccién pues E es infinito dimensional. Luego, definamos
¥(t) = ||xo + tyol|. Esta funcion es continua y es tal que ¢g(0) < 1 y lims o g(t) = +00. Entonces,

Jto: ||zo + tyo|| = 1 (valor intermedio). Luego, xg + toyo € Vyo NS y asi, S C B C 575 ) Basta
probar que B es cerrado para concluir:

B= ﬂ {reE: px) <1}.
el |lolI<1

interseccién de cerrados pues pcE’

Pregunta 2 (5 puntos)
a) Sean F un espacio reflexivo y ¢ € E’. Demuestre que existe € F no nulo tal que ¢(x) = ||z|| - ||¢]|-

b) Sea E un espacio normado. Demuestre que si (z,),cn en E converge débilmente a x € E, entonces la
sucesion es limitada.

a) En un espacio reflexivo, todo funcional alcanza su norma. Asi,

llell = sup [o(p)[ = sup [|Je(z)(P)ll

$EB g 2] <1
= sup [lp(@)]| = sup |lp(@)[] = | (zo)l-
llal| <1 2l =1



O sea, ||¢|| - ||zol] = l¢(z0)|. Luego, usando una rotacion (estamos en C)E concluimos.

b) Como z, — z, ¢(x,) — @(x). Luego, {¢(z,)}nen es acotada (pues converge). Entonces, por

w
Banach—Steinhausﬂ concluimos que [|z,|| < 0o, o0 sea {z,, : n € N} es acotada.
Pregunta 3 (5 puntos)

Considere el espacio C|0, 1] con la norma || - ||o. Pruebe que el operador

Ty : C[0,1] = C[0,1], Ta(f)(x) = /Oxf(s)ds

es compacto y no tiene autovalores.

El operador es compacto por Arzela-Ascoli.

< Mz —z9| <e

T2(f)(2) = To(f)(xo)| =

/ f(s)ds

Concluyamos que no posee autovalores. De tenerlos,

para § = 1. Por otro lado, |Ta(f)(z)| < xM.

/OI f(s)ds = Af(z) = Ce*/* = f(z), C#0.

Sin embargo, T'(f)(0) =0 # C.
Pregunta 4 (5 puntos)

Pruebe que todo conjunto no vacio y abierto de la topologia débil de un espacio de dimensién infinita es
ilimitado.

Un abierto de la topologia débil es de la forma V = M, »;'(A;). Luego, si # € V, tenemos que
X =i, ker(p;) # {0} (caso contrario T : E — K", dada por  — (¢1(z), ..., pn(x)) seria inyectivo) y
asi, x +tv € V para todot € R, con v € X.

Profesor del curso: Percy Fernandez.

San Miguel, 28 de junio del 2024.

INunca se indica lo contrario.
2T : B = oo, T(9p) = (¢(zn))nen: sup,, ||Tel| = sup, |l¢(zn)]| = sup,, ||zn|| < oo



