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Indicaciones generales:
e Duracién: 110 minutos.
e Materiales o equipos a utilizar: sin apuntes de clase.
e No estd permitido el uso de ningtn material de consulta o equipo electrénico.
e La presentacion, la ortografia y la gramatica de los trabajos influiran en la calificacién.

Puntaje total: 20 puntos.

Cuestionario:

Pregunta 1 (5 puntos)

a) Verifique, considerando K = C, que las funciones f, (z) = \/#27@""”7 n € 7 forman un sistema ortonor-

mal en Lo[—m,7].

a) Notar que (f,,, fm)=1si m =ny 0 si m # n. Para esto, notar que

(f0) = [ s

y einT — e—inT,

b) (Es cierto que el sistema ortonormal formado por las funciones f,(z) = %eim, n € Z es completo?

2
Justifique.
Usar la representacion por series de Fourier y densidad (S. Weierstrass).
Pregunta 2 (5 puntos)

2.1) Sea H un espacio de Hilbert y T': H — H un operador lineal tal que (T'(z),y) = (z,T(y)), para
todo =,y € H. Pruebe que T es continuo. Sugerencia: use el Teorema del Gréfico Cerrado.

Usamos el Teorema del Grafico Cerrado. Si probamos que el grafico de T' es cerrado, al ser H de Banach,
T es automaticamente continuo. Tenemos entonces (z,,Tz,) — (z,y). Queremos probar que Tx = y.
Esto es lo mismo que probar que (z,Tx) = (z,y) para cualquier z. Veamos

(z,y) = li7rln<z,Txn>
= h}zn<TZ’ Zn)
=(Tz,zx)
= (z,Tzx).

Asi pues, concluimos lo solicitado.

2.2) Sea E un espacio vectorial con producto interno y T': E — E. Pruebe, considerando K = C, que si
(T'(z),z) = 0 para todo x € E, entonces T' = 0.



Tenemos
(T(az + by), azx + by) = |a|*(Tx, x) + ab(Tx,y) +ab(Ty,z) + [b|*(Ty,y)
= ab(Tz,y) + ab(Ty,z) = 0.

Usando a = 1,b =14 y luego a =i, b = 1, se concluye. El asunto no vale en el caso real, basta considerar
la rotaciéon por 6 = /2 grados.

Pregunta 3 (4 puntos)
Sea M C E cerrado. Pruebe que M C (M*1)*, y que si E es reflexivo, M = (M~+)+.
Tenemos las siguientes definiciones:
M+ ={peE: ox)=0,VYzecM}
(MM ={v e B": 4(p) =0,V pe M}

Entonces, si # € M, tomando Jg(z) = v, ¥(p) = ¢(z) = 0 para todo ¢ € M*. Si E es reflexivo, para
todo ¢ € E”, existe x tal que Jg(z) = v, con ¥(p) = p(z) = 0.

Pregunta 4 (6 puntos)

4.1) Sea E un espacio con producto interno. Sean S; = {z, : n € N} y S = {y, : n € N} conjuntos
ortonormales en F tales que [z1,- - ,2z,] = [y1, - ,Yn] para cada n € N. Muestre que existe una sucesion
(ay) de escalares con modulo 1 tales que y, = apxy,.

Procedemos por induccién. Primero, si [z1] = [y1], 1 = ay1. Luego, como ||z1]| = [|ly1]] = 1, |a] = 1.
Ahora, supongamos el resultado valido para n = k: [z, -+ ,xk] = [y1, - ,Yk] ¥ Tn = an¥yn con |a,| = 1.
Entonces, si [z1, ..., Z41] = [y1, -, Yr41]

k41

Ykt = D il
=1

Como los vectores son ortogonales entre si,

k+1
0= <yk+17yj> = <Z )\ixi,&jl‘j> = Ajaj.

j=1
Como a@; # 0, A\; =0 para j =1,..., k. Por ende, yp41 = Mgt1Zh41 ¥ |Apg1| = 1

4.2) Analice si el cerrado E = {f € C[0,1] : f(0) = 0} C C[0,1] es o no reflexivo. Considere la norma

I Moo
Usar que en un espacio reflexivo, todo funcional lineal alcanza su norma.

4.3) Sea E un espacio normado. Pruebe que, dados ¢1,p2 € E', p1 # o, existe f € Jg(FE) tal que
fle1) # flp2).

Tenemos
JE B — E"
x— Jp(z): ¢ = o(x).

Entonces, como @1 # o, existe z € E tal que p1(x) # ¢a(z), tomando f € Jg(E), f = Jeg(z),
concluimos lo solicitado.
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