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Cuestionario:

Pregunta 1 (5 puntos)

a) Veri�que, considerando K = C, que las funciones fn(x) = 1√
2π
einx, n ∈ Z forman un sistema ortonor-

mal en L2[−π, π].

a) Notar que ⟨fn, fm⟩ = 1 si m = n y 0 si m ̸= n. Para esto, notar que

⟨f, g⟩ =
∫ π

−π

f(x)g(x)dx

y einx = e−inx.

b) ¾Es cierto que el sistema ortonormal formado por las funciones fn(x) =
1√
2π
einx, n ∈ Z es completo?

Justi�que.

Usar la representación por series de Fourier y densidad (S. Weierstrass).

Pregunta 2 (5 puntos)

2.1) Sea H un espacio de Hilbert y T : H → H un operador lineal tal que ⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T (y)⟩, para
todo x, y ∈ H. Pruebe que T es continuo. Sugerencia: use el Teorema del Grá�co Cerrado.

Usamos el Teorema del Grá�co Cerrado. Si probamos que el grá�co de T es cerrado, al ser H de Banach,
T es automáticamente continuo. Tenemos entonces (xn, Txn) → (x, y). Queremos probar que Tx = y.
Esto es lo mismo que probar que ⟨z, Tx⟩ = ⟨z, y⟩ para cualquier z. Veamos

⟨z, y⟩ = lim
n
⟨z, Txn⟩

= lim
n
⟨Tz, xn⟩

= ⟨Tz, x⟩
= ⟨z, Tx⟩.

Así pues, concluimos lo solicitado.

2.2) Sea E un espacio vectorial con producto interno y T : E → E. Pruebe, considerando K = C, que si
⟨T (x), x⟩ = 0 para todo x ∈ E, entonces T = 0.
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Tenemos

⟨T (ax+ by), ax+ by⟩ = |a|2⟨Tx, x⟩+ ab⟨Tx, y⟩+ ab⟨Ty, x⟩+ |b|2⟨Ty, y⟩
= ab⟨Tx, y⟩+ ab⟨Ty, x⟩ = 0.

Usando a = 1, b = i y luego a = i, b = 1, se concluye. El asunto no vale en el caso real, basta considerar
la rotación por θ = π/2 grados.

Pregunta 3 (4 puntos)

Sea M ⊂ E cerrado. Pruebe que M ⊂ (M⊥)⊥, y que si E es re�exivo, M = (M⊥)⊥.

Tenemos las siguientes de�niciones:

M⊥ = {φ ∈ E′ : φ(x) = 0, ∀ x ∈M}
(M⊥)⊥ = {ψ ∈ E′′ : ψ(φ) = 0, ∀ φ ∈M⊥}.

Entonces, si x ∈ M , tomando JE(x) = ψ, ψ(φ) = φ(x) = 0 para todo φ ∈ M⊥. Si E es re�exivo, para
todo ψ ∈ E′′, existe x tal que JE(x) = ψ, con ψ(φ) = φ(x) = 0.

Pregunta 4 (6 puntos)

4.1) Sea E un espacio con producto interno. Sean S1 = {xn : n ∈ N} y S2 = {yn : n ∈ N} conjuntos
ortonormales en E tales que [x1, · · · , xn] = [y1, · · · , yn] para cada n ∈ N. Muestre que existe una sucesión
(an) de escalares con módulo 1 tales que yn = anxn.

Procedemos por inducción. Primero, si [x1] = [y1], x1 = ay1. Luego, como ||x1|| = ||y1|| = 1, |a| = 1.
Ahora, supongamos el resultado válido para n = k: [x1, · · · , xk] = [y1, · · · , yk] y xn = anyn con |an| = 1.
Entonces, si [x1, ..., xk+1] = [y1, ..., yk+1]

yk+1 =

k+1∑
j=1

λixi.

Como los vectores son ortogonales entre sí,

0 = ⟨yk+1, yj⟩ =

〈
k+1∑
j=1

λixi, ajxj

〉
= λjaj .

Como aj ̸= 0, λj = 0 para j = 1, ..., k. Por ende, yk+1 = λk+1xk+1 y |λk+1| = 1.

4.2) Analice si el cerrado E = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0} ⊂ C[0, 1] es o no re�exivo. Considere la norma
|| · ||∞.

Usar que en un espacio re�exivo, todo funcional lineal alcanza su norma.

4.3) Sea E un espacio normado. Pruebe que, dados φ1, φ2 ∈ E′, φ1 ̸= φ2, existe f ∈ JE(E) tal que
f(φ1) ̸= f(φ2).

Tenemos

JE : E → E′′

x→ JE(x) : φ→ φ(x).

Entonces, como φ1 ̸= φ2, existe x ∈ E tal que φ1(x) ̸= φ2(x), tomando f ∈ JE(E), f = JE(x),
concluimos lo solicitado.
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