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Indicaciones generales:

� Duración: 110 minutos.

� Materiales o equipos a utilizar: sin apuntes de clase.

� No está permitido el uso de ningún material de consulta o equipo electrónico.

� La presentación, la ortografía y la gramática de los trabajos in�uirán en la cali�cación.

Puntaje total: 20 puntos.

Cuestionario:

Pregunta 1 (5 puntos)

a) Veri�que, considerando K = C, que las funciones fn(x) = 1√
2π

einx, n ∈ Z forman un sistema ortonor-

mal en L2[−π, π].

b) ¾Es cierto que el sistema ortonormal formado por las funciones fn(x) =
1√
2π

einx, n ∈ Z es completo?

Justi�que.

Pregunta 2 (5 puntos)

2.1) Sea H un espacio de Hilbert y T : H → H un operador lineal tal que ⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T (y)⟩, para
todo x, y ∈ H. Pruebe que T es continuo. Sugerencia: use el Teorema del Grá�co Cerrado.

2.2) Sea E un espacio vectorial con producto interno y T : E → E. Pruebe, considerando K = C, que si
⟨T (x), x⟩ = 0 para todo x ∈ E, entonces T = 0.

Pregunta 3 (4 puntos)

Sea M ⊂ E cerrado. Pruebe que M ⊂ (M⊥)⊥, y que si E es re�exivo, M = (M⊥)⊥.

Pregunta 4 (6 puntos)

4.1) Sea E un espacio con producto interno. Sean S1 = {xn : n ∈ N} y S2 = {yn : n ∈ N} conjuntos
ortonormales en E tales que [x1, · · · , xn] = [y1, · · · , yn] para cada n ∈ N. Muestre que existe una sucesión
(an) de escalares con módulo 1 tales que yn = anxn.

4.2) Analice si el cerrado E = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0} ⊂ C[0, 1] es o no re�exivo. Considere la norma
|| · ||∞.

4.3) Sea E un espacio normado. Pruebe que, dados φ1, φ2 ∈ E′, φ1 ̸= φ2, existe f ∈ JE(E) tal que
f(φ1) ̸= f(φ2).
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