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Indicaciones generales:
e Duracion: 110 minutos.
e Materiales o equipos a utilizar: sin apuntes de clase.
e No esta permitido el uso de ningtin material de consulta o equipo electrénico.

e La presentacidn, la ortografia y la gramaética de los trabajos influiran en
la calificacién.

Puntaje total: 20 puntos.

Cuestionario:
Pregunta 1 (6 puntos)
Sea E un espacio normado y F' C E subespacio cerrado. Entonces, demuestre que:

a) Dado z € E,
el = inf [z = o]l

define una norma en E/F (el espacio cociente).
b) Si E es de Banach, E//F también es de Banach (seguimos usando la misma norma).

c) Sim:E — E/F es tal que m(x) = [z], entonces ||7(x)||g/r < ||2]|5.
a) Primero, dados z,y € E'y u,v € F

[z +ylll <z +y +u+ ol <[z +ul] + |y + ol

as{ pues,
Il + 9l < i€ ||+ ul| + inf [y + o]l = [|fa]l| + 5]l

Dado a € K, usando que F' es subespacios (u € F < \u € F)

lfea]ll = inf [laz +ul| = inf |af[|z + ul| = [af - [|2]]].
Queda probar que ||[z]|| = 0 implica [z] = 0.
inf ||z 4+ u|| =0
ueF
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implica que existe u,, € F' tal que u,, — x. Como F es cerrado, x € F', por lo que [z] = 0.

b) Veamos que E/F es completo. Probaremos que dada ([x,,]) € E/F,con)_ ||[z,]||g/r <
oo, entonces » . [z,] = [y| € E/F. Para cada n, escojamos 6,, € [z,] tal que

160l < I[lznlllp/r +27".

Entonces, > ||0,]|r < co. Al ser E completo, Y 6, — 6 € E. Notando que

> lwal = [0] =) 6, —0+F,
‘ > 0,—0

n
por lo que ) [x,] — [0] y asi, E/F es completo.
Note que estamos usando: si la convergencia absoluta implica convergencia, entonces
el espacio es de Banach.

<

)

E

> [zl — [6]

n

¢) Simplemente

|7 (@)|]| = [|[=]||e/F
= inf ||z +ullg < ||z — 0l = [|7|[e.
uel’

Pregunta 2 (4 puntos)

Sea (E,||-||g) un espacio normado real. Pruebe que el funcional de Minkowski de la bola
abierta B(0, 1) coincide con || - || ).

Sea C'= B(0,1). Sia > 0 es tal que z/a € C, entonces ||z|| < a. Luego, ||z||r < pc(z).
Luego, para todo € > 0

2 5

T = po () < 1

=[] + ¢ |zl + ¢

Asi, po(z) < ||z|| + €. Haciendo € — 0, concluimos.
Pregunta 3 (6 puntos)
a) Sean E) y Ej espacios normado y T' € L(E, Es). Pruebe que

17| = sup{[p(T'(z))| : ¢ € By, © € Bp, }.
Acéd By es la bola unitaria.

b) Sea E un espacio normado y F' C E subespacio de E. El anulador de F esta definido
por
Fr={pcFE :px)=0, VaecF}

Pruebe que F’ es isomorfo a E'/F*.

a) Por un lado,
(T DI < Il - 1T @) < el - [T 1]
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Tomando sup,
sup  |jo(T(x))[| < [IT].

SDGBEé ,IEGBEl

Ahora bien, por otro lado,
IT]| = sup [|T(z)]

$€BE1

Dado ¢ > 0, existe z,, € Bg, tal que ||T'(z,)|| +¢ > ||T||. Luego, por HB (Corolario),
encontramos funcional ¢ con (T (x,)) = ||T(x,)|| ¥ ||¢]| = 1. Para 6 € (0,1) se sigue
que

sup{le(T'(x))| : ¢ € Bry, © € Bg,} = [0¢(T(2n))]
= O[T ()]
> 0(||T]] — ).
Haciendo ¢ — 0y # — 1 (o sea vale para todo 6 € (0,1)), se sigue que
sup{|o(T(x))| - ¢ € Bey, © € By, } = |[T]].
b) Defina T : E'/F+ — " con T([¢])(x) = o(z) para todo p € E' y x € F. Se cumple
que esta bien definido, es lineal, isometria y sobreyectivo. Ahora bien, F* es de Banach

(PC2), usando el Ejercicio 1 de la PC y el TFA (ya tenemos que T es sobreyectivo),
concluimos que T es un isomorfismo.

Pregunta 4 (4 puntos)

a) De un ejemplo de una funcién que no sea continua pero que su grafico sea cerrado.

b) Sea T : E — E', E espacio Banach, tal que T'(x)(z) > 0 para todo z € E. Pruebe
que T es acotado.

a) Hay muchos ejemplos, puede considerar f(z) =1/x, x >0y f(0) =0.
b) Sea x,, = 0y T(x,) — ¥ # 0. Ha de existir y € F tal que ¥(y) > 0.

0 < Ty — 2a) Ay — n) = NT(y)(y) — AT (za)(y) + T(Ay — 2)(2).
Tomando limite,

NT(y)(y) — M(y) > 0.

Pero, para A arbitrariamente chico, esto no es asegurado. Por ende, T' es acotado (con-
tinuidad).

Por TGC: z,, = x, T(x,) — ¢ € F',
(Tzn, = Ty)(2n —y) 20 = (¢ = Ty)(z —y).
Hagamos y = x + tz. Entonces,
0 < (p =T —tTz)(tz) = t(p(2) — T(x)(2)) — T (2)(2).

Para todot € R = ¢(2) = T(x)(2). O sea T'(z) = ¢. Con el TGC concluimos (aca se
usa la propiedad de F).

Profesor del curso: Percy Fernandez.

San Miguel, 10 de mayo del 2024.



