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1. Sean
1
E={fecC0,1]: f(0)=0}y F:{fGE: /0 f(t)dt:O}.

A continuacién considere que || - || £ || - ||oo (es decir, la norma sup).
a) Pruebe que E es un subespacio cerrado de C[0,1].
b) Pruebe que F' es un subespacio cerrado de E.

¢) Muestre que no existe ¢ € E tal que ||¢|| =1y [lp—f|| > 1,V feF.

a) Ya sabemos que (C[0,1], ]| - ||oo) es de Banach. Asi, dadas f, € E, f, — f €
C[0,1]. Debemos probar que f € E. Dado € > 0, existe N € N tal que, para
n > N:
i | fu(x) = f@)] < sup |fu(z) = f(@)] = |Ifn — flleo <&
z€[0,1]

Esto se cumple en particular en z = 0. Asi,

lim_£,,(0) = 0= f(0).

n— o0
Asi, FE es cerrado en C[0,1]. El hecho que sea un subespacio (asi como en (b))

es directo.

b) Probemos ahora que F es cerrado en E. Tomemos f,, € F: continuas y tales

que fo fn(t)dt = 0. Luego, fijemos € > 0. Para n suficientemente grande

(fn dt‘/ | fu(t —f(t)\dté/o o = Flloodt = [[fn = flloo <.
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Luego, ) )
— [ fa dt.
0= [ e~ [ s

c) Sea ¢ € E tal que |[¢]|cc = sup;epo.1) [¢(t)| = 1. Tenemos que

/01 gp(t)dt' <1

Sin embargo, como ¢(0) = 0 y es continua,

1
/ go(t)dt‘ =a<1.
0

Consideremos ahora

P(t) = min{l,@} ek

para € lo suficientemente chico de forma que fol ¥ (t)dt > a. Entonces, haciendo

P(t) = p(t) — mw(t) eF
y
¢ — ¢l < 1.
2.

a) Pruebe que todo subespacio propio de un espacio normado tiene interior

vacio.

b) Sea T € 6/2 definida como T'((z)nen) = > e “n. Pruebe que T es con-

n=1

tinuo.

a) Sea F' C F subespacio propio de E'y supongamos que tiene interior no vacio.
Sea entonces u € F de forma que existe U abierto u € U C F. Entonces, el
abierto

V=U—-u={zrecE:2+uecl}

es una vecindad del 0 € E. Asi, en particular, existe B(0;¢) C F pues F es

cerrado por adicién. Si z € F, no nulo, entonces

€
——1x € B(0;¢€).
2]J||



Pero entonces, como F' es cerrado bajo la multiplicacién por un escalar, x € F.

Esto significa que F' = E, lo cual es una contradiccion.

b) Simplemente

o0
71| = sup{[|T(n)|| : D |wnl* < 1}
n=1
oo 1 oo
zsup{ an-f : Z|mn2§1}
n=1 n n=1
o0 1 o0
<sup {Z |zn| - — Z |z,|? < 1}
n=1 n n=1

o0

e 0
<sup{ S el |31/ S e < 1
n=1 n=1

n=1
2
<y G @)l
2
<A/ —-
— Ve

a) Considere un funcional lineal ¢ : E — K no nulo sobre un espacio normado

E. Pruebe que si el ntcleo de ¢ no es denso entonces ¢ es continuo.

b) Demuestre que {f,(x) = " : n € N}, es denso en C(]0, 1]). Luego, pruebe
quesi f € C(]0, 1]) satisface fol f(z)e"*dx = 0 para todo n, entonces f =0
en todo [0, 1].

Si ¢ es discontinuo, entonces veremos que necesariamente Ker(p) es denso. En
efecto, si probamos esto, obtenemos lo solicitado pues, si el nicleo de ¢ no es
denso y ¢ no es continuo', entonces el niicleo de ¢ seria denso: contradiccion.
Sea entonces ¢ no continuo. Existe una sucesion z, tal que |o(x,)| > n|lz,||-
Tomando ||z,|| =1, |¢(z,)| > n. Ahora, sea © € Ker(p) y sea

p(z)
o(an)

INo se cumple que sup{|p(z)|: = € E, ||z|| <1} < co.

Yn =T —

n-




Ciertamente, y,, € Ker(y) para todo n. Mas aun,

B Hﬁ(x%

p(z)
o(xn)

n

|yn—x|=H \w.

Asi, z € Ker(f). Como z fue arbitrario, Ker(f) = E. O sea, el ntcleo es denso.

b) Sea f € C]0, 1]. Definamos g(t) = f(Int) sobre [1,e]. La funcién es continua
por composicién. Por el Teorema de Stone-Weierstrass, dado € > 0 existe un

polinomio p(t) sobre [1, ¢] tal que

p(t) —g(t)] <e.

Haciendo t = €7,

<e.

Z apet” — fx)
k=0

O sea, {fn(z) : n € N} es denso en C]0, 1]. Ahora bien, supongamos que

/1 f(z)x"dr =0
0

para todo n € N:

/01 f2(x)dx

/0 F@)(f(2) - Pu(x))dz

1
< [ @)l 1) = Patolde
0
Por ende, f(z) = 0. Nunca importé el intervalo. Finalmente, haciendo x = Iny,
1 e
/ f(z)x"dx :/ fny)y"ldy =0 = f=0.
0 1

4. Sean E y F espacios de Banach y T,Ty,T5, ... operadores en L(E, F) tales
que T,,(z) — T'(x) para todo x € E. Muestre que, para todo compacto K C E,

sup ||, (&) — T(a)]] = 0.
K

S

Supongamos por contradicciéon que podemos encontrar ¢y > 0 tal que, para

alguna sub-sucesion {T,,, } y =, se tiene que

T (i) = T ()| = €0



Tendremos, al ser K compacto, que x,, — z (por comodidad de notaciéon no

cambiamos la subsucesion)

€0 < [T (wny) = T, )|
= [|Toy (@) = T(@n,) + (T = Ty ) (@) = (T = Ty ) (2) ]
< (T = T) (@) + (T, = T)(@ = )
<(Tnye = TY (@) + [Ty, = T[lI(2 — )l

Pero entonces, como ||(T,,, — T)(x)|| = 0, ||[(x — zn,)|| = 0y ||Th, — T|| <
[|T||+||T0, || < 0o, obtenemos una contradiccion. El hecho que ||T'||+||T,, || < oo

es consecuencia de Banach-Steinhaus. En efecto, V « € F, como T,,(z) — T'(z),
ITn(@l < o =0+ [[T@)Il, V0 = sup{||ITn[[} < oo.
ne

Lo mismo para ||T’|| pues T es continuo por el Corolario de Banach-Steinhaus.



