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En estas notas de clase nos proponemos demostrar el teorema de representacion de la
utilidad esperada. Nos basamos fundamentalmente en Mas-Colell et al. (1995).

1 Preliminares

Definicién 1.1. Una loterfa es una lista L = (p1,--- ,py) con p, >0y Egzl pp = 1.1
Denotamos por .Z el espacio de todas las loterfas A(X).

Definicién 1.2. Una preferencia > sobre .Z es continua si y solamente si para
cualesquiera L, L', LL € £, se cumple que

{ae0,1]:al+ (1 —a)l' = L"} C[0,1]
{a€0,1]: L" > aL+ (1 —-«a)L'} C[0,1]
son cerrados en [0, 1] con la topologia usual de R inducida sobre el intervalo [0, 1].

Las preferencias sobre . son entonces continuas si alteraciones menores en las
probabilidades no alteran el orden.

Definicién 1.3. > sobre . cumple el axioma de independencia si V L, L', L" € £y
a € (0,1) se tiene que

LL'<sal+(1—-a)l" =al'+(1—-a)L".

Definicién 1.4. U : Z — R tiene forma de utilidad esperada si existe (uy, - - ,uy) € RY
talque VL = (p1, - ,py) € L

N
U(L) = Z T
n=1

A U*® se le conoce como funcion de utilidad esperada de von-Neumann-Morgenstern.
1

pn =P{X = 2x,}, donde z,, es uno de los outcomes y X : Q@ — X = {z1,--- ,z,}.
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Proposicién 1.1. Una funcion de utilidad U : . — R tiene una representacién por
utilidad esperada si y solamente si es lineal. Esto es,

K K
U <Z OékLk> = Z OékUe(Lk)a
k=1 k=1

para cualesquiera Ly, -+ ,Lx € £y ay > 0 tales que Zszl ap = 1.

Proof. Denotemos por " = (0,---,1,---,0) a la loteria que le asigna probabilidad 1 al
outcome z,. Entonces, para cualquier L € &,

N
L= anén.
n=1
Entonces, si U€ es lineal,
N N N
UL)=U (Zp(W) = Z U = anun.
n=1

Por el contrario, si U tiene la forma de una funcién de utilidad esperada, dadas las loterias
L17"' 7LKa Lk = (plfa >pé€v) y ag, -+, CON Z]I::lak: 1 y o 207

K N K K N K
U (Z OékLk> = Zun (Z ozkpfl> = Zak (Z Unpi) = Z OékUe(Lk).
k=1 n=1 k=1 k=1 n=1 k=1
O

Proposicién 1.2. Sea U : £ — R una utilidad de von-Neumann-Morgenstern para =
definida sobre .. Entonces, U es otra funcién de utilidad de von-Neumann-Morgenstern
que representa = si y solo si existen § > 0y v € R tales que

U(L)=pU(L)+~, VLeZL.

Proof. Sean L, L € £ tales que L = L > L para toda L € Z. La existencia de dichas
loterfas viene asegurada por el hecho que el simplex es un compacto y U(-) al ser lineal
es continua. Si L ~ L, entonces toda funcién de utilidad es constante y el resultado es
inmediato. Supongamos entonces que L > L. Entonces,

K K
U (Z Oszk> = BU (Z OékLk> +7
k=1 k=1




De este modo, U tiene una forma de utilidad esperada. Ahora bien, sean U(-) y U(-) con

forma de utilidad esperada. Veamos que existen § > 0y v € R tales que U = U + 7.

Para ello, sea L € . cualquiera y A, € [0,1] tal que U(L) = ALU(L) + (1 — A\p)U(L).
De este modo,
U(L) - U(L)
U(L) - U(L)
Como A\ U(L) + (1 — A)U(L) = UAL + (1 — A)L) y U() representa a =, L ~

AL + (1 — Ap)L. Ahora bien, como U también es lineal,

L:

U(L) =U\ L+ (1—\)L) =A(U(L) = U(L)) + U(L).

Usando la expresion para Ar, se deduce que

g U@ UL
~UL) - U(L)
v=U(L) - U(L) gg:g%) |

O
Example 1.1. Considere el juego del ejemplo 7?7, donde los pagos estaban dados por:
Nadal: A Nadal: M
Federer: A (0,1) (1,0)
Federer: M (1,0) (0,1)

Aplicando invarianza lineal (proposicién 1.2), el siguiente juego es equivalente al original

Nadal: A Nadal: M
Federer: A (0,0) (500, —1)
Federer: M | (500,—1) (0,—-1)

Note que los pagos de Federer se multiplicaron por # = 500 y a los de Nadal se les sumod
v =—11.

2 Teorema de la utilidad esperada

El teorema que estamos a punto de demostrar, nos dice que si un agente de decision tiene
preferencias sobre el espacio de loterias que satisfacen la propiedad de continuidad y el
axioma de independencia, entonces su preferencia puede ser representada por una funcién
de utilidad esperada U.

Teorema 1. Suponga que una preferencia racional = sobre £ satisface la propiedad
de continuidad y el axioma de independencia. Entonces, > admite una representacion
por funcién de utilidad esperada. Esto es, podemos asignar ntmeros reales uq, -+, uy
de manera que para cualesquiera dos loterias L,/ € £ con L = (p1, -+ ,pn) ¥

L/ = (pllﬂ e 7p;1)7

N N
L=L'& Y patn > > Dyt
n=1 n=1
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Proof. La prueba se divide en varias etapas. Primero, tomamos L y L tales que
L = L = L para toda L € & (tal y como se hizo en la proposicion anterior). Si
L ~ L, el resultado es inmediato y trivial. Por ende, supongamos que L > L.

1. Paso 1: si L > L'y a € (0,1), entonces L = aL + (1 —a)L’ = L'. Esto es
consecuencia del axioma de independencia:

L=aL+(1-a)L=al+(1-a)l' =al' +(1-a)l'=L"

2. Paso 2: sean a, 3 € [0,1]. Entonces SL + (1 — B)L = aL + (1 — a)L si y solo si
£ > «. Escribamos
BL+(1=B)L=9L+ (1 =9)aL+(1-a)L],

con y = [13:—2“ € (0,1]. Sabemos que L = oL + (1 — a)L por el paso 1. Por ende,

YL+ (1 —9)(aL+ (1 —a)L) = aL+ (1 —a)L

y por ende SL + (1 — B)L - al + (1 — a)L. Para la conversa, supongamos que
B < a. Sison iguales, 5L+ (1 — )L ~ oL+ (1 — OL)L' Supongamos entonces que
B < «a. Se sigue, por los mismos argumentos, que oL + (1 — «)L = SL+ (1 — ) L.

3. Paso 3: para toda L € .Z, existe un tinico ay, tal que [arL + (1 — ap)L] ~ L. La
existencia es consecuencia de la continuidad y la unicidad del paso 2.

4. La funcién U° : £ — R tal que asigna a L el valor o, es la que representa a >=. En
efecto, por el paso 3, dadas L, L € &

L > L' & OéLZ—F (1 — OéL)L >~ Oéle—i- (1 — OéL/)L

Asi, L = L' si y solo si ay, > ayy.

5. Paso 5: la funcién de utilidad U(-) que le asigna o, a L € £ es lineal, y por ende,
tiene la forma de utilidad esperada. Lo que queremos es probar que

VL, L'e %, Be€l0,1]: UPBL+(1—p)L")=pU(L)+ (1—p)U(L).
Por definicién, L ~ U(L)L+(1—U(L))Ly L' ~U(L')L+ (1—U(L"))L. Por ende,
aplicando dos veces el axioma de independencia,
BL+ (1= B)L' ~ BU(L)L+ (1 = U(L))L] + (1 = B)L'
~ BU(L)L+ (1 = U(L)L] + (1 = B)[U(L)L + (1 = U(L))L].
Re-agrupando términos,

BL+(1=B)L ~[BUL)+ (1= BUL)L+ (1 —BUL) — (1= BU(L))L.

De este modo, concluimos que
U(BL+(1—pB)L") = BU(L) + (1 — BU(L).
m

El teorema 1 nos permite concluir que las curvas de indiferencia en el simplex son
hiperplanos, rectas paralelas si nos situamos en N = 3. Sin pérdida de generalidad, si
tomamos 1 como Ly 2 como L, dado L € A, con 3 % 1 0 2,

Jape0,1]: apL+(1—a)L~L, VLEZL.
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3 Argumento de Separacion

Estas notas quedrian incompletas sin presentar una prueba alternativa al Teorema 1,
basada en uno de los resultados mas notables del Anélisis Convexo: el Teorema de
Separacion. Seguimos a Gilboa (2009).

Nuevamente vamos a considerar que X es un conjunto finito. Sin embargo, la extension
al caso infinito pasa por elementos de anélisis funcional. Sean L,L' € ¥ Cc R™. Por lo
tanto, L — L' € RY. Considere los conjuntos

A={L-LeR": L=1'}

B={L-L'eR": L'~ L}.

Ciertamente, se cumple que L” = L" si y solo si L”" — L € A. Del mismo modo,
L" = L" siysolosi L" — L" € B. Esto para cualesquiera L”, L € . Ahora bien, el
objetivo es probar que tanto A como B son convexos. Esto es consecuencia del axioma
de independencia. Supongamos que L — L', L” — L' € A y consideremos para « € [0, 1]

aL-L)+(1—-a)(L"—L")=(aL+ (1 —a)L") — (al' — (1 —a)L").
Entonces, como L = L'y L” = L", por el axioma de independencia, aplicados 2 veces,
aL+(1—a)l" = ol +(1—a)L".

Asia(L—L)Y+ (1 —a)(L" = L") =(aL+ (1 —a)L") — (/! — (1 —a)L") € A. Por
un mismo procedimiento, concluimos que B es convexo. Ahora bien, es claro que A es
cerrado y B abierto usando la topologia que se usa en la definicién de continuidad de las
preferencias sobre el espacio de loterias. Esto es, una vecindad de L € £ se define como

U {aL+ @ —a)l: ae(0,e)},

L'ez

para €7, > 0. Asi, por el teorema de separacion, existe un funcional lineal que separa los
conjuntos. Este funcional lineal es justamente U€ y es tal que

U(alL+ (1 —a)Ll')=aU(L)+ (1 — a)U*(L)).

Lima, 4 de Octubre, 2024.
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