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1. Juegos Estaticos con Informaciéon Completa

En esta seccion, se considera el caso en el cual los jugadores de un juego (jugado-
res, acciones y funciones de pago) escogen simultdneamente sus acciones y enseguida
reciben sus pagos en funcién de la combinacién de acciones escogidas. Ademas, asu-
mimos informacién completa, esto es, el pago que recibe cada consumidor en funcién
de la combinacién de acciones es de conocimiento publico. Empezamos la presenta-
cién con un ejemplo casico.

Ejemplo 1.1. Dilema del prisionero. Dos sospechosos son arrestados y acusados de
un crimen. La policifa carece de evidencia suficiente para acusar a los sospechosos, a
menos que uno de ellos confiese. De este modo, los separan en celdas distintas y les
explican las consecuencias de sus decisiones. Si ninguno de los dos confiesa, serdn
acusados por un cargo menor y arrestados por un mes. Si ambos confiesan, serdn
arrestados por 6 meses. Finalmente, si uno confiesa y el otro no, el que confes6 sera
liberado inmediatamente, mientras que el otro sera sentenciado a 9 meses en prision.
Esta situacién puede ser resumida a través de la siguiente tabla:

Sospechoso 2 no confiesa | Sospechoso 2 confiesa
Sospechoso 1 no confiesa (-1, -1) (-9, 0)
Sospechoso 1 confiesa 0,-9) (-6, -6)

En este juego, cada jugador tiene dos estrategias disponibles: confesar o no confesar.
Los pagos estdn resumidos por la tabla. Luego de introducir algunas definiciones,
volveremos a este problema.

Definition 1.1. Representaciéon normal de un juego. La representaciéon normal de
un juego con n—jugadores especifica el espacio de estrategias para cada jugador,
S1,- -+ ,Su, y sus funciones de pago uy, - - - , u,. Denotamos este juego por

G:{{l/...,n}lsll...’Sn’ul’...,un}‘ (1)

Observacion. En el ejemplo del dilema del prisionero, el término accién y estrategia
se confunden. Sin embargo, es importante precisa la diferencia. Una accién es una
eleccion puntual que un jugador realiza en un momento especifico del juego. En
este caso, cada prisionero tiene dos acciones disponibles: cooperar (C) o delatar (D).
Una estrategia, en cambio, es un plan de accién completo que especifica qué accion
tomard un jugador en cada posible situacion en la que deba tomar una decisién. En el
Dilema del Prisionero en su forma estdndar (un juego de una sola etapa), la distincién
puede parecer sutil, ya que cada jugador elige una tnica accién. Sin embargo, en
versiones repetidas del juego o en situaciones donde la informacién se desarrolla
secuencialmente, la diferencia se vuelve clave. En una version repetida, por ejemplo,
una estrategia podria ser cooperar en la primera ronda y luego imitar la accién del
oponente en rondas posteriores (estrategia de Tit-for-Tat), mientras que una accién
especifica en una ronda serfa simplemente cooperar o delatar.

Observacién. Si bien hemos mencionado que los jugadores escogen sus estrategias
simultdneamente, esto no debe interpretarse en el sentido mds literal: no significa
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necesariamente que en el mismo preciso segundo escogen su accion. Es suficiente
que cuando uno de los jugadores escoge, no sabe qué escogieron los demas.

1.1. Eliminacidn iterativa de estrategias estrictamente dominadas

Volvamos al ejemplo del dilema del prisionero. Si uno de los dos confiesa, el otro
también busca confesar pues prefiere pasar 6 meses en prisién que 9. Por otro lado, si
uno no confiesa, el otro prefiere confesar pues seria liberado inmediatamente. De este
modo, para el prisionero i, no confesar estd dominado por confesar: para cualquier
estrategia que escoja j, el pago que recibe i por no confesar es menor a si confiesa.

Definition 1.2. En la forma normal de un juego G = {Sy,---,Sy, 1, -+ , Uy}, sean s,
y s/ estrategias en S;. Decimos que la estrategia s/ es estrictamente dominada por la
estrategia s” si para cualquier combinacién factible de estrategias de los otros juga-
dores, el pago que recibe i jugando s/ es estrictamente mayor al pago que recibe por
jugar s’. Matematicamente:

/ !
Mz'(SL' “ ,Si—1,5;,Si+1, ,Sn) < Mz'(SL' ©,8i-1,8;,8i+1, " ,Sn),

para toda combinacién de estrategias (51, - ,Si—1,Si+1,* - ,Sn) € Hj;éi Si=5_

Los jugadores racionales nunca juegan estrategias estrictamente dominadas pues, ca-
so contrario, su utilidad no es maximizada .

Ejemplo 1.2. Considere el siguiente juego:

Izquierda | Centro | Derecha
Arriba (1, 0) (1,2) 0, 1)
Abajo ©,3) 0, 1) (2,0)

El jugador 1 tiene como acciones arriba y abajo, mientras que el jugador 2 tiene como
acciones izquierda, centro y derecha. Rapidamente notamos que jugar derecha para el
jugador 2 es una estrategia estrictamente dominada por jugar centro. De este modo,
si el jugador 1 sabe que 2 es racional, puede eliminar de la tabla la estrategia derecha.
Asi, la tabla queda

Izquierda | Centro
Arriba (1, 0) (1,2)
Abajo ©,3) 0, 1)

Luego, bajo esta configuracion, ahora resulta que para el jugador 1 jugar abajo queda
estrictamente dominado por jugar arriba. Asi, la tabla se reduce a

Centro
(1,2)

Izquierda
(1,0)

Arriba

Este procedimiento de eliminacién se llama eliminacion iterativa de estrategias domina-
das.



Lamentablemente, no siempre podemos aplicar el procedimiento descrito por el
Ejemplo 1.2. Por ejemplo, podemos considerar la siguiente situacién (piedra, papel o
tijera):

Piedra | Papel | Tijera
Piedra | (0,0) | (-1, 1) | (1,-1)
Papel | (1,-1) | (0,0) | (-1,1)
Tijera | (-1,1) | (1,-1) | (0, 0)

Por ese motivo, se introdujo un nuevo concepto mucho mas fino, poderoso y aplicable
a mas contextos.

1.2. Equilibrio de Nash

Definition 1.3. En un juego con n jugadores, con representacién normal (1), las estra-
tegias {s},- - - s} constituyen un equilibrio de Nash si, para cada jugador i, s} es la
mejor respuesta para el perfil de estrategias {si‘,- . ,sl’-‘fl,sfﬂ,- R
* * * % * * * * *
wi(Sy, -, Si 1,857,811, oSu) Z WilST, LS 1,80, 810 48n), Y Si € S
O sea, s; resuelve

< * * * *
maxX l/li(Sl, T 5151541, /Sn)'
5;€S;

Supongamos que (s}, - - ,s,) un perfil de estrategias, solucién del juego con re-

presentacién normal (1). Digamos que (s, - - ,s},) no es un equilibrio de Nash para
G. Esto es equivalente a decir que existe un jugador i tal que s/ no es la mejor res-

puesta a (s}, - ,sg_l,ng,- -+ ,sy,). Esto es, existe s! € S; tal que

/ / !/ !/ !/ / "/ !/
ui(s1, -+ ,8i_1,8iSiv1, Sn) < Ui(S1, " ,Si_1,57,Si41, " 1 5n)-

Esto es, si la teorfa ofrece estrategias (sj,---,s;) como solucién al problema, y no
es un equilibrio de Nash, entonces al menos uno de los jugadores tiene interés en
desviarse de la prediccién hecha por la teoria.

Un enfoque por fuerza bruta para encontrar un equilibrio de Nash pasa por ve-
rificar si cada combinacién de estrategias posibles cumple con las condiciones de
la definicién 1.3. Por ejemplo, en el dilema del prisionero, confesar-confesar es un
equilibrio de Nash.

Proposicién 1.1. Si (s}, - ,s;,) es la iinica estrategia que resulta de proceso iterativo de

eliminacion de estrategias dominadas, entonces (si,- - - ,sy,) es el iinico equilibrio de Nash del
juego.

Demostracion. De la proposicién 1.2, se sabe que los equilibrios de Nash sobreviven al
proceso de eliminacién iterativo. Por lo tanto, si probamos que la tinica estrategia no
eliminada es un EN, tenemos su unicidad pues cualquier otro hubiese sobrevivido. El
argumento es por contradiccién. Supongamos que (s, - - - ,s;;) sobreviven al proceso



iterativo de eliminacién (y es tinico). Supongamos que no es un EN. Entonces, existe
s; € S; tal que

*

* * * *
ui(sll"'lsi/"'lsn)<ui(sll"'lsil"'/sn)- (2)
Por el proceso de eliminacion, debe existir s! € S; tal que

l/li(Sl,"' ySirc rsi’l) < ui(51,' T /S;/"' lsl’l)

para toda combinacién s_; € S_;. Por lo tanto, en particular,
* * * / *
ui(sll...’si’...’sn)<ui(51,...,si,...’sn).

Si s} # s!, se contradice (2). Si s¥ # s/, entonces existe s/’ € S; que domina estricta-

mente s/. Si s? # s7, se repite el procedimiento. Dado que el conjunto de estrategias

(k) _ g =
= st.

es finito, este argumento se detiene en algtin punto de forma que s,
Proposicion 1.2. En un juego (1), si (sj,--- ,s;,) es un equilibrio de Nash, entonces sobre-
vive al proceso iterativo de eliminacion de estrategias dominadas.

Demostracién. Supongamos que (s}, - - ,s;) constituye un equilibrio de Nash y su-

pongamos que s; es la primera estrategia en ser eliminada. Esto significa que existe
1/
s; € S; tal que

* 1
ui(sll e ISi—llsj/Si-l-l/ e /Sn) < ui(sll 51y Si s Sit1s /Sn)/

para todo (s1,- - ,Si—1,5i+1,- - - ,Sn) que pueda ser formado con las estrategiasen S_;
que no han sido eliminadas. En particular,

* * * % * * * 1/ *
ui(sy, 871,87 /8i 1, oSy) < U8y, ,S{_1,8,5711, " ,Sn),

lo cual contradice que s* sea un EN. O

Observacion. Un equilibrio de Nash es un concepto de solucién mads fuerte que el de
eliminacién de estrategias estrictamente dominadas. Un equilibrio de Nash sobrevi-
ve al proceso de eliminacién iterativo. Sin embargo, puede que algunas estrategias
sobrevivan sin ser equilibrios de Nash.

Observacion. En 1950, John Nash demostrd, usando técnicas similares a las que se usan
para probar la existencia del equilibrio Walrasiano, la existencia de un equilibrio de
Nash para todo juego con un numero finito de jugadores, tal que |S;] < oo, con
eventualmente, estrategias mixtas (esto serd detallado mds adelante).

Ejemplo 1.3. La batalla de los sexos. Este ejemplo muestra la existencia de mas de
un equilibrio de Nash. Un hombre y una mujer estan intentando decidir el plan de
entretenimiento. Las dos opciones son Opera y Cine. Los pagos son los siguientes:

Opera | Cine
Opera 2,1) |1(0,0)
Cine | (0,0) | (1,2)

Entonces, tanto (Opera, Opera) como (Cine, Cine) son equilibrios de Nash.
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1.3. Aplicaciones

Ejemplo 1.4. El duopolio de Cournot. Sean q; y g2 las cantidades de un producto
homogéneo producidas por una firma 1 y 2, respectivamente. Sea P(Q) = a — Q la
demanda de mercado, donde Q = g; + g2. Mds precisamente, P(Q) = a — Q para
Q <ayP(Q) =0para Q < a. Asuma que la estructura de costos de las firmas es
C(g;) = cq;. Asumimos que 0 < ¢ < a. Para analizar equilibrios de Nash, empeza-
mos planteando el juego bajo la forma (1). Para esto, necesitamos los jugadores, las
estrategias y los pagos. Ciertamente, los jugadores son 2, las 2 firmas. Luego, dado
que deben producirse cantidades positivas, S; = R. Podriamos ser méas especificos
y considerar [0, a]. Luego, cada firma resuelve

1;1% 7i(9i,q;) = 9i(P(q: +q;) — ) = qila — (9 + ;) — c].

Entonces, si (q7,4;) es un equilibrio de Nash, cada firma resuelve

méx gila — (q; +45) — c.

1=

Al hacer esto obtenemos la funcién o correspondencia de mejor respuesta del jugador
i. Asumiendo que q]’f < a — ¢ (luego veremos por qué es el caso), las CPO proveen

1 *
‘11':5(‘1—‘]]' —c).
Asi,
. A—qy;—cC
%:—22
* a—qi‘—c
B=T
De este modo,
a—c

. —c.
gi=dr=—F—<a-c

Ejemplo 1.5. El duopolio de Bertrand.! En el modelo de Bertrand, se compite en

'En el modelo de Bertrand, las empresas compiten fijando precios para un producto homogéneo.
Si una empresa fija un precio mayor que el de su competidora (p; > p2), entonces la demanda de
dicha empresa serd nula (g; = 0), ya que todos los consumidores preferirdn adquirir el producto més
barato. De forma similar, si p, > p1, la segunda empresa no tendria demanda (g2 = 0). Este incentivo
a subcotizar marginalmente al competidor (p; — p2 — €, con € > 0) conduce a una espiral descendente
de precios hasta que ambos se igualan al costo marginal (p; = p2 = c). En este equilibrio de Nash,
ninguna empresa tiene incentivos a modificar su precio, ya que cualquier incremento provocaria una
pérdida total de su demanda, mientras que cualquier disminucién resultaria en pérdidas. Ademas, la
demanda se divide equitativamente entre ambas empresas (71 = g2 = Q/2, donde Q es la demanda
total del mercado). Sin embargo, en este equilibrio, los beneficios de ambas empresas son nulos (71 =
my = 0), ya que el precio apenas cubre los costos. Este resultado, conocido como la paradoja de
Bertrand, ilustra cémo la competencia en precios entre empresas que producen bienes homogéneos
puede beneficiar a los consumidores al reducir los precios, pero genera beneficios nulos para los
productores.



precios. La cantidad que los consumidores demandan de la firma i es

qi(pi,pj) = a—pi+bpj, b > 0.

Nuevamente C(g;) = ¢q; con 0 < ¢ < a. El objetivo es encontrar equilibrios de Nash.
Las firmas resuelven

max 7 (pj, Pj) = qi(pi, Pj)(Pz’ —c)=(@a—pi+ ij)(Pi —c).

0<pi<co

Las CPO proveen
* 1 *
pi ==(a+ bp; + c).

Entonces, si (pj, p;) es un equilibrio de Nash,

1
p1 = E(Hbrfﬁ +c)
1
py = E(a + bp7 +¢).
Resolviendo las ecuaciones,
« % @ +c
P1 =P2= b

Ejemplo 1.6. El problema de los comunes. Considere 1 granjeros en una villa. Cada
verano, los granjeros llevan su ganado a pastar. Denotemos por g; el nimero de
animales que posee el granjero i. Asi, el niimero total de animales es G = } 1<, &;- El
costo de tener un animal es ¢ y no depende de cuantos animales el granjero ya tenga.
El valor de criar un animal cuando hay G animales pastando es v(G)?. Dado que
los animales necesita un minimo de comida, existe un nimero maximo de animales
que pueden coexistir: Gpax. Asi, v(G) > 0 para G < Gmax ¥ (G) = 0si G > Gpax-
Ademés, como los animales compiten por comida, debemos tener v'(G) < 0 para
G < Gmax Yy 7”(G) < 0 (agregar un animal al inicio genera poco impacto en los demas,
pero conforme hay mds animales, agregar uno tiene un impacto mayor negativo en
el resto). Durante la primavera, los granjeros deciden cuantos animales adquirir. Por
simplicidad, asumimos que este niimero es perfectamente divisible. Asi, el granjero
escoge ¢; € [0,00). Sin embargo, dadas las restricciones del problema, realmente
escoge sobre [0, Gmsx). El pago del granjero i viene dado por

n
8iv <Z 8j> — Cigi-
j=1

Entonces, si (g7, - , &) es un equilibrio de Nash, denotando g*; = g7 +---+ g/ ; +
854 + -+ g la CPO provee

v(gi+8%;) +8iv'(gi +85;) —c=0. 3)

2Depende de cudnto come la vaca.



De este modo, sustituyendo g; en (3) y sumando y dividiendo por n
* 1 * ./ *
v(G )+EG v'(G*)—c=0.
Note que esta solucién difiere de la solucién socialmente 6ptima:

max Gu(G) — Ge = o(G™) + G0/ (G*™*) —c=0.

G™ < G*.

La desigualdad G** < G* indica que en el equilibrio de Nash, los granjeros sobreex-
plotan el recurso comtin porque no internalizan el impacto negativo de su decisiéon
sobre el valor marginal v(G). En el equilibrio socialmente 6ptimo, se considera el
costo colectivo del uso excesivo del pastizal, lo que reduce el namero total de ani-
males a G**. Esto se debe a que en G**, el beneficio marginal de agregar un animal
(v(G) + Gv'(G)) iguala su costo marginal (c), mientras que en G*, solo se iguala
considerando el impacto individual del granjero (:Gv'(G)). La discrepancia surge
porque el costo total del deterioro del recurso no se distribuye adecuadamente entre
los usuarios en el equilibrio de Nash. Por ello, G* es mayor y menos eficiente que

G**.
1.4. Estrategias mixtas

Es sencillo notar que en el siguiente juego (matching-pennies), no hay ningtn
equilibrio de Nash:

Cara | Sello
Cara | (-1,1) | (1, -1)
Sello | (1,-1) | (-1, 1)

En este juego, dos jugadores tienen que escoger entre cara o sello. Si ambos escogen lo
mismo, el jugador 2 gana. Si escogen de manera diferente, el jugador 1 gana. De este
modo, una pregunta importante, en realcién con la observaciéon 1.2, es determinar
bajo qué condiciones podemos asegurar la existencia de un equilibrio de Nash. Con
este fin, introducimos lo que se conocen como estrategias mixtas.

Definition 1.4. Dado un juego (1), suponga que S; = {s;1, - - - ,six }. Entonces, una es-
trategia mixta para el jugador i es una distribucién de probabilidad p; = (pi1, - - - , pix),
donde 0 < pjy <1lparak=1,..,Ky 2,1521 pir = 1.

El concepto de estrategia dominada se extiende naturalmente al caso de estrate-
gias mixtas.

L R
T G-|[0-)
M (0/ ') (3/ ')
B (1/ ') (1/ ')




Bajo este esquema, sin tener en cuenta los pagos del jugador 2, podemos notar que
para cualquier creencia que tenga el jugador 1 (4,1 —¢), con g € (0,1) sobre lo que
hard el jugador 2, la mejor respuesta del jugador 1 es Tsig > 1/2y Mssig <1/2,
pero nunca B. Sin embargo, B no es estrictamente dominada ni por T o M. La clave
es que B es estrictamente dominada por un perfil de estrategias mixtas: si el jugador
1 juega T con probabilidad 1/2 y M con probabilidad 1/2, su valor esperado es 3/2,
mientras que jugando B es 1.

Definition 1.5. Dada una loteria L = (p1,--- ,pn) € A(X), donde X = {xq,---, x4},
definimos la utilidad esperada de dicha loteria como
n
US(L) =) piu(x;).

i=1

Definition 1.6. En un juego con forma normal (1), el perfil de estrategias mixto
{ri -, p;}, donde pi = (pj;, -+, pjx) constituye un equilibrio de Nash si y solo
si para cada jugador i,

Us(pi, p=i) = US(pir pZ3), ¥ Pi € A(Si)-
Teorema 1.1. (Nash 1950). En un juego (1), si n es finito, |S;| < oo para todo i, entonces

existe un equilibrio de Nash, que puede que involucre estrategias mixtas.

Demostracion. Si definimos la correspondencia de mejor respuesta

B:Ta(s) = A(S)
j=1 j=1

con
Bi(p*) = {pi € A(S]) : ui(p],p—i) = wi(pi, p—i), V pi € A(Si)}

la existencia de un EN se establece probando que B admite un punto fijo. Esto es
consecuencia del Teorema del Punto Fijo de Kakutani:

. ]—[}1:1 A(S]-) es convexo, compacto y no vacio,
» B es hemicontinua superior,

= y convexa.

1.5. Ejercicios (Gibbons, 1992)

Ejercicio 1.1. Considere el siguiente juego

L C | R
T |20 1,142
M| (34 | (1,2)] @203
B | (1,3) (0,230




Determine las estrategias que sobreviven al proceso iterativo de eliminacién y los
posibles equilibrios de Nash.

Solucién: B queda estrictamente dominada por T y, luego de eliminar B como estra-
tegia para el jugador 1, concluimos que C queda estrictamente dominada por R. Los
equilibrios de Nash son (M, L) y (T, R).

Ejercicio 1.2. Los jugadores 1 y 2 negocian sobre como repartir un délar. Ambos reci-
ben al mismo tiempo lo que desean tener: s1,s, con s; € [0,1]. Si s1 + s, < 1, reciben
su parte. Si s + s, > 1, ambos reciben 0. ;Cuél(es) es (son) el (los) EN en estrategias
puras de este juego?

Solucién: Los EN en estrategias puras son los pares

(s,1—s5), s €[0,1].

Ejercicio 1.3. Suponga que en un oligopolio de Cournot hay 7 firmas. Sea ¢, la cantidad
producida por la firma i y Q = Y/ ; ;. Considere la siguiente funcién inversa de
demanda P(Q) = a — Q (para Q < a, 0 caso contrario). Suponga ademds que C(g;) =
cq; donde 0 < ¢ < a. Determine (el/un) equilibrio de Nash y analice qué sucede
cuando n — oo.

Solucidn: el problema de maximizacién de cada firma es

mi=(p—c)gi=(@—-Q—c)gi= (a—§q}‘—qi—6> qi-
]1

Luego, la CPO provee

Aplicando la regla de Cramer, o simplemente por simetria, deducimos que

==
Asi,
.  a—c
ql _n+1'

Cuando n — oo, g7 — 0.

Ejercicio 1.4. Considere un duopolio de Cournot donde la funcién inversa de deman-
da es P(Q) = a — Q y considere esta vez que las firmas tienen costos marginales
distintos: ¢y, c2. Encuentre el equilibrio de Nash si 0 < ¢; < a/2. Analice qué sucede
sicy < cp <apero2cy > a+cy.
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Solucién: La firma 1 resuelve

max m; = (P—ci)q1=(@—-Q—c1)q1=(a—q1—q2—c1)q1-

La CPO provee
_ a—«_cr—12
ql 2 ‘
Un argumento similar provee
_a-c—q
qz 2 *
Asi,
¢ a—20+c . a—2c0+c
n = 3 s 02 = 3 :

Si0 < 2¢; < a, las cantidades son positivas y resuelven el problema. Por otro lado, si
2c) > a+cq, g5 = 0: la firma 2 deja de operar.

Ejercicio 1.5. Considere una poblacién de votantes distribuidos uniformemente a lo
largo del espectro politico, x = 0 es la izquierda y x = 1 la derecha. Cada uno de los
candidatos para una misma oficina escoge simultdneamente una plataforma de cam-
pafa x € [0,1]. Los votantes observan las plataformas y escogen a la més cercana. A
los candidatos solo les interesa ser elegidos. Si hay tnicamente 2 candidatos, deter-
mine el EN en estrategias puras. Suponga que si se escoge el mismo x, los votantes
se dividen entre el total de plataformas en el mismo x.

Solucién: Si x; y x; son las ubicaciones escogidas,

(1 — xi) + Xi;xj, six; > X;

ui(xi, xj) = 3 3, Si Xx; = X;

X; + %(x] - xi)/ six; < Xj.

Probaremos que (1/2,1/2) es el tinico EN. Analizamos todas las variantes posibles y
las descartamos:

» Caso x; =1/2, x; > 1/2: La firma j incremento sus pagos haciendo x; — x; —¢,
cone < Xj — Xj.

» Caso x; =1/2, x; < 1/2: La firma j incrementa sus pagos haciendo x; — x; +¢,
con e < x; — X;.

» Caso x; < 1/2, xi <1 /2: En este caso, si x; = Xj, a cualquiera de las dos firmas
le conviene moverse a xj + €. Si x; < xj, a x;j le conviene pegarse un poco més a
X;.
» Caso x; > 1/2, x; > 1/2: La situacion es andloga al caso anterior.
Si x; = x; = 1/2, entonces ninguna firma tiene incentivos de desviarse. Si k € {i, ]}

: . | —xj , . .
incrementa en € > 0, pierde —5—. Andlogo si reduce en & su posicién.
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Ejercicio 1.6. Encuentre el equilibrio con estrategias mixtas de Nash para el siguiente
juego en forma normal:

L R
T|(2,1)|(,2)
B|(1,2) (50

Solucidon:

L(g) | R(1—¢q)
T(p) 21| (072
B(l1—p)|(1,2)| (30)

Si J1 escoge T, le pagan en valor esperado 24, y debemos igualar esto al caso cuando
elige B, o sea, q = 3/4. Andlogamente para J, se deduce que p = 2/3.

Ejercicio 1.7. Dos firmas tienen una tinica vacante. Las firmas ofrecen salarios distintos
wy, wy tales que wy/2 < wy < 2w;. Imagine que hay dos trabajadores y cada uno
puede postular a solo una firma. Esto es, si aplican a diferentes firmas, reciben el
salario completo. Si aplican a la misma firma, la firma escoge uno al azar. Encuentre
el/los equilibrios de Nash de este juego.

Sea g la probabilidad de que el Jugador 2 aplique a la Empresa 1y (1 —g) la
probabilidad de que aplique a la Empresa 2. Andlogamente, p es la probabilidad de
que el Jugador 1 aplique a la Empresa 1y (1 — p) la probabilidad de que aplique a la
Empresa 2.

Empresa 1 | Empresa 2
Empresa 1 %wl, %wl w1, W
Empresa 2 Wy, Wq %wz, %wz

Solucidn: existen dos equilibrios de Nash en estrategias puras:

(Aplicar a Empresa 1, Aplicar a Empresa 2)

(Aplicar a Empresa 2, Aplicar a Empresa 1).

En un equilibrio de estrategias mixtas, el Jugador 1 establece p tal que el Jugador 2
es indiferente entre aplicar a la Empresa 1 o a la Empresa 2.

E,(Empresa 1) = [Ey(Empresa 2)

1 1
:>p-§w1+(1—p)~w1:p-wer(l—p)sz

2w — W
w1 + wo

12



Dado que 2wy > wy, 2w; — wy es positivo y p > 0. Para que p < 1 sea verdadero,
debe cumplirse que

2w1 %) 1

—=<1l=-w <wp

w1y + wy 2
Lo cual es verdadero. Ademads, dado que los pagos son simétricos, un analisis similar
revela que

. 2Z01 — Wy

ZU1+Z02.

Ejercicio 1.8. Muestre que las estrategias jugadas con probabilidad positiva en un
EN mixto sobreviven al proceso iterativo de eliminacién de estrategias estrictamente
dominadas.

1.6. Ejercicios adicionales

Ejercicio 1.9. Efectué el mismo andlisis del Ejercicio 1 considerando

Izquierda | Centro | Derecha
Arriba (1, 0) 1, 2) o, 1)
Abajo 0,3) 0, 1) 2,0

Solucién: El jugador 1 tiene como acciones arriba y abajo, mientras que el jugador
2 tiene como acciones izquierda, centro y derecha. Rdpidamente notamos que jugar
derecha para el jugador 2 es una estrategia estrictamente dominada por jugar centro.
De este modo, si el jugador 1 sabe que 2 es racional, puede eliminar de la tabla la
estrategia derecha. Asi, la tabla queda

Izquierda | Centro
Arriba (1, 0) (1,2)
Abajo 0,3) 0, 1)

Luego, bajo esta configuracion, ahora resulta que para el jugador 1 jugar abajo queda
estrictamente dominado por jugar arriba. Asi, la tabla se reduce a

Centro
(1,2)

Izquierda
(1,0)

Arriba

Finalmente, el jugador 2 solo va a jugar centro, y la tnica estrategia al final es (1,2).
Recordemos que este procedimiento de eliminacién se llama eliminacion iterativa de
estrategias dominadas.

Ejercicio 1.10. ;Es siempre posible aplicar el procedimiento de eliminiacién de estra-
tegias dominadas?

Solucién: lamentablemente, no siempre podemos aplicar el procedimiento de eli-
minacién de estrategias dominadas. Por ejemplo, podemos considerar la siguiente
situacion (piedra, papel o tijera):

13



Piedra | Papel | Tijera
Piedra | (0,0) | (-1, 1) | (1,-1)
Papel | (1,-1) | (0,0) | (-1, 1)
Tijera | (-1,1) | (1,-1) | (0, 0)

Por ese motivo, se introdujo un nuevo concepto mucho mas fino, poderoso y aplicable
a mas contextos: el Equilibrio de Nash.

Ejercicio 1.11. Provea un juego donde no existe un equilibrio de Nash con estrategias
puras. ;Y si son mixtas?

Solucidn:

Cara | Sello
Cara | (-1,1) | (1,-1)
Sello | (1,-1) | (-1, 1)

Si son mixtas, el teorema de existencia garantiza que siempre vamos a poder encon-
trar un equilibrio de Nash.

Ejercicio 1.12. Demuestre que, para corroborar si una estrategia mixta o; es estricta-
mente dominada por otra 07, s6lo necesitamos comparar los pagos de estas estrategias
contra las estrategias puras de los rivales.

Solucién: queremos demostrar que
ui(oj,0_;) > ui(0;,0_;) < ui(0j,s_;) > ui(o;,5_;), Vs_j € S_;.
Primero, dado un perfil de estrategias s = (s1,- - ,5x),
= Z u;(s) <H ij(Sj)>
s€S JEN

donde J;cn 0j(s;) es la probabilidad de ocurrencia del perfil s. Luego,

Si) =) uilsi;s_i)oi(si)

SiESi

De este modo,

wi(oi,0-i) = Y Y uisi s (Ui(si)Haj(sj)> = Y wui(o,s-) (Ha] s]>

s_,eS_z S;€S; j#i S_;€S_; j#i

Por ende, u;(0,0_;) > ui(0;,0_;) siy s6lo si

wi(of,0-;) —ui(oy,0-) = Y [Ha] 5] ] ui(ol,s_;) —ui(o;,5_;)] > 0.

s_,eS_z j#i
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Como 0j(sj) > 0, queda claro que u;(0},s_;) — u;(c;,s_;) > 0 para todos_; € S_;
implica que u;(07,0_;) — u;(c;,0_;) > 0. La otra implicacién es directa pues una es-
trategia pura es un caso particular de una estrategia mixta.

15



2. Juegos Dindmicos con Informacion Completa

En esta seccién, se estudian los juegos dindmicos (las elecciones se van dando de
forma secuencial) con informacién completa (los pagos son de conocimiento ptblico).
Analizaremos tanto juegos con informacién perfecta (en cada momento del juego, el
jugador que mueve conoce toda la historia del juego), y también juegos con informa-
ciéon imperfecta (en alguna jugada del juego, el jugador no conoce toda la historial
del juego).

2.1. Informacién perfecta
1. Eljugador 1 escoge una accién a; € Aj.
2. El jugador 2 observa a; y escoge ax € Aj.

3. Los pagos son uq(ay,az) y up(a, az).

En este modelo, cada combinacién factible de movimientos es de conocimiento publi-
co. Estos tipos de juego se resuelven por induccién hacia atrds (backward induction).
Cuando le toca jugar al individuo 2, él resuelve

max uz(al,az). (4)
1126A2

Supongamos que para cada a1, la solucién de (4) es Ry(a1). Entonces, como el juga-
dor 1 puede resolver el problema del jugador 2, puede anticipar el movimiento del
jugador 2 y resolver

I’I}l?’.x u (611, R2(611)).

Entonces, en caso la solucion sea tinica, esta serd (aj, Ro(a7)).

Ejemplo 2.1. Consideremos el siguiente juego con tres movimientos, el jugador 1 juega
2 veces:

1. El jugador 1 escoge L o R donde L termina el juego con pagos (2,0).

2. El jugador 2 observa la eleccion de 1. Si 1 escoge R, entonces 2 escoge L' o R,
donde L’ termina el juego con pagos (1,1).

3. El jugador 1 observa la elecciéon de 2 y también tiene presente su eleccién en 1.
Para llegar a este punto del juego, la secuencia debi6 ser R y R’. Si escoge L” el
juego termina con (3,0), y si escoge R”, el juego termina con pagos (0,2).
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Jugador 1

L(2,0) R
Jugador 2
L'(1,1) R’
Jugador 1
/ \
L"(3,0) R"(0,2)

Para computar induccién hacia atrds empezamos en el tercer nivel. El jugador 1 recibe
un mayor pago si juega L”. En el paso 2, el jugador 2 sabe que si juega R’ gana 0.
Por ende, escoge L'. Finalmente, en el paso 1, el jugador 1 anticipa esta situacion, por
lo que escoge L. Por ende, por el método de induccién hacia atrés, los pagos finales
seran (2,0).

Duopolio de Stackelberg

En 1931, Stackelberg propuso un modelo de duopolio donde una firma es domi-
nante (lider) y mueve primero, y una segunda firma subordinada (seguidora) mueven
en segundo.

1. Inicialmente, la firma 1 escoge q; > 0.
2. En segundo lugar, la firma 2 observa q; y luego escoge 5.

Los beneficios de cada firma son

7i(qi,q;) = q:(P(Q) —¢),
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donde P(Q) = a— Q = a— (q1 + 42). Dado que la firma 2 mueve al final, por el
método backward induction, empezamos por la firma 2. Esta tltima resuelve

max m(q1,92) = q2(a—q1 — g2 —¢),
q2>0

lo cual conlleva a
Ry(q1) = %, q1 <a-—c.
Note que la misma ecuacién surge en el duopolio de Cournot. La diferencia es que
ahora Ry(g1) es la verdadera funcién de reaccién de la firma 2 a la cantidad de la firma
1, mientras que en el duopolio de Cournot Ry(g1) es la mejor respuesta hipotética a
una cantidad escogida de manera simultdnea por 1.
Luego, el problema de la firma 1 es

) o a—qy—c¢
max m1(q1, Ra(q1)) = max g1 (—2 ) : (5)

El problema (5) tiene como solucién

a—=¢c¢ a—=¢c¢

1= = Ralq) =~

Asi, los beneficios de la firma 1 son superiores al caso del duopolio de Cournot,
mientras que los de la firma 2 son menores. Esto se explica por la diferencia en el
nivel de informacién y el hecho que la firma mueve primero.

2.2. Salario y empleo

En 1946, Leontief model¢ la relacién entre una firma y la union monopolizada (el
monopolio que le vende trabajo a la firma). La unién tiene control exclusivo sobre los
salarios, pero la firma tiene control exclusivo sobre el empleo. La funcién de utilidad
la unién es u(w,L), con ur,u, > 0. Por otro lado, los beneficios de la firma son
t(w,L) = R(L) —wL con R’ > 0,R” < 0.

Considere el siguiente timing del juego:

» La unién hace primero una demanda por salario w.
» La firma observa y acepta, y decide el empleo L.
» Los pagos son u(w,L) y 7(w,L).

Lo primero es caracterizar la mejor respuesta de la firma L*(w): dado w la firma
resuelve

max 7(w, L) = méx R(L) — wL.
L>0 L>0

La CPO provee R'(L) = w. Condiciones de Inada sobre R aseguran una solucién
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L* = L*(w). Luego, la unién resuelve

méax u(w, L*(w)).

max u(w, L*(w)
Resolver este problema provee el equilibrio (w*, L(w*)), el cual no es eficiente (esto
puede probarse via un analisis gréfico.

2.3. Negociacién secuencial

Dos jugadores 1y 2 negocian sobre un délar. Primero el jugador 1 le hace una oferta
al jugador 2. El jugador 2 puede aceptar o rechazar la oferta. Luego, el jugador 2 le
hace una propuesta a 1, y este puede aceptar o no. El pasar del tiempo le genera
des-utilidad a los jugadores. Por ello, se introduce un factor de descuento 0 < 6 < 1°.
Vamos a suponer que solo hay 3 periodos. De manera mas esquematica:

1. En el inicio, el jugador 1 propone un share s1, dejando 1 — s para el jugador 2.

2. El jugador 2 acepta la oferta (en dicho caso el juego termina con pagos s; para
1y 1— sy para 2). Caso contrario, rechaza la oferta y se pasa al periodo 2.

3. Al inicio del segundo periodo, el jugador 2 le propone s; a 1, ie.,, 1 —s; al
jugador 2. El jugador 1 puede aceptar o no la oferta. Si no la acepta, se pasa al
tercer periodo.

4. Al inicio del tercer periodo, el jugador 1 recibe s y el jugador 2 recibe 1 — s, con
s € (0,1). El pago s es exdgeno.

Para resolver el problema por induccién hacia atras. El jugador 1 puede recibir s si
es que rechaza s,. El jugador 1 acepta s, solo si s > s6*. En el paso 2, el jugador 2
tiene que decidir entre recibir 1 = Js (ofrece s; = Js al jugador 1), o recibir 1 — s en el
periodo siguiente (ofreciendo s < Js). El valor descontado de recibir 1 —ses §(1—s),
que es menor que 1 — ds. Por ende, el jugador 2 ofrece s5 = Js. Entonces, si el jugador
1 llega al periodo 2, el jugador 2 ofrece s3 y el jugador 1 acepta. Entonces, como el
jugador 1 puede resolver el problema del jugador 2, el jugador 1 sabe que el jugador
2 recibe 1 — s si rechaza la oferta del jugador 1 en el primer periodo. El valor de lo
que recibe 2 es 5(1 — s3). Por ende, el jugador 2 acepta 1 — sy solosis; <1—5(1—s3).
Asi pues, el jugador 1 debe escoger entre recibir 1 — §(1 — s3) (y ofrecer 6(1 —s3)) o
recibir s3 (ofreciendo 1 — s, < (1 — s}) al jugador 2). El valor descontado de recibir
s5 es 6s; = 6%, que es menos que 1 —6(1 —s3) = 1 — (1 — Js). Asi, el jugador 1
ofrece (sj,1 —s7) y el jugador 2 acepta.

3El cual se podria definir como la impaciencia de los jugadores por recibir su dinero en distinto
periodo, esto tiene relacién con el valor del dinero en el tiempo.
“En caso de indiferencia, se acepta la oferta.
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2.4. Juegos de dos periodos con informacion imperfecta

Analizamos el siguiente juego con informacién imperfecta:

1. Eljugador 1y 2 escogen simultaneamente a1 € A1y a; € As.

2. Los jugadores 3 y 4 observan (a1,a) y escogen az € A3y aq € Ays.
3. Los pagos son u;(a1,ap,a3,a4).

Entonces, si los jugadores 1y 2 anticipan las jugadas de 3 y 4, que son (a}(a1,a2),a;(a1,a2)),
se tiene la siguiente situacion:

1. Los jugadores 1 y 2 escogen simultdneamente 41 € A; y a; € Aj.

2. Los pagos son u;(ay, a2, a3(a1,a2),a;(a1,a2)),i = 1,2. A (a5, a3,a3(a1,a2),a;(a1,a2))
se le conoce como el equilibrio perfecto en sub-juegos.

Ejemplo 2.2. Tarifas y competencia internacional. Considere dos jugadores 1 y 2.
Cada pais tiene un gobierno que decide sobre un impuesto, una firma que produce
para el mercado local y para exportar, y consumidores que compran en el mercado
local o en el extranjero. Si la cantidad total producida en i es Q;, el precio que limpia
el mercado es P;(Q;) = a— Q;, donde Q; = h; +¢; (la firma produce h; para el
consumo local y e; para exportar). Las firmas tienen costo marginal constante c; y
no tienen costos fijos. Asi, C;(h;,e;) = c(h; +¢;). La firma también incurre en un
impuesto sobre las exportaciones: si la firma i exporta ¢; a j, entonces la firma i
debe pagarle tje; al gobierno j. En el primer periodo, los gobiernos deciden t; y
tp simultdneamente. Luego, las firmas observan los impuestos y escogen (/;,¢;). Los
pagos para los gobiernos son la suma del excedente del consumidor con los beneficios
de la firma y la recaudacion tributaria. Entonces,

7t;(t;, t]',hiei, h], ej) = l[a— (h; + 61')]}15' + [a — (e; + h])]ei

ingreso por ventas en el mercado local ingresos en el mercado extranjero

—c(hi +e;) — tje;

costos

1
Wi(ti, tj, hi e, hjej) = EQ,Z + 7 (ti, tj, hiei, hj, e;) + tie;.

Supongamos que se escogieron las tarifas t1 y t. Si (h], e, h},e5) es un equilibrio de
Nash, entonces cada firma i resuelve

7z * *
max 7 (ti by, hi ei b5 €F).

Dada la estructura de 71;, ki debe resolver
max hifa — (hi +¢€}) — c]

h;>0
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y e; debe resolver

< *
rer:g())( eila — (e; + hj) —c] — tie;.

Asumiendo que e]’.‘ < a — ¢, tenemos

1
hi = E(a—e;‘—c),

y asumiendo h]’f < a—c—tj, tenemos

1
e;-":i(a—h;—c—tj).

Asi, dado que esto vale parai =1,2,

h?(:a—c—i—ti, e%ﬁ:a—c—th‘
3 ! 3

Finalmente, los gobiernos deben decidir ¢;. Para ello, optimizan
Wi(t,', t]',hf, 61(, h;,e;)

Resolvemos entonces el equilibrio de Nash para las firmas. Las CPO proveen aplica-
das a W;(t;, t;,h?,ei‘, 3,€5) proveen

(2a-c)—t)? , (a—ctt)? (a—c—2t) | tila—c—2t)
18 9 9 3 '

Asi,
a—-c
th = .

Asi, 1 =t = (a —c)/3. Por ende,

2.5. Corridas bancarias

Dos inversionistas han depositado D en un banco. El banco invirtié estos depo-
sitos en un proyecto a largo plazo. Si el banco liquida su inversién antes de que el
proyecto madure, recupera 2r, con v € (D/2,D). Si el banco deja que la inversion
madure, el proyecto paga 2R con R > D. Hay dos momentos en los que los inver-
sionistas pueden retirar su dinero. El primero es en ¢t = 1, cuando atin no madura el
proyecto, y el segundo es en t = 2, cuando el proyecto maduré.

Supondremos por simplicidad que no hay descuento intertemporal. Si ambos re-
tiran su dinero en t = 1, recuperan r. Si solo uno retira su dinero, entonces gana D
y el otro 2r — D. Finalmente, si ninguno retira su dineroent = 1,se pasaat =2y
cada uno saca R si ambos retiran el dinero. En caso fuera solo uno, recibe 2R — D'y
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el otro solo D.

Inversionista 1 / Inversionista 2 Retirar No Retirar
Retirar (r,7) (D,2r — D)
No Retirar (2r—D,D) Sepasaat=2

Cuadro 1: Pagos en t = 1 antes de la maduracién del proyecto.

Inversionista 1 / Inversionista 2 Retirar No Retirar
Retirar (R,R) (2R-D, D)
No Retirar (D,2R - D) (R,R)

Cuadro 2: Pagos en t = 2 cuando el proyecto madura.

Procedemos por induccién hacia atrds. En t = 2, como R > D, 2R — D > R, por
lo que retirar domina estrictamente a no retirar. Por lo tanto, hay un tinico NE donde
ambos retiran su dinero en ¢t = 2. Por lo tanto, como no hay descuento, podemos
considerar el siguiente juego donde se suman las ganancias:

Inversionista 1 / Inversionista 2 Retirar No Retirar
Retirar (r,r) (2D,2r — D)
No Retirar (2r—D,D) (R,R)

Cuadro 3: Pagos sumados.

Como r < D, y por lo tanto, 2r — D < r, hay dos NE: (r,7) y (R, R). El primer
outcome es una corrida bancaria. Si el inversionista 1 cree que el inversionista 2 va a
retirar su dinero en t = 1, lo mejor que puede hacer es sacar su dinero, atin sabiendo
que lo mejor es esperar a t = 2. Mds detalles en Diamond & Dybvig (1983).

2.6. Torneos

Considere dos trabajadores y su jefe. El trabajador i produce un output y; = ¢; +¢;,
donde ¢; es el esfuerzo y €; un ruido. La produccién se realiza de la manera siguiente.
Primero, los trabajadores escogen simultdnemente un nivel de esfuerzo e¢; > 0. Luego,
los ruidos €1, €; se escogen aleatoriamente segin € ~ F con densidad f(¢), y E[e] = 0.
Luego, los outputs se observan pero no los esfuerzos. El salario de los trabajadores
depende de los outputs pero no directamente del esfuerzo. El jefe le otorga un salario
wp al trabajador con mayor output y wy, al de menor output. El pago a un trabajador
con salario w y ejerciendo un esfuerzo e, es u(w,e) = w — g(e) con ¢’, ¢ > 0 (creciente
y convexa). Por otro lado, el pago del jefe es y; + y» — wyg — wr. El jefe es el jugador
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1, cuya accién es seleccionar los salarios. No hay jugador 2 (de acuerdo con el modelo
presentado), y los jugadores 3 y 4 son los trabajadores. Estos dos escogen a3 y a4 que

corresponden a €1 y ep.

Supongamos entonces que el jefe escogié wy y wy. Si el par (e, e;) es un equilibrio

de Nash, entonces ¢; resuelve

max walP{yiler) > yj(ef)} +wilPlyi(ei) < yj(ef)} — glei)
= (wy — wr)P{yi(e;) > yjef)} +wr — glei).
La CPO provee

aP{yi(e)) > yi(e!
(wy —wr) tile 2)‘: yilej)} = 2'(e).

Ahora bien,

P{yi(ei) > yj(e;)} =P{ei > ¢f + € —ei}
/e]. Ple; > el +¢j — eilej} f(€))de;
_ / ,-[1 — F(e} — ¢ +€))]f(¢))de;.
De este modo, (6) se torna
(o =) | (e} i+ €))f(e)de; = /(e

Por simetria, e] = e; = ¢*. Por ende,

(i —w1) | fej)de; = g'(e").

(6)

Como g es convexa, una mayor brecha en wy — w; induce mayor esfuerzo. Si, por

ejemplo, €j ~ N(y, 0?), )
flej)?dej = ——.
/ej P2 20/

Si ahora suponemos que los trabajadores pueden negarse a trabajar y poseen una

utilidad de reserva u,,
wy + wr,

5 g(e*) > u,.

En el 6ptimo, w; = 2u, + 2g(e*) — wy. Luego, los beneficios esperados son

2¢" —2u, —2g(e).
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Por ende, el jefe escoge e* tal que g'(e*) = 1. Asi,

1
e, fei)?de;

* *
Wi — Wy =

2.7. Juegos repetidos

Los juegos repetidos son una clase de juegos donde los jugadores interacttian
en el mismo juego basico en multiples rondas. Este tipo de estructura permite a
los jugadores observar el comportamiento pasado de sus oponentes y ajustar sus
estrategias en consecuencia. En juegos repetidos, una estrategia puede depender de
las jugadas anteriores, lo que introduce la posibilidad de cooperacién o castigos en el
largo plazo.

Ejemplo 2.3. Considere el problema del prisionero, que en forma normal es:

C | NC
C |10
NC | (0,5) | (4, 4)

Cuadro 4: Juego del Prisionero 2 x 2

Ahora, repetimos el juego, de forma que los pagos son la suma en cada periodo.
Si se juega el EN (L1, Ly):

C | NC
C @211
NC | 6,1) | (5, 5)

Cuadro 5: Juego del Prisionero 2 x 2

En el contexto de los juegos dindmicos, los jugadores 3 y 4 son idénticos a los
jugadores 1y 2, los espacios de acciones son los mismos y los pagos uj(ay,- - ,a4)
son simplemente la suma del pago dado el outcome (a1, 4,) y, en el segundo periodo,
(a3, ay). El tinico EN en los dos pasos son (L1, L) en cada etapa. No es coincidencia
que el equilibrio del juego sea jugar el EN en ambos periodos.

Definition 2.1. Sea G un juego de etapa con conjunto de jugadores N, conjunto de
estrategias S; para cada jugador i € N, y funcién de pago u; : S — R paracadai € N.
Un juego repetido es aquel donde el juego de etapa G se juega en miltiples rondas,
t=1,2,...,T,donde T puede ser finito o infinito.

Observacién. En un juego repetido, los jugadores pueden observar las decisiones pa-
sadas de los demds y ajustar sus estrategias en funcion de la historia de las jugadas
anteriores.
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Proposicién 2.1. Si el juego estdtico G tiene un iinico EN, entonces para todo T > 0 finito,
el juego repetido G(T) tiene un tinico equilibrio perfecto en subjuegos: jugar el EN en cada

juego.

Respecto a los juegos repetidos infinitas veces, asi como en el caso de los juegos
repetidos un namero finito de veces, el asunto principal es que amenazas creibles
pueden influenciar el comportamiento actual. El problema de la proposicién 2.1 es
que asume que existe un tnico EN.

Definition 2.2. Para cada jugador i, su historia hasta el periodo t es la secuencia de
estrategias jugadas en los periodos anteriores:

donde s es el perfil de estrategias jugado en la ronda k.

Definition 2.3. Si el juego es infinito, el pago total de un jugador i se calcula usando
una tasa de descuento ¢ € (0,1) para ponderar las ganancias futuras. Asi, el pago de
ies:

o0 [e9)
U =Y 6 tu(sh)y =Y o 'm,
t=1 t=1
donde s’ representa las estrategias elegidas en el periodo t.

Supongamos ahora que en cada etapa se lanza una moneda ponderada para de-
terminar si el juego terminarda. Si la probabilidad de que el juego termine inmedia-
tamente es p, entonces la probabilidad de que contintie al menos una etapa mads es
1 — p. En este caso, un pago 7t que se recibiria en la siguiente etapa (si se juega) tiene
un valor de (1 —p)mé = (1 — p)nt/(1+ r). De manera similar, un pago 7T que se
recibiria dentro de dos etapas tiene un valor de (1 — p)?7t/ (1 + r)2. Asi, si definimos
0= (1-p)/(1+7r), la expresion

Z 7'L’f(5t

t>1

refleja el valor temporal del dinero.

Por otro lado, consideremos el siguiente comportamiento: el jugador i comienza el
juego repetido infinitamente cooperando y luego coopera en cada etapa posterior si y
solo si ambos jugadores han cooperado en todas las etapas anteriores. Formalmente,
la estrategia del jugador i es la siguiente: juega R; en la primera etapa. En la etapa ¢,
si el resultado de las t — 1 etapas anteriores ha sido (R1, Ry), juega R;; de lo contrario,
juega L;, donde R; representa NC y L; representa C. Esta estrategia es un ejemplo de
una estrategia de gatillo.

Definition 2.4. (Selten, 1965). Un equilibrio perfecto en subjuegos (EPS) es un perfil
de estrategias que constituye un equilibrio de Nash en cada posible subjuego del jue-
go. Es decir, en cada nodo de decisién alcanzable, los jugadores no tienen incentivos
para desviarse.
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Definition 2.5. Un subjuego G’ de un juego G es cualquier parte del juego que co-
mienza en un nodo de decisién especifico y contiene toda la informacién del juego
desde ese punto en adelante.

Definition 2.6. Un nodo de decisién es un punto en el juego donde un jugador toma
una decisién, y este nodo incluye toda la informacién necesaria sobre las decisiones
anteriores en el juego.

Observacién. En un equilibrio perfecto en subjuegos, las estrategias de los jugadores
deben ser 6ptimas no solo al inicio del juego, sino también en cualquier punto in-
termedio. Esto asegura que cada jugador tome decisiones racionales incluso en cada
posible historia del juego.

Ejemplo 2.4. Dilema del Prisionero Repetido. Considera el dilema del prisionero,
donde cada jugador elige Cooperar (C) o Defraudar (D) en cada ronda. La matriz de
pagos en una tnica ronda es:

C D
C|1@3,3) (0,5
D| (5,0 @31

Si este juego se repite infinitamente, podemos sostener una cooperacién mutua
usando la estrategia de ojo por ojo:

» En la primera ronda, ambos jugadores eligen cooperar.

» En cada ronda t > 1, cada jugador copia la acciéon de su oponente en la ronda
anterior.

Para que esta estrategia sea un equilibrio perfecto en subjuegos, el valor desconta-
do de cooperar indefinidamente debe ser mayor que el valor de defraudar una vez
y luego ser castigado en las rondas subsiguientes. El pago descontado al cooperar

indefinidamente es: 3

u = —.
cooperar 1-5
Si un jugador defrauda una vez, su pago es:

1
udefrauclar =5+ m

Para que la cooperacién sea un equilibrio perfecto en subjuegos, debe cumplirse que:

Ejemplo 2.5. Juego de Precios Competitivos. Dos empresas compiten fijando precios
altos (H) o bajos (L) en cada ronda. La matriz de pagos en cada ronda es:

H L
H| 44| (,6)
L |60 (22
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Suponga que ambas empresas valoran sus pagos futuros con una tasa de descuen-
to 6 = 0,8. La estrategia de mantener precios altos en todas las rondas podria formar
un equilibrio perfecto en subjuegos si ambas empresas acuerdan castigarse con pre-
cios bajos en caso de que alguna se desvie. El pago descontado al fijar un precio alto

indefinidamente es: 4

1-9
Si una empresa se desvia a un precio bajo en la primera ronda, su pago sera:

uallto =

2

Udesviar =6+ 9 - 1-95
Para que fijar precios altos sea un equilibrio perfecto en subjuegos, debe cumplirse
que:

4 2

— > 0 —.

=521 75
Definition 2.7. Dado el factor de descuento 0 < § < 1, el pago promedio de la
secuencia infinita 71y, 71, - - - €s

(ee]

(1-6)Y ¢ 'm.

t=1

Teorema 2.1. (Friedman, 1971). Sea G un juego finito, estdtico y de informacién completa.
Sean (e1,- - ,en) los pagos de un EN de G y sean (x1,--- ,xy) pagos factibles en el juego.
Si x; > e; para todo i, y si & ~ 1, existe un ENPS del juego repetido infinitas veces G(o0,0)
para el cual (x1,--- ,Xn) es el pago promedio (definicion 2.7).

Demostracion. Sea (ae,,- - - ,a.,) las acciones del EN de G que conllevan a los pagos
(e1,- -+ ,en). Andlogamente, sean (ay,,- - ,dy,) las acciones que conllevan a los pa-
gos (x1,---,x,) (puede ser necesario pasar a aleatorizacion via estrategias mixtas).
Considere la siguiente estrategia del gatillo:

Jugar ay, en el primer periodo. Si en el periodo t el outcome de los t — 1 periodos anteriores
a sido ay, entonces jugar ay,. Caso contrario, jugar a,.

Entonces, bajo esta estrategia del gatillo, en caso no haya desvio, el pago del juego
repetido infinitas veces serd justamente (x1,- -, x,). El objetivo es probar que ay es
un EN para § — 1. Luego se prueba que es un ENPS.

Supongamos que todos los jugadores, salvo i, han adoptado la estrategia del gati-
llo. Como se juega a, una vez que un outcome difiera de ay, la mejor respuesta de i
es jugar a,, para siempre una vez que el outcome difiera de a,. Hay que determinar
entonces la mejor respuesta de i en el primer paso y en cualquier paso luego de que
todos los anteriores hayan sido ay. Sea a; la desviacién de i:

ag; € argmax, . 4. ui(ax_;,a;).

Denotemos por d; el pago de esta desviacion. Tenemos d; > x; > e;. Luego de que i
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juegue d;, se juega a., por lo que el valor presente del pago es

di+5€i+52€i+"':di+ e;.

1-¢6

Jugar x; siempre reporta x;/ (1 — ¢). Por ende, para 6 > %, jugar ay, es 6ptimo. Asi,

si p
.  — Xi
6> max { —*t %
1<i<n di — &

no habran desvios. Queda probar que se trata de un ENPS. Esto es, que el EN es
un EN en cada subjuego de G(oo,d). Recordemos que cada subjuego en G(co,d) es
idéntico a G(o0,0). En la estrategia del gatillo (que es un EN), estos subjuegos pue-
den ser agrupados en dos categorias: (i) aquellos en los que los outcomes de todos
los periodos anteriores han sido ay, (ii) aquellos donde al menos una vez no. Si los
jugadores adoptan la estrategia del gatillo ya mencionada, en el caso (i) la estrategias
son la del gatillo, que ya vimos que es un EN, y en (ii) juegan a, para siempre, el cual
es otro EN. [

2.8. Representacion Extensiva de Juegos Dinamicos

En los juegos dindmicos, las decisiones se toman de manera secuencial, y cada
jugador puede observar (parcial o totalmente) las acciones de los demds antes de
decidir. La representacién extensiva es una forma de describir este tipo de juegos,
mostrando explicitamente el orden de los movimientos, las acciones posibles en cada
nodo, y la informacién disponible en cada punto de decisién.

Componentes de un Juego en Forma Extensiva

» Jugadores y nodos de decisién: Puntos en el juego donde un jugador debe
tomar una accién. Cada nodo pertenece a un jugador que elige una accién en
ese nodo.

s Conjuntos de informacién: Un conjunto de informacién agrupa nodos entre
los cuales un jugador no puede distinguir. Si un jugador se encuentra en un
conjunto de informacién con multiples nodos, significa que no sabe en cudl
nodo exacto estd debido a informacién incompleta. Esto permite modelar juegos
con decisiones simultdneas o imperfectamente observables.

= Acciones: En cada nodo, el jugador puede elegir entre un conjunto de acciones
posibles. Cada rama que sale del nodo de decisién representa una accién, que
conduce a un nuevo nodo o al final del juego.

» Pagos: Asociados a cada posible secuencia de acciones, los pagos reflejan las
ganancias o pérdidas para cada jugador al final del juego.

Las figuras 2.4.1-2.4.5 represetan juegos en forma extensiva. Otros ejemplo son
Matching-Pennies:
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(1,-1) (-1,1) (1,-1)

y el dilema del prisionero:

D

D
-2 —10 -1 -5
-2 -1 -10 -5
Definition 2.8. Una estrategia para un jugador es un plan de accién completo, espe-

cifica una accion factible para el jugador en cada contingencia en el que el jugador
sea llamado a actuar.

Ciertamente los juegos dinamicos son representados mejor en forma extensiva que
normal. Sin embargo, los juegos estaticos también pueden representarse en forma
normal (MP, DP), y esto requiere introducir los conjuntos de informacioén.

Definition 2.9. Un conjunto de informacién para un jugador es una coleccién de
nodos que cumplen lo siguiente:

1. El jugador tiene el movimiento en cada nodo del conjunto de informacién y,

2. cuando el juego alcanza un nodo en el conjunto de informacién, el jugador no
sabe qué nodo del conjunto de informacién ha sido o no alcanzado.

Definition 2.10. Un subjuego en una forma extensiva es:

1. empieza en un nodo de decisién n que es un singleton como conjunto de infor-
macion,

2. incluye todos los nodos de decisién y terminales que siguen dicho nodo n (pero
ninguno de los que no siguen a n),

3. no corta ningtin conjunto de informacion.
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Definition 2.11. (Selten, 1965). Un equilibrio de Nash es perfecto en subjuegos si las
estrategias de los jugadores constituyen un equilibrio de Nash en cada subjuego.

La existencia de un ENPS estd asegurada, eventualmente usando estrategias mix-
tas, debido al teorema de Nash. En efecto, un juego dindmico con informacién com-
pleta puede representarse en forma normal. Esto siempre que el juego sea finito. Otra
forma de justificar es que el ntiimero de subjuegos es finito y por lo tanto, cada uno
tiene un EN y el juego méas grande también.

2.9. Ejercicios (Gibbons, 1992)

Ejercicio 2.1. Suponga que un padre y su hijo juegan el siguiente juego: Primero el hijo
escoge una accion A que le genera un ingreso Ic(A), y un ingreso al padre Ip(A).
Luego, el padre observa Ic e Ip, y escoge B para dejarle al hijo una herencia. El pago
del hijo es U(Ic + B) y el del padre V(Ip — B) + kU(Ic + B), con k > 0. Supongamos
que Ic,Ip son funciones estrictamente céncavas en A > 0, que se maximizan en
Ac y Ap respectivamente. B € R y las utilidades U, V son crecientes y estrictamente
céncavas. Pruebe que, via induccién hacia atrds, el hijo escoge la accién que maximice
Ic(A) + Ip(A).

Solucién: La utilidad del padre se maximiza aplicando CPO:
—V'(Ip — B*) + kU'(Ic + B*) =0
V'(Ip — B*) = kU’ (Ic + B*).

Notemos que B* = B*(A; k). Luego, respecto al hijo, su utilidad se maximiza hacien-
do:

dU(Ic(A) +B*(A))

dA =0
wtic(a) + 8°(a) (1) + 50 ) o
(I’C(A) + dB;X‘)) =0

1(a) =~ LA,

en A = A*. Debemos concluir que

dB*(A)
dA

= Ip(A).
Para ello, diferenciamos

V/(Ip — B*) = kU'(Ic + B*).
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Por la regla de la cadena,

B
dA

V%b—Bﬂ($m) ):kwwk+BH<Qun+dW“”>=0

dA

Con esto concluimos.

Ejercicio 2.2. Suponga que nos encontramos en un modelo de negociacién clasico
(Rubinstein) donde el agente 1 tiene una tasa de descuento ¢; y el agente 2 tiene una
tasa de descuento J,. Muestre que el jugador 1 le ofrece al jugador 2

1—9p 52(1—51)
1—-0616" 1—=616, )

y el jugador 2 acepta.

Solucién: El modelo de negociaciéon de Rubinstein describe un proceso de negocia-
cién secuencial en el que dos agentes alternan ofertas y contraofertas hasta alcanzar
un acuerdo. Supongamos que el jugador 1 tiene una tasa de descuento 4; y el jugador
2 tiene una tasa de descuento ;. En este juego, el jugador 1 hace la primera oferta,
y el jugador 2 decide si la acepta o la rechaza. Si la rechaza, el jugador 2 hace una
contraoferta en el siguiente periodo y el proceso continta, con los pagos descontados
segln la tasa del jugador que espera.

Definimos V; como el valor esperado que obtiene el jugador 1 cuando le toca hacer
una oferta, y V, como el valor esperado que obtiene el jugador 2 cuando le toca hacer
una oferta. Si el jugador 2 rechaza la oferta de jugador 1, entonces en el siguiente
turno el jugador 2 hace la oferta y el jugador 1 la evaltia. Dado que el juego contintia
en este caso, podemos expresar la utilidad esperada de jugador 2 como

Vo =6(1— V).

Analogamente, el valor esperado del jugador 1 cuando le toca hacer la oferta es

Vi=1-06V.

Sustituyendo la ecuacién de V; en la ecuacion de Vj, obtenemos

Vi=1=261(62(1—-W1)).

Expandiendo,

Vi=1—-066+ 610 V.
Reordenamos,

Vi— 5152V1 =1- 51(52.
Factorizamos,
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Vi(1 = 6162) = 1 — 616,

Dividimos por (1 — d16;), suponiendo que 61, < 1,

16,
%—1_&&

Ahora encontramos V; sustituyendo V; en su ecuacién original,

Vo =6(1— V).

1—6o

(1-610) — (1-8)

Sustituyendo Vi,

Simplificamos la fraccién,

Vo =6

1— 510,

0y — 0102
Vy = 6,22 0192
2 %1—a@
by = Bl=0)

1— 610,

Hemos demostrado que en el equilibrio subgame perfect, el jugador 1 ofrece la
divisién

1-6, &(1—6)
1—616) 1—010, )’

y el jugador 2 la acepta, ya que recibe exactamente lo que esperaria obtener si
decidiera rechazar la oferta y hacer una contraoferta en el siguiente turno.

El resultado tiene una interpretacion intuitiva: si d, es pequefio, el jugador 2 valora
mucho el presente y acepta una porcion menor del pastel, mientras que si J, es
grande, estd dispuesto a esperar y obtiene una mayor parte del pastel.

Ejercicio 2.3. Dos socios quieren completar un proyecto. Cada socio recibe un pago
V cuando se completa el proyecto, pero ninguno recibe un pago antes de que se
complete. El costo del proyecto es R. En el periodo 1, el socio 1 decide contribuir con
c1 para que se complete el proyecto. Si la contribucién es suficiente para completar
el proyecto, el juego se acaba y ambos reciben V. Si no es el caso, i.e. c; < R, en el
periodo 2 el jugador 2 escoge contribuir con c;. Si la suma descontada es suficiente
para completar el proyecto, ambos reciben V, si no, reciben 0. El costo de contribucién
de cada agente es c2. El jugador 1 descuenta el futuro a una tasa §. Compute por
induccién hacia atras el tnico resultado viable para este juego.

Solucién: Solo hay dos periodos. En t = 2, el jugador dos debe escoger c,. Si c; =
R — ¢y, el pago del jugador 2 es V — (R —¢1)2. Si ¢; > R, gana V pues pone ¢, = 0.

32



En caso 1 < R, si el jugador 2 responde con ¢z < R — ¢y, entonces su utilidad es —c3

y su ganancia es cero. Ciertamente no pondria nunca c; > R — ¢1. Luego, pone R —¢;
solo si es mejor que no poner nada:

V—(R—c1)>>0 = ¢ >R—VV.

Respecto a 1 jugador 1, este tiene una utilidad 6V — (R — +/V)? si pone ¢; = R —/V.

O sea, si
R 2
5>—=-1] .
(%)
Si R? > 4V, § tiene que ser mayor que uno, lo cual es imposible. Por ende, debemos

tener R? > 4V, 1o cual implica que c; = R — V'V ycy = v/V. Caso contrario, c1, ¢y = 0.

Ejercicio 2.4. Tres oligopolistas operan en un mercado con funcién inversa de deman-
da P(Q) =a—Q,donde Q = El 19i- Aqui g; es la cantidad producida por la firma i.
Cada firma tiene una funcién de costos ¢;(g;) = ¢ g;, donde ¢ > 0. Las firmas escogen
cantidades de la manera siguiente:

1. La firma 1 escoge q; > 0.
2. Las firmas 2 y 3 escogen q> y g3 respectivamente, luego de observar g;.

Encuentre las cantidades producidas por las firmas en el ENPS.

Solucidn: las firmas resuelven

méx 71; = (p — qz—(ﬂ—zq] qz—)

j#i

Las CPO proveen para 2 y 3, fijando g7

a—qy—q3—c¢

92 = 5
a—qy—q2—c
%Z 12 *
O sea,
a—c—aq;
Ra(q1) ZqzqulZ%ZRs(lh)-

Finalmente, la firma 1 resuelve

max 7 = <a—q1—2#—c> q1-

La CPO provee

[N
— %
I

N

De este modo,




Ejercicio 2.5. Suponga que un sindicato es el tnico proveedor de trabajo para todas
las empresas en un oligopolio, como lo es el United Auto Workers para General
Motors, Ford, Chrysler, y otras. La secuencia de movimientos es andloga al modelo
en la seccion 2.1.C de Gibbons (1992): el sindicato realiza una tinica demanda salarial,
w, que se aplica a todas las empresas, luego las empresas observan y aceptan w, y
posteriormente eligen simultdneamente los niveles de empleo L; para cada empresa
i. Las utilidades del sindicato estdn dadas por

(w—w,)L,

donde w, es el salario que los miembros del sindicato pueden obtener en empleos
alternativos y L = ) ; L;. Los beneficios de las empresas estdn dados por

7T; (w, Li) .
La demanda en el mercado esti definida como
P(Q) =4a— Q/

donde

Q= z%' = ZLi-

Las empresas no tienen costos adicionales mas all4 de los salarios. Se pregunta cémo
afecta el nimero de empresas a la utilidad del sindicato en el equilibrio subgame
perfect.

Soluciéon: Cada firma resuelve

dn;  d 4 " B
dLl—dLl<p—ZU)L1—dLl<ﬂ— . Z—ZU)LZ—O.

1=

La CPO provee

n

a—z Z'—ZU—LZ':O.
i=1

O sea,
a—Y Li—2Li—w=0.
j#i
Asi, como esto es para todo i, obtenemos el sistema lineal
a—w
(Inxn + 1uxn)L = : € R".
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O sea,

Por lo tanto,

Luego, el sindicato resuelve

Ueo, 1) = (0 =)L = (0 =) ("0 1)

Aplicando CPO:
w, +a

5
Note que U crece con n pues n/(n+1) = 1 —1/n lo hace. Esto significa que mas
firmas en el mercado generan una mayor produccién y por ende se necesitan maés
trabajadores. Note que 1 no afecta el salario en el equilibrio perfecto.

Ejercicio 2.6. Considere dos paises. En t = 1, ambos paises tienen tarifas altas que
no permiten el intercambio comercial. En cada pais, los salarios y el empleo estan
determinados por un modelo de monopoly-union (ver Gibbons, 1992, Seccién 2.1.C).
En t = 2, las tarifas desaparecen. Ahora, cada sindicato establece el salario en su pais,
pero cada firma produce en ambos mercados. Suponga que la demanda en cada pais
estd dada por:

P(Q)=a-Q,

donde Q representa la cantidad agregada en el mercado de dicho pais. La produccion
estda dada por g = f(L) = L, es decir, la produccion es igual al empleo. De este modo,
los salarios constituyen el tnico costo de produccién. La utilidad del sindicato est4
dada por:

U(w, L) = (w—wo)L,

donde wy es el salario alternativo. Usando induccién hacia atrds, determine el re-
sultado en t = 1. Ahora, considere el siguiente juego: ambas firmas eligen simulté-
neamente los salarios w; y w,. Luego, cada firma observa estos salarios y decide los
niveles de produccién doméstica y extranjera, denotados por /; y e;, respectivamente.
Toda la producciéon es local, por lo que el costo total de produccién de cada firma
estd dado por:

wi(hl- + ei).

Determine el resultado de equilibrio perfecto en subjuegos de este juego.

2.10. Ejercicios adicionales

Ejercicio 2.7. Considere un juego estédtico de dos jugadores, cada uno con dos estra-
tegias disponibles. En este juego, existe un solo equilibrio de Nash, el cual brinda
menores ganancias que otro perfil de estrategias donde los jugadores cooperan. Si el
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juego se repite infinitas veces, comente qué pasa con la probabilidad de cooperacién,
cuando la tasa de descuento se acerca a 0 (la impaciencia aumenta).

Solucién: consideremos el siguiente juego estatico:

A2 | B2
Al (6,0) | (v+1,0)
Bl | (O,y+1)| (77)

donde 0 < 6 < 1. Este juego cuenta con las caracteristicas descritas en el enuncia-
do: el tnico equilibrio de Nash es el perfil (A1, A2), que otorga un pago de 6, el cual
es menor que el pago generado por el perfil de cooperaciéon (B1, B2), y. Cualquier
estrategia que permita que el perfil de cooperacion, (B1, B2), se repita en cada perio-
do otorgard el siguiente pago 7. = y + 6 + y6* + v8° + - -+ = {L5; sin embargo, a
medida que 6 — 0, dicho pago tiende a 7. Esto ocurre porque un J cercano a cero
denota impaciencia o preferencia por el presente. Por lo tanto, mientras é se acerca a
cero, la probabilidad de cooperacién tiende a cero, pues el jugador juega cada repe-
ticion como si fuese la dltima (no le importa lo que viene més adelante), por lo que
siempre querrd jugar su mejor respuesta, Al, resultando en el equilibrio de Nash.

Ejercicio 2.8. Considere la siguiente interaccién entre una empresa y un trabajador. La
empresa le ofrece pagarle w al trabajador; luego de lo cual éste decide si acepta ese
salario o no. En caso de aceptar, debe decidir si se esfuerza o si no se esfuerza. Los
pagos son como siguen:

= Si el trabajador no estd empleado, obtiene u > 0 (su costo de oportunidad de
trabajar).

= Si estd empleado y se esfuerza, obtiene w — ¢ (donde e representa el costo de
esforzarse).

= Si estd empleado y no se esfuerza, obtiene w.

La empresa no gana nada si el trabajador no acepta trabajar, gana v — w si acepta y
se esfuerza, y —w si acepta y no se esfuerza. Asuma que v > u +e.

a) Halle el equilibrio del juego secuencial. Indique las estrategias y los pagos de
cada agente en ese equilibrio.

b) Para un juego infinitamente repetido, demuestre que, si v > u + §, hay un
equilibrio perfecto en subjuegos, en el cual la empresa ofrece un salario w €
[u+ §,9] y el trabajador acepta trabajar en cada periodo y se esfuerza.

Solucién: el equilibrio es w < %, el trabajador Rechaza, y los pagos son (0, u). Luego,
consideremos la siguiente situacion:

» La empresa ofrece un salario w € [ +¢/J,v] y el trabajador acepta esfozrando-
se.
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= Si el trabajador se desvia y no se esfuerza, la empresa ofrece infinitas veces a
continuacién w = 0 y el trabajador siempre rechaza.

» Sila empresa se desvia y ofrece un salario distinto a [t + ¢/, v] el trabajador o
rechaza la oferta si w < u, o bien acepta y no se esfuerza.

De este modo, si v > w, la empresa no tiene incentivos a desviarse. Por el lado del
trabajador acepta el empleo si w > u + e, y se esfuerza si

o

)
— _ — >
w—e+ (w e)_w+1_5

1-¢

u&sw>u+

>

Obtenemos entonces v > u + ¢/ 4.
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3. Juegos estaticos con informacidon incompleta

En los juegos con informacién completa, los pagos son conocidos por todos. En
contraste con esto, en los juegos de informacién incompleta, al menos uno de los
jugadores no tiene informacién completa sobre todos los pagos. Uno de los ejem-
plos clasicos de juegos con informacién incompleta es el de las subastas: cada postor
conoce su valoracion pero no con certeza la de los otros.

3.1. Juegos Bayesianos estaticos y equilibrio de Nash Bayesiano

Ejemplo 3.1. Considere un duopolio de Cournot donde la funcién inversa de demanda
viene dada por P(Q) = a — Q, donde Q = 41 + 42 es la cantidad agregada en el
mercado. La funcién de costos de la firma 1 es C1(gq1) = cq1 y la de la firma 2 es
C2(q2) = €292, donde ¢, es una variable aleatoria con soporte {cr,cy}, c1 < cp, tal
que P{& =cy} =0 yP{¢ = c.} = 1— 6. La informacién es asimétrica pues la firma
2 conoce su funcién de costos y la de la firma 1 con certeza, mientras que la firma
1 solo conoce su funcién de costos con certeza y mds bien, solo tiene conocimiento
acerca de la distribucién de &°.

Denotemos g5 (cy) y g3(cr) la cantidad elegida por la firma 2 en funcién de su
costo marginal, y sea gq; la eleccién de la firma 1. Se sigue que g3 (cy) resuelve

midx [(a —q71 — g2) — culg2,
y g5 (cr) resuelve

max [(a —q1 — 42) — cL]q2.

Respecto a la firma 1, g7 resuelve el valor esperado de sus beneficios,

max 0(a — g1 — g2 (cn)) —clqr + (1 = 0){(a — q1 — g2(c1)) — cln.

Las CPO proveen
. a—qy—c
g3 (en) = —— 51
. a—qy—c
7ier) = =
g = - alen) =)+ (1 =)@ —gy(c) —c)
> .

Reemplazando las dos primeras ecuaciones en al tltima, y luego g7 en las dos prime-

5La firma 2 puede ser un competidor més entrante en la industria, o puede que haya descubierto
una nueva tecnologfa, lo cual abarata sus costos considerablemente.
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ras, obtenemos

a—2cy+c 1—6

72 (cH) = 3 +— (cg —cr)
. a—2cp+c 0
75 (cr) = TL - g(CH —cr)
. a—2c+0cyg+(1-0)c
ql = 3 *

Definition 3.1. La representacién normal de un juego estatico Bayesiano con n juga-
dores especifica los espacios de posibles acciones Ay, - - - , A, los espacios de sus tipos
©1,- -+ ,0y, las creencias p1(-), -, pn(-) y las funciones de pago uy,-- -, u,. El tipo
del jugador i, 0; € ©;, es de conocimiento privado para el jugador i, y determina su
funcion de pago u; = u;(ay, - - - ,an;0;). La creencia del jugador i, p; = p;(6_;]0;) des-
cribe la incertidumbre del jugador i acerca del tipo de los n — 1 jugadores restantes.
Este tipo de juegos es denotado

G= {Alr"' /An;®1/' T /®n/]91/' yPnsUL, /un}- (7)

La secuencia de eventos en un juego Bayesiano estdtico, siguiendo a Harsanyi
(1967), es la siguiente:

1. La naturaleza juega primero y escoge un vector de tipos 6 = (61,---,0,) €
n
10,
=11

2. La naturaleza le revela a i su tipo pero no a los demads.
3. Los jugadores simultdneamente escogen sus acciones a; € A;.
4. Los pagos uj(ay,- - - ,an,0;) son recibidos.

Introduciendo (1) y (2), el juego se convierte en un juego de informacién imperfecta.
Una extensién importante es considerar

U = ui(al, e /ai’lleli' T /671)'

O sea, que los pagos de i dependen de los tipos de todos los involucrados. Por otro
lado, un supuesto crucial es que es de conocimiento ptblico la distribucién de pro-
babilidad con la que la naturaleza escoge 6: p(6). Asi,

p(0_i,6;) p(0_;,6;) '
p(0:) Yoo P(0-i0:)

pi(6_i6;) =

Note que p(0;) es solo la probabilidad de que el tipo de i sea 6.

Definition 3.2. En el juego bayesiano estatico (7), una estrategia para el jugador i es
una funcion s;(6;), s; : ©; — A;.
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Definition 3.3. En el juego bayesiano estatico (7), las estrategias s* = (s}, - - ,s;;) son
un equilibrio de Nash bayesiano en estrategias puras si, para cada jugador i y para
cada tipo de i, 6; € ©;, s7(6;) resuelve

max Y ui(s7(61), -, si1(0im1), i, 571 (Bix1), - 55 (0);0) pi(6-i]6;).
a;€A; 0_.€0_;

Observacion. La prueba de la existencia de un equilibrio Nash Bayesiano (en estrate-
gias mixtas) se basa en la prueba de la existencia en el caso de juegos estaticos con
informacién completa.

Ejemplo 3.2. Recordemos la batalla de los sexos, Chris (Jugador 1) Pat (Jugador 2)
donde los pagos eran

Opera | Lucha libre
Opera 2, 1) 0, 0)
Lucha libre | (0, 0) 1, 2)

Ahora, suponga que si bien los amigos se conocen desde hace un tiempo, no estan
seguros del pago que recibe su amigo. Chris tiene un pago 2 + f., con t. de conoci-
miento privado, y 2 + t;, es el pago que percibe Pat, y t, solo es de conocimiento de
Pat. Se asume que t, t, ~ U0, x]. Asi,

G={A, Ap; Te, Ty, Pes Py, Ue, up}

con A, = Ay = {Opera, Lucha libre}, T. = T, = [0, x], pc(tp) = pp(tc) = 1/x. O sea,
ahora los pagos son:

Opera | Lucha libre
Opera (2+t.,1) (0, 0)
Lucha libre (0, 0) (1,2+1tp)

Veremos que en un ENB en estrategias puras, Chris juega Opera si t. excede un cierto
valor cm y juego Lucha libre caso contrario. Por otro lado, Pat juega Lucha libre si
tp excede un valor critico p, y juega Opera caso contrario. En dicho equilibrio, Chris
juega Opera con probabilidad (x —¢)/x y Pat juega Lucha libre con probabilidad
(x—p)/x.

El pago esperado de Chris por jugar Opera es

§@+¢a+<1—§)4hzgﬁ+&)

El pago esperado por jugar Lucha libre es

po+@—§)4:1—3

X X

Entonces, Opera es 6ptimo si t. > x/p — 3 = c. Andlogamente, Pat los pagos espera-
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dos de Pat son

[1—%} -0+§(2+tp):§(2+tp)
-2l a+s0=1-2
X X X

Entonces, Pat juega Lucha libre si y solo si
ty > x /c—=3=p.

Resolver x/p —3 =cy x/c — 3 = p provee que

xX—c x—pzl_—3+\/9—|—4x_>2/3
X X 2x

cuando x — 0.

3.2. Subastas

Considere la siguiente subasta de primer precio. Hay dos apostadores, i = 1,2.
El apostador i tiene una valoracién v; por el bien, esto es, el pago que recibe i si
paga p por el bien es v; — p. Las valoraciones de los individuos se distribuyen segin
una uniforme sobre [0,1]. Los apostadores someten simultdineamente sus apuestas.
La apuesta més grande gana y paga el monto que aposté. Si hay un empate, se define
el ganador aleatoriamente.

Modelamos la situacién como un juego Bayesiano. A; = [0,00), ®; = [0,1] y

v; —b;, sib; > b]'
ui(bll bZI 01102) - vi%bi, si bi = b]
0, sib; < b]

Una estrategia en este contexto es b;(v;), la apuesta que depende de la valoracion.
Luego, un par de estrategias (b1(v1),b2(v2)) es un equilibrio Nash Bayesiano si para
cada v; € [0,1], b;(v;) resuelve

max (o7 — )P {b; > by(op)} + 5 (01— b)P{b; = by(2))}. ®

1

El andlisis se simplifica asumiendo by (v1) = a1 + 101 y ba(v2) = ap + cpv. Como
IP{b; = bj(v;)} = 0, (8) se convierte en

mbéx (Z)i — bi)]P{bi > aj+ C]'Z)]'}.

1
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Luego, como 4; < b; < aj +cj,

bi—a]- b,'—ll]'
I[){bj > a; +C]'Uj} =P {U]' < ¢ } = C—]

Asi, obtenemos por CPO que

v;+a; .
bi(v;) = { : S% o=
aj, S10; < 4j.

Sia; € (0,1), bj(v;) no es lineal. Si a; > 1, entonces b;(v;) > vj, lo cual no es 6ptimo
ciertamente. Asi, a; < 0y b;(v;) = (v; +a;)/2, de forma que a; = a;/2y ¢; = 1/2. Por
simetria, a; < 0, a; = a;/2y cj = 1/2. Asi, a; = aj=0yc =c¢ = 1/2. Por lo tanto,
bi(vi) = vi/2.

Observacion. Supongamos ahora que lo tinico que sabemos es que la estrategia que
adopta el jugador j es una funcién estrictamente creciente y diferenciable. Entonces,

el apostador i resuelve

H}j‘ (vi — b;)P{b; > b(v)) }-

Sea b~!(b;) la valoracion que j debe tener para apostar b;. Esto es, b=!(b;) = vj si
b] = b(’()]) Como Z)]' ~ U[O, 1]

]P{bl > b](?)])} = ]P{bil(bz) > U]} = bil(bi).

La CPO provee entonces

—b7 1 (b;) + (v; — by) - (b7 (b)) = 0.

d
db;

Sustituyendo b; = b(v;),

b b(0))) + (05 — b(0)) Lo (b(0y)) = 0.

d;
Aplicando el teorema de la funcién inversa,
—0; + (v; — b(v~))L =0
1 1 1 b/(?)l) - N
Asi, la CPO se convierte en una EDO
1
—v; + (v; — b(vi))m =0.
De este modo,
02
bz(vi)vi = 71 +k
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Para eliminar k, debemos usar una condicién de borde. Como b;(v;) < v;, b;(0) < 0.
Por ende, k = 0. Asi, nuevamente, b;(v;) = v;/2.

3.3. Principio de Revalacién

El Principio de Revelacién (Myerson 1979) es una herramienta importante en el
disefio de juegos donde los jugadores tiene informacién privada. Se puede aplicar,
por ejemplo, a la subastas o los modelos de comercio bilateral. Supondremos que los
vendedores se restringen a los siguientes tipos de juegos (en el contexto de subastas):

1. Los apostadores anuncian simultdneamente (pueden mentir) sus tipos, ;.

2. Dados los anuncios sobre sus tipos, el apostador i paga x;(0y,- -+ ,0,) y recibe
el bien con probabilidad qi(él, cee, 5,1). Para cualquier combinacién de anuncios

(éll T /91’1)/

Este tipo de juegos se conoce como mecanismo directo. La segunda forma en la que el
vendedor puede usar el Principio de Revelacién es restringiéndose a los mecanismos
directos en los que anunciar el tipo es una equilibrio Nash Bayesiano. Esto es, las
funciones de pago y probabilidad

{xl(éll' T /gi’l)/' o /xn(ell' o /én);fh(éb' T /91’1)/' T ;Qn(glz' o /91’1)}

son tales que 0; = 0; constituye una estrategia de equilibrio. Un mecanismo directo
en el que anunciar el verdadero tipo es un equilibrio Nash Bayesiano se denomina
mecanismo directo de compatibilidad de incentivos.

Teorema 3.1. Todo equilibrio Nash Bayesiano de un juego Bayesiano puede ser representado
por un mecanismo directo de compatibilidad de incentivos.

3.4. Ejercicios

Ejercicio 3.1. Gibbons 1992. Considere un duopolio de Cournot operando en un mer-
cado donde la funcién inversa de demanda es P(Q) = a — Q, donde Q = g1 + g2 es
la cantidad agregada en el mercado. Ambas firmas tienen un costo total® ¢;(g;) = cq;,
pero la demanda es incierta: es alta (a = ap) con probabilidad 6 y baja (a = ar) con
probabilidad 1 — 6. Méas atn, la informacién es asimétrica: la firma 1 conoce si es que
la demanda es alta o baja, pero la firma 2 no. Todo esto es de conocimiento ptublico.
Las dos firman escogen simultdneamente las cantidades que venden. Responda lo
siguiente:

1. ;Cudl es el espacio de estrategias de las firmas?

®El pardmetro c es estrictamente positivo.
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2. Proponga supuestos sobre los parametros ay,ar,0 y ¢, de forma que las canti-
dades de equilibrio sean positivas.

3. ¢Cual es el equilibrio Nash Bayesiano de este juego?

Solucidn: la firma 1 busca maximizar

T = (P —C)th = (a;—c— q1 — 072)‘11-

La CPO provee

_ai—c—q TSR siai=ay
o 2 —”L_g_’h sia; =aj.
Con respecto a la firma 2, dado que solo conoce la distribucién de probabilidades,
Oapg+ (1 —0)ap —c —qq
q2 = 5 .

, obtenemos

Reemplazando en esta expresion con E[q;] = S +(1_g)aL_C_q2

Oapg + (1 —0)ar —c
qz = 3 °
Asi, la firma 1 produce, para cada escenario,
g (B—0)ag—(1—-06)a —2c
= 6
(2+0)ap — Oay — 2c
G :

L
1

Para asegurar las positividad de las cantidades ofertadas, debe tenerse que

g2 >0
Bag+ (1—0)ap —c >0
g> L
Tayg—ap
Como 0 <1, ayg > c. Por otro lado,
91 >0
(2+0)ap —Oag —2c¢ >0
g <2 L€
~ ag—ar

Finalmente,




Ejercicio 3.2. Gibbons 1992. Considere el siguiente modelo del duopolio de Bertrand
bajo asimetria de la informacién. La demanda de la firma i es q;(p;, p;) = a — p; — bp;.
Los costos son iguales a cero para las dos firmas. El coeficiente b; es una variable
aleatoria con soporte {by, by}, by < by y distribucién de probabilidades (6,1 — 0).
Cada firma conoce su coeficiente de sensibilidad b; pero no el del otro.

1. Determine el espacio de acciones, tipos creencias y pagos de este juego.

2. Encuentre un equilibrio simétrico Nash Bayesiano en estrategias puras.

Solucidn: las estrategias son los precios que ofertan. Las dos firmas tiene el mismo
tipo de informacién. Luego, los beneficios (pagos) de la firma 1 estdn dados por

m = (p1—c1)q1 = (p1 —c)(a—p1—bip2)

La CPO provee
_a—bipp _a—bi[0py+(1-0)p;]
Pr=—p "= 2 '
Si by = by,
_a—byl[0pag+(1-0)pL] _a—(1-0)bupr
PH = 2 — PHT T b,
Sib =0,

_ a— bL[QPH—i— (1 — Q)PL] _ a— QprH
PL 2 2 bl 8)

De este modo,
—0b
o= (-0 [
PH = 2+ 60by
B a+a(l—0)by+ 0a
PH = 200y + 2(1 — 0)by, + 6(1 — 0)bgby — (1 — 0)0b,

De forma andloga se computa py. Por simetria, terminamos.
Ejercicio 3.3. Gibbons 1992. Encuentre todos los equilibrios Nash-Bayesianos en estra-
tegias puras del siguiente juego Bayesiano:

1. La naturaleza escoge si los pagos son la Tabla 1 o la 2 con probabilidad un
medio

L R
L|{(,1)](0,0)
R |(0,0) | (0,0

L R
L | (0, 0)](0,0)
0,0) | (2,2

=
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2. Eljugador 1 sabe qué escogi6 la naturaleza pero el jugador 2 no.
3. Eljugador 1 escoge L o Ry el jugador 2 también, simultdineamente.

4. Se realizan los pagos.

Solucién: Si la naturaleza elige el juego 2, el jugador 1 siempre jugara B, ya que
domina débilmente a T, y el jugador 2 jugard R, ya que domina débilmente a L.
Ahora, si la naturaleza elige el juego 1, el jugador 1 jugara L. Si la naturaleza elige el
juego 2, el jugador 1 jugard R. Ademads, si el jugador 2 juega L con probabilidad p, la
utilidad esperada del jugador 2 es:

1 1 1 1 1
Esta expresion se maximiza en p = 0, es decir, el jugador 2 siempre jugara R. Por lo
tanto, el equilibrio de Nash bayesiano en estrategias puras es:

BNE = {(1,L,R), (2,R,R)}.

Ejercicio 3.4. Dos participantes hacen apuestas en una subasta de primer precio (FPA).
El participante i = 1,2 tiene una valoracién @; por el objeto a subastarse. En este
caso, ¥; es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo [c,d],
donde 0 < ¢ < d. Compruebe que es un equilibrio Bayesiano de Nash que ambos
participantes utilicen la estrategia dada por

pr(o) =7,

para todo v € [c,d|.

Solucién: queremos comprobar que la estrategia

Br(0) = "

es un equilibrio Bayesiano de Nash en una subasta de primer precio con dos partici-
pantes. El participante i gana si su oferta b; supera la del oponente j:

b; > B*(vj).

Dado que v; ~ Ulc,d] y B*(v;) = #, entonces *(v;) se distribuye uniformemente
en [c, %] La probabilidad de ganar es:

Pr(b; > B*(v;)) = Pr(v; < 2b; —c).
La probabilidad acumulada de v;j es:

2bj—c—c  2b;—2c
d—c  d—c

PI‘(Z)]' < Zbi - C) =
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La utilidad esperada del participante i es:
U;(bi;v;) = Pr(b; > B*(v)) - (v; — by).
Sustituyendo la probabilidad:

Zbi —2c

Ui(bi; v;) = 1 ¢

Derivamos U;(b;; v;) respecto a b;:

aui_ 0 2b1’—2C N
b b | d—c (bl

Aplicamos la regla del producto:

ou;_ 1
abl’ _d—C

[2(v; = bi) + (2b; — 2c)(—-1)] .

Simplificando:
o, _ 1
abi n d—c
ou; 1

ab = ﬁ [201‘ — 4:171 + 2C] .
1

[27)1' - Zbl — Zbl + ZC] .

Igualamos a cero:
2v; — 4b; +2c = 0.

Resolviendo para b;:
b — c+v;
[ 2 .

Ejercicio 3.5. Considere una subasta de primer precio, sobre cerrado, en el cual las
valoraciones de los individuos son iid U[0,1]. Muestre que si hay n apostadores,
n—1

entonces b;(v;) = ——=v; es un equilibrio Nash Bayesiano simétrico.

Solucién: el postor i realiza una oferta b. Gana si y solo si las valoraciones de todos los
rivales estdn por debajo de [b*]~1(b)”. Dado que V es una variable aleatoria continua
y b* es estrictamente creciente, los empates tienen probabilidad cero. Por lo tanto,
tenemos:

p(b) =P{b*(V};) <b, Vj#i}
=P{V;<a(b), Vj#i}, o(-)=["]""()
= F(o(b))" L.

En el equilibrio, b debe ser la mejor respuesta a las estrategias de oferta de los rivales,

7El inverso existe porque b* es estrictamente creciente.
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es decir, b resuelve:

b>0

probabilidad de ganar por ganancia neta

Por lo tanto, la condicién de primer orden (FOC) lleva a:

o'(b)(o—b) —p(b) =0.

Dado que ¢(0) = 0 (una valoracién de 0 oferta 0) y v

(n = 1)f(o(b))(e(b) — b)o'(b) — F(o(b))

donde F' = f. Dado que F(o(b)) = o(b) y f(o(b)) =1, (10) se simplifica a:

(n—1)(c(b) —b)d'(b) — (b)) =0 = d'(b) =

Finalmente,

Usamos que

por lo que

3.5. Ejercicios adicionales

max p(b)(v—Db)
%/_/

a(b)8, (9) se convierte en:

((b) =b)(n—1)°

Con la condicion inicial ¢(0) = 0, usando la suposicion o(b) = Cb,

©)

(10)

Ejercicio 3.6. Annie y Billy deben decidir si se provee o no un bien ptiblico. La utilidad
de cada uno de ellos sin el bien ptblico es 0. Esto es de conocimiento ptublico. Por
otro lado, el beneficio individual cuando la provisién ocurre es informacion privada.
Esto es, i = A, B considera que los beneficios que j # i deriva de la provision del bien

ptblico es una variable aleatoria f; independiente e idénticamente distribuida con
una funcién de distribucién F y soporte [0, 0]. Esta funcién de distribucién es estric-

tamente creciente, con funcién de densidad f. Ademads, ambos Annie y Billy conocen

8¢ indica la valoracién que genera la oferta b.
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su propio beneficio: 6; € [6,0]. El bien publico se provee si al menos uno de ellos se
compromete a cubrir el costo ¢ asociado con este bien, donde 0 < 8 < ¢ < §. Cuando
i = A, B se compromete a cubrir el costo, su utilidad es 6; — ¢, independientemente
de si el otro individuo se compromete a cubrir el costo del bien ptblico. Si el bien
publico se provee y i no se compromete a cubrir su costo, su utilidad es simplemente
8;. Si nadie se compromete a cubrir el costo del bien ptuiblico, éste no se provee y la
utilidad de cada individuo es cero.

a) Describan esta situacién como un juego Bayesiano donde Annie y Billy tienen
s6lo dos acciones posibles: comprometerse a cubrir el costo ¢, 0 no comprome-
terse (estamos asumiendo que este compromiso es final).

b) Definan el beneficio esperado de i = A, B cuando este individuo se compromete
a cubrir el costo del bien publico (2; = 1) y cuando decide no hacerlo (a; = 0).

c) ) Muestren que, independientemente de qué estrategia use el jugador j, al juga-
dor i le conviene proveer el bien ptblico si y solo si su tipo es mayor o igual a
cierta cota.

d) Encuentre el equilibrio Bayesiano simétrico de este juego (esto es, encuentren el
equilibrio donde Annie y Billy utilizan la misma estrategia), asumiendo adicio-
nalmente que F es la distribucion uniforme en el intervalo [0, 0] = [0, 1].

a) Recordemos que un juego Bayesiano queda completamente caracterizado por

I =A{7 {Ai} {ui}, 0,1}
donde
1. .% es el conjunto de jugadores
2. {A;} es el conjunto de acciones disponibles para cada jugador
3. {u;} son las funciones de utilidad
4. © los tipos’
5. p la funcién de probabilidad definida sobre ©.
En este caso .# = {Annie, Billy} £ {A, B},

{A;} = {cubrir el costo ¢, no cubrir el costo c},

las funciones de utilidades son de tipo lineal y separables: u;(6;) = 6; — ¢ (en caso
se cubra el costo)!’ Finalmente, solo hay un tipo de individuo: @ = {6} (o sea 6; =
0,0, =01 = 0) y u(6; = 0) = 1. Para poder hacer mas amena la redaccién, denotemos

{A;} = {cubrir el costo ¢,no cubrir el costo ¢} = {0,1}

°0 =1, 0;.
ODe forma més general, u = u(a,0;) con a € []_; A; y, para este caso las acciones posibles son
cubrir el costo y no cubrir el costo (por cada agente 2 opciones) y por ende |A| = 22 = 4.
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y asi,

si(Bi) =1 = u;=0,—c
si(é)i) =0 = u; = 91' . ]P{S](é]) = 1} +0- ]P{S](é]) = O}.

b) Ahondemos en el dltimo punto. Si el individuo i decide proveer el bien ptublico,
independientemente de lo que decida j # i, su utilidad sera

Ahora bien, en caso no decida proveer el bien ptblico, hay dos opciones, o bien j # i
si lo provee, o bien no. Asi pues, su utilidad en dicho caso sera

u; =0;- ]P{S](é]) = 1} +0- ]P{S](é]) = O}J

=U;(0,5;16;)

donde

P{s;(6;) =1} =P{w € Q:5;(6;) = 1}/

probabilidad de que el jugador j escoja asumir el costo

donde 6~]- : Q) — [8,06], sj : ©j — Aj la estrategia del individuo j que depende de su
tipo.

c) Un breve comentario, notemos que en autarquia, la situacion es sencilla y se invier-
te cuando 8; > c = 6 (cota). Ahora bien, en el caso que nos interesa, nuestro objetivo
es analizar como responde i 6ptimamente a la estrategia de s;. En concreto, i invierte
cuando

&' —c > ?i : ]P{S](Q]) = 1}/.

-~

:ui(lisj|9i) :Ui(0,5j|9,-)

Despejando

9, > < .
1-— ]P{S](GJ) = 1}

Acé un aspecto técnico importante, P{s;(f;) = 1} # 1 pues, en dicho caso, no pode-
mos tener la desigualdad

9,‘ —C = 91' : ]P{S](é]) = 1}. (11)
En efecto, si P{s;(f;) = 1} =1, (11) se torna

0;—c>0 — c<0 =><«.
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De este modo, obtenemos la cota 6,

C
> - — 9
T P{s;j(6;,) =1}

depende solamente de la medida de un evento en el c—dlgerbade Q) y ¢

0 (12)

(.

Debido a (15) tenemos

P{si(0;) =1} =P{6; > 0;} =1 —-P{6; < 6;} =1—F(8,).
=P{6;<6;}

Como el problema es simétrico, el agente j hace el mismo célculo:

P{si(8) =1} = P{6; = 6;} = 1 - P{f; < 6;} =1 F(6)).

=P{9;<6;}

Estamos haciendo uso del hecho que {w € Q : 9]- = b} tiene medida nula segun la
medida [P (pues segtin la medida Lebesgue un punto tiene medida nula). Asi pues,
volviendo a (15)

(13)

Puesto que se busca equilibrio Bayesiano simétrico, o sea que Billy y Annie tengan la
misma estrategia, se ha de tener!! 0; = Qj:

De este modo, el equilibrio Bayesiano son el par de estrategia (s],s;)

1, SiQAZG 1, Si@BZQ
s%(07) = —,s5(01) = - 14
4% {o, siog <o B {o, si 60 < 0. (49

Ejercicio 3.7. El equipo de Laura y Carlos tiene que entregar su proyecto final mafiana
en la tarde. Dado que no tuvieron tiempo para coordinar, ambos enfrentan el dilema
de desvelarse hoy para completar el proyecto por su cuenta, o confiar en que su com-

Note que de la Ecuacién 14, la condicién para que A y B usen la misma estrategia es justamente
que 8,4 = 0p.
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pafiero lo harad. Sabemos que cada miembro tiene un tipo 6;, que son independientes
y reflejan cudn comprometidos han estado con las tareas del curso hasta ahora. Ade-
mds, ; ~ U(0,1). La utilidad que obtendrian de completar el proyecto es 67, pero,
como a ninguno le gusta madrugar, de hacerlo perderian ¢ € (0,1) de utilidad. Halle
el equilibrio bayesiano de Nash (EBN) si Laura y Carlos conocen su propio tipo, pero
no el de su compafiero.

Solucién: definamos s;(6;) como la accién del alumno i. Dicha variable es igual a
1 si realiza la tarea y es igual a 0 si no la hace. La utilidad esperada del alumno i es:

62 — ¢, si realiza la tarea,
u: =
l 0?Pr(S_;(0_;) = 1), sino realiza la tarea.

Por lo tanto, para que el alumno i realice la tarea se debe cumplir lo siguiente:
0? —c > 0?Pr(s_;j(0_;) = 1),

lo que implica:

c 1/2
% 2 (1 “Pr(s(0) = 1)) | @

Para los EBN necesitamos asumir que existe el umbral (0,1), tal que la mejor

éi S
respuesta del individuo i es realizar la tarea cuando 6; > ; y no realizarla cuando
6, < ;. Por lo tanto, tenemos lo siguiente:

Pr(s_j(6_;) =1) = Pr(6_; > 0_;)
=1-6_,.

Luego, reemplazando este resultado en (1), obtenemos:
él-zéfi =cC,

lo que implica:
0" = v/c.

Finalmente, el EBN es:

EBN = {Hacer tarea si §; > v/c, Hacer tarea si 6, > /c}.

Ejercicio 3.8. Supongan que hay solo dos participantes en una subasta de primer pre-
cio (sin precio de reserva'?). Cada uno de ellos tiene una valoraciéon hacia el objeto
¥ que sigue una distribuciéon dada por F(v) = v? en el intervalo [0,1], donde a es
una constante positiva. Verifiquen que la siguiente estrategia constituye un equilibrio

12E] precio de reserva es el precio minimo al que el vendedor estd dispuesto a vender el objeto. En
esta subasta, el precio de reserva se considera nulo, lo cual implica que el objeto se vende al mejor
postor, sin restricciones de precio minimo.
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Bayesiano en la subasta de primer precio'’:

plo) = (a—akl) v

Solucién: primero, establezcamos el contexto: tenemos 2 jugadores .# = {1,2} con
valoraciones v1,v; € [v,9] = [0,1]. Luego, para i = 1,2, dado que estamos en una
subasta de primer orden,

v; — b; si gana la subasta
ui(bi,b—i|vi){ o ols

0, si pierde

donde b; es la apuesta (el bid) del individuo i. En este caso, dado que nos encontramos
en el escenario de informaciéon incompleta: v; ~ F; con soporte en [v,7] = [0,1].
Concretamente, F(x) = x%, a > 0.

En este contexto, una estrategia es una funcién B; : ©; = [0,7] - Ry, i=1,2.
Ahora bien, la utilidad esperada del agente i es

U;(b;,v;, Bj) = (v; — b;) - IP{i gana la apuesta} + 0 - IP{i pierde la apueta}
con j # i. Ciertamente,
IP{i gana la apuesta} = IP{B;(7;) < b;}.

Un supuesto técnico que entra en juego aca es que p es creciente y por lo menos
continua. Asi, es localmente invertible. El supuesto de la monotonia es coherente
pues, a mayor valoracién, mayor o igual serd su apuesta. De este modo:

P{B;(9)) < bi} = P{0; < B; '(b;)} = F(B; " (bi))-

La dltima desigualdad es consecuencia del hecho que la medida de Lebesgue le otor-
ga medida cero a un punto. De este modo,

U;(bi, vi, Bj) = (0i — bi) F(B; " (b)) (15)

Vamos a proceder de dos manera distintas. Primero, vamos a usar como candidato
al B(v) propuesto. Verificaremos condiciones de primer y segundo orden. En una
segunda instancia, vamos a derivar de manera general, dada una distribucién F(-),
el B 6ptimo, bajo el contexto en el que estamos trabajando. Esta derivacion sigue los
desarrollo en Auction Theory de Vijay Krishna.

13Una subasta de primer precio es un tipo de subasta en la que cada participante presenta una oferta
sin conocer las ofertas de los demads, y el objeto es adjudicado al oferente con la oferta mas alta, quien
debe pagar el valor ofertado. Se asume que las valoraciones son independientes entre los participantes.
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Volvamos a la Ecuacién 15 y supongamos que ﬁj_l(bi) = %bi. Entonces,

U; = (v; — b;) [(aj:l)bir-

Las condiciones de primer orden deben proveer v; = %bi. Veamos.

d
d—biui =0
nos lleva a . .
a+1 . o a+1 a1
K . )bz} + (v bl)a( p ) b = 0.
Factorizando,

1 a
(al— ) v,-abf_l—(lqta)b;i =0

-~

=0

1
Uiabl‘?*l =(@+1)b] = v;= ajl_ b;.

Asi, para concluir, hay que verificar solamente que en v; = %bi, la segunda deri-

vada es negativa en el punto 6ptimo, asegurando la optimalidad (al menos local).

Calculamos entonces )
d
db?

1

e
v;i=(a+1)b;/a

Las derivaciones anteriores nos llevan a

& us = (““)a K”lbi) a(a—l)bf‘z—a(a+1)bf_1] .

a a

vi=(a+1)b;/a

Simplificando y factorizando por b7 2:

o a
d e = (ﬂ) K”;lei) a(a—l)—a(a—l—l)bi] <o.

dv?

1

a

v;i=(a+1)b;/a

En efecto, basta notar que (Mbi> a(a—1)—a(a+1)b; =—(a+1)b; <0.

a

Situacién general.

Analicemos la condicién de primer orden en b;:

aul‘?(bi, 0i, ‘B])

b, = F'(B; 1 (b:)) (v — bi)[B; (02)) — F(B; " (bi)
=F(B! b;))(v; —b;) - —1 - - b;)) = 0.
F'(B; (bi)( ) 56, (09) F(B; "(bi)) =0
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Acé se ha usado el Teorema de la Funcion Inversa para obtener la igualdad

1

-1 b; i S—
= )

Luego, como las estrategias son simétricas: /3]_1 (x) = ,Bl_l (x). En particular, /3]_1 (b;) =
B1(b;) = v; de donde,

1

_ F'(vi)(v; — by)
- Bi(w)

Asfi, obtenemos la ecuacién diferencial de primer orden
F'(v;)(vi — bi) = Bi(vi) F(v;).
Denotando f la densidad de F:
f(oi)(vi —b;) = Bi(vi) F(v;).
Reemplazando b; = B;(v;):
f(vi)(vi = Bj(vi)) = Bj(vi) F(vi).

Asi,
f(vi)vi = Bj(vi) F(v:) + Bj(v:) f(vi).

Identificando la estructura de un producto de derivadas:
d
flooi = 5 [Bj(vi)F(0i)] .
Integrando y notando que ;(0) = 0:

o) = 775 ) L0

Reemplazando con F(x) = x™:

/0 ; t(at®)dt (16)

= — . C gt (17)

= 0;. (18)

Asi pues, la condicién de primer orden provee en efecto ;(v) = 47 v. Para concluir

que la estrategia constituye un equilibrio Bayesiano en este contexto de Subasta de
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Primer Precio, hay que verificar la optimalidad (pues las condiciones de primer orden
son condiciones necesarias).

Supongamos que el individuo j sigue la estrategia descrita previamente. Veamos
que i también usa la misma estrategia.
)+ ), F

{ —f+/ ]

(1t —0) — [ Eydy 2 0

j

U;(Bi(vj),vj) — U;(Bi(t),vj) =

ya sea que t < vj 0t > v;. Aca se ha usado integracion por partes y el hecho que el
otro individuo sigue la estrategia propuesta'*:

U;(Bi(t),vj) = F(t)(vj — Bi(t))
= F(t)v; — F(t)%/o yf(y)dy

= F(t)v; — /Ot yf(y)dy

t

o /Ot F (y)dy]

t

= F(t)(vj —t)+ ; F(y)dy.

= F(t)v; - [yF(f)

Con esto, concluimos lo solicitado.
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