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Juegos Estaticos con Informacion Incompleta

Definition 1. La representacién de un juego Bayesiano con 7 jugadores es:
G= {All' o /Anl®1/' T /®1’11p1/' “yPns UL, /un}- (1)

Luego, decimos que las estrategias s* = (s}, - - ,s;;) conforman un equilibrio de Nash
bayesiano en estrategias puras si, para cada jugador i y para cada tipo de i, §; € ©;,
(6;) resuelve

*
5i

max ) ui(s7(01), 57 1(0i-1), 0,571 (0i1), - 55(0n);0)pi(0-16;).
a;€A; 0_;c0_;

Ejercicio 1. Gibbons 1992. Considere un duopolio de Cournot operando en un mercado
donde la funcién inversa de demanda es P(Q) = a — Q, donde Q = g1 + g es la
cantidad agregada en el mercado. Ambas firmas tienen un costo total! ci(gi) = cqi,
pero la demanda es incierta: es alta (a = ag) con probabilidad 0 y baja (a = ar) con
probabilidad 1 — 0. Més atn, la informacién es asimétrica: la firma 1 conoce si es que
la demanda es alta o baja, pero la firma 2 no. Todo esto es de conocimiento ptblico.
Las dos firman escogen simultdneamente las cantidades que venden. Responda lo
siguiente:

1. ;Cudl es el espacio de estrategias de las firmas?

2. Proponga supuestos sobre los pardmetros ap,ar,6 y c, de forma que las canti-
dades de equilibrio sean positivas.

1E]l pardmetro c es estrictamente positivo.
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3. ¢Cual es el equilibrio Nash Bayesiano de este juego?

Ejercicio 2. Gibbons 1992. Considere el siguiente modelo del duopolio de Bertrand bajo
asimetrfa de la informacién. La demanda de la firma i es g;(p;, pj) = a — p; — b;p;. Los
costos son iguales a cero para las dos firmas. El coeficiente b; es una variable aleatoria
con soporte {br, by}, by < by y distribucién de probabilidades (6,1 — 0). Cada firma
conoce su coeficiente de sensibilidad b; pero no el del otro.

1. Determine el espacio de acciones, tipos creencias y pagos de este juego.
2. Encuentre un equilibrio simétrico Nash Bayesiano en estrategias puras.

Ejercicio 3. Dos participantes hacen apuestas en una subasta de primer precio (FPA).
El participante i = 1,2 tiene una valoracién 9; por el objeto a subastarse. En este
caso, U; es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo [c,d],
donde 0 < ¢ < d. Compruebe que es un equilibrio Bayesiano de Nash que ambos
participantes utilicen la estrategia dada por

pr(o) = 7,

para todo v € [c,d].

Ejercicio 4. Considere una subasta de primer precio, sobre cerrado, en el cual las
valoraciones de los individuos son iid U[0,1]. Muestre que si hay n apostadores,
n—1

entonces b;(v;) = =v; es un equilibrio Nash Bayesiano simétrico.

Ejercicio 5. Annie y Billy deben decidir si se provee o no un bien publico. La utilidad
de cada uno de ellos sin el bien publico es 0. Esto es de conocimiento ptublico. Por
otro lado, el beneficio individual cuando la provisién ocurre es informacién privada.
Esto es, i = A, B considera que los beneficios que j # i deriva de la provision del
bien publico es una variable aleatoria éj independiente e idénticamente distribuida
con una funcién de distribucion F y soporte [0, 6]. Esta funcién de distribucién es
estrictamente creciente, con funcién de densidad f. Ademds, ambos Annie y Billy
conocen su propio beneficio: 0; € [0, 6].

El bien ptuiblico se provee si al menos uno de ellos se compromete a cubrir el costo
¢ asociado con este bien, donde 0 < § < ¢ < 6. Cuando i = A, B se compromete a
cubrir el costo, su utilidad es 0; — ¢, independientemente de si el otro individuo se
compromete a cubrir el costo del bien publico. Si el bien ptblico se provee y i no se
compromete a cubrir su costo, su utilidad es simplemente 0;. Si nadie se compromete
a cubrir el costo del bien ptiblico, éste no se provee y la utilidad de cada individuo es
cero.

a) Describan esta situacién como un juego Bayesiano donde Annie y Billy tienen
s6lo dos acciones posibles: comprometerse a cubrir el costo ¢, 0 no comprome-
terse (estamos asumiendo que este compromiso es final).

b) Definan el beneficio esperado de i = A, B cuando este individuo se compromete
a cubrir el costo del bien publico (2; = 1) y cuando decide no hacerlo (a; = 0).

2



c) ) Muestren que, independientemente de qué estrategia use el jugador j, al juga-
dor i le conviene proveer el bien ptblico si y solo si su tipo es mayor o igual a
cierta cota.

d) Encuentre el equilibrio Bayesiano simétrico de este juego (esto es, encuentren el
equilibrio donde Annie y Billy utilizan la misma estrategia), asumiendo adicio-
nalmente que F es la distribucion uniforme en el intervalo [0, 0] = [0, 1].

a) Recordemos que un juego Bayesiano queda completamente caracterizado por

I = {7 {Ai},{ui}, 0, u}
donde
1. .7 es el conjunto de jugadores
2. {A;} es el conjunto de acciones disponibles para cada jugador
3. {u;} son las funciones de utilidad
4. O los tipos?
5. y la funcién de probabilidad definida sobre ©.
En este caso .# = {Annie, Billy} £ {A, B},
{A;} = {cubrir el costo ¢, no cubrir el costo c},

las funciones de utilidades son de tipo lineal y separables: u;(6;) = 6; — ¢ (en caso
se cubra el costo)® Finalmente, solo hay un tipo de individuo: ® = {6} (o sea 6; =
0,0, = 01 = 0) y u(6; = 0) = 1. Para poder hacer mds amena la redaccién, denotemos

{A;} = {cubrir el costo c,no cubrir el costo ¢} = {0,1}
y asi,
(91' =1 = u;=0,—c

s (0;)
Si(ei) =0 = u;=0;- P{S](éj) = 1} +0- ]P{S](é]) = O}

b) Ahondemos en el dltimo punto. Si el individuo i decide proveer el bien ptublico,
independientemente de lo que decida j # i, su utilidad sera

ui((?i) = 91' —C.
—_—————
=U;(1,s16;)

0 =1/, O;.
3De forma més general, u = u(a,6;) con a € [[/_; A; y, para este caso las acciones posibles son
cubrir el costo y no cubrir el costo (por cada agente 2 opciones) y por ende |A| = 22 = 4.



Ahora bien, en caso no decida proveer el bien ptblico, hay dos opciones, o bien j # i
si lo provee, o bien no. Asi pues, su utilidad en dicho caso sera

u; =0,;- ]P{S](é]) = 1} +0- ]P{S](é]) = 0}/

=U;(0,5;10;)

donde

probabilidad de que el jugador j escoja asumir el costo

donde 0~]- : Q) — [6,0], sj : ©j — Aj la estrategia del individuo j que depende de su
tipo.

¢) Un breve comentario, notemos que en autarquia, la situacién es sencilla y se invier-
te cuando 6; > ¢ = 6” (cota). Ahora bien, en el caso que nos interesa, nuestro objetivo
es analizar como responde i 6ptimamente a la estrategia de s;. En concreto, i invierte
cuando

0;—c >0;-P{s;(0;) =1}.

6,—c >0-P{s5(0) =1

:ui(lrsj|9i) :U,-(O,s]-|91v)

Despejando

9, > < .
1-— ]P{S](QJ) = 1}

Acé un aspecto técnico importante, P{s;(;) = 1} # 1 pues, en dicho caso, no pode-
mos tener la desigualdad

91' —C = 91' . ]P{S](é]) = 1}. (2)
En efecto, si P{s;(f;) = 1} =1, (2) se torna
0,—c>0, — c<0 =<«

De este modo, obtenemos la cota 0;

C
0. > _ = 0.
' 1-— ]P{S](QJ) = 1} _i

depende solamente de la medida de un evento en el c—algerbade Q) y ¢

©)

Debido a (3) tenemos

P{s;(6;) =1} =P{0; > 0,} =1-P{f; < 0ij =1—F(8)



Como el problema es simétrico, el agente j hace el mismo célculo:

P{s;(6;) =1} =P{6; > 6;} =1 —&éj <8} =1-F(6)).

=P{6;<6;}
Estamos haciendo uso del hecho que {w € O : §; = b} tiene medida nula segtn la

medida IP (pues segtin la medida Lebesgue un punto tiene medida nula). Asi pues,
volviendo a (3)

(4)
d) En caso la distribucién sea la uniforme sobre [0, 6] = [0,1]

F(x):/oxf(t)dt:/oxldx:x,nggzl.

De este modo, la cota queda
c c

b= F6) 6

Puesto que se busca equilibrio Bayesiano simétrico, o sea que Billy y Annie tengan la
misma estrategia, se ha de tener* 9, = Q]-:

Qi:9£ — i =c = 0,=05=0=1\c=c

Zi

1/2.

De este modo, el equilibrio Bayesiano son el par de estrategia (s}, s3)

1, Si@AZQ 1, Si@BZQ
sh(01) = —,s%(01) = - 5
4l0) {o, sioq <o BV {o, si 0 < 0. ©

“Note que de la Ecuacién 5, la condicién para que A y B usen la misma estrategia es justamente
que 04 = 0p.



Propuestos

Ejercicio 6. Osborne 1995. Dos personas se ven involucradas en una discusién acalora-
da. La persona 1 no estd seguro si la persona 2 es fuerte o débil, por lo que le asigna
una probabilidad « € [0, 1] de ser fuerte. La persona 2 estd completamente informada.
Cada persona puede luchar fisicamente contra la otra o evitar la confrontacién. Con-
sidere los siguientes pagos en funcion de la accién tomada y la fuerza de la persona
2:

» Si una persona evita la confrontacién, su pago es 0, independientemente de la
decisién que tome la otra persona.

» Si la persona decide luchar pero su oponente decide evitar la confrontacién, el
pago es 1.

» Siambos deciden luchar, los pagos son (—1,1) sila persona 2 es fuerte y (1, —1)
si la persona 2 es débil.

Formule esta situacién como un juego Bayesiano y encuentre su equilibrio Nash Ba-
yesiano para los casos &« < 1/2ya > 1/2.

Ejercicio 7. Gibbons 1992. Encuentre todos los equilibrios Nash-Bayesianos en estrate-
gias puras del siguiente juego Bayesiano:

1. La naturaleza escoge si los pagos son la Tabla 1 o 1la 2

L R
L|{(,1)](,0)
0,0) | (0,0)

=

L R
L |(,0) (0,0
R|(0,0) | (2 2

2. Eljugador 1 sabe qué escogi6 la naturaleza pero el jugador 2 no.
3. Eljugador 1 escoge L o Ry el jugador 2 también, simultdineamente.
4. Se realizan los pagos.

Ejercicio 8. Mas-Colell, Whinston & Green. Considere un modelo de duopolio lineal del
tipo Cournot. Dos empresas, 1y 2, escogen simultdneamente las cantidades de pro-
ducto que se disponen a vender en un mercado. El precio unitario estd determinado
por la funcién inversa de demanda

P(q1,92) = a—b(q1 + 92).

El costo unitario de las dos empresas es 0 < ¢ < a. No hay costos fijos.



1. Encuentren el equilibrio de Nash de este juego. Supongan ahora que el costo
unitario es informacién privada. Cada firma puede tener un costo bajo c;, o un
costo alto cy, donde 0 < ¢ < cy < a. La probabilidad de que la firmai = 1,2
tenga un costo bajo es 6 € (0,1).

2. Representen esta situacion como un juego Bayesiano.

3. Encuentren el equilibrio Bayesiano.



