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1 Economias de intercambio puro

Ejercicio 1.1. Supongamos que en una economia 2 X 2 el consumidor ¢ tiene preferencias
Cobb-Douglas u; (1, 72;) = x825;*. Ademéds, suponga que las dotaciones son w; = (1, 2)
vy wy = (2,1). Encuentre las asignaciones de Pareto éptimas y el (un)' equilibrio de
Walras.

Solucién: para encontrar las asignaciones P.O., dado que las funciones de utilidad de
ambos consumidores son diferenciables y monétonas, resolvemos

max Ui (1'11, [L’Ql)
1,22

S.a. UQ($12,.CE22) Z u
T+ T2 < wy
To1 + Ta2 <2

L1, T2 Z 0.

Note que x; = (x1;, x9;). Reemplazando con las especificaciones del problema:

max 1% x5 “
T1,T2

sa. 1015, >
11+ 212 <3
To1 + T2 <3

x1,x9 2 0.

1iNo sabemos si es tinico o no! Sin embargo, bajo algunas condiciones sobre las preferencias, que se
cumplen en este ejercicio, se garantiza la existencia.
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Debido a la monotonia de las preferencias, las 3 primeras restricciones son con igualdad.
Ademas, para u > 0 (descartamos por ahora los casos degenerados donde unos de los
consumidores consume 0 de un bien), la solucién es interior y las condiciones de no
negatividad son inactivas. Més ain, podemos escribir 15 = 3 — 211 y T92 = 3 — x9;. Por
ende,

L(IL‘H, o1, )\) = l‘?llél_a + )\((3 - Z)L'H)a(?) - Z)’ng)l_a - E)

Las CPO proveen (verifique que es equivalente a TMS; = T M Ss)

a2 — Ma(B —21)* B —20) =0

(1 —a)zfizy” — (1 —)AB —211)*(3 —22) > = 0.

Como hemos descartado la posibilidad de que z;; = 0 i.e. z_; ¢ # w;, podemos dividir las
expresiones y queda

\ ATITI _ AT .
(3 — $11)a71(3 — .’13'21)170‘ (3 — $11)a(3 — .9321)706

De este modo,
Top 3 — Tg

x11 3 —x11

O sea, x9; = x11 definen las asignaciones P.O. Mediante un analisis grafico, determinamos
que las esquinas también son P.O. Se pudo llegar a la misma conclusién por un anélisis
mas directo. Las TMS de ambos individuos son las mismas y la caja de Edgeworth en
este caso e cuadrada. Las tangencias seran en la diagonal.

Ahora, resolvemos los problemas de maximizacién de la utilidad de cada consumidor.
Esto es,

max u;(x;) = x‘f‘ixéi_a

S. a. P1X1; + Pake; < Prwi; + Pawa;

La solucién es

a(pwy + pawai) (1= a)(prwni + paws;)

*
14 ) 21
b D2

Aplicando la Ley de Walras (Ejercicio 1.3), para encontrar el ratio de precios de equilibrio

basta resolver
a(pr + 2ps) I a(2py + p2)

y4 P1

=3.

Ti + X7y =
Simplificando,
3+ 3a(pa/p1) = 3

Eso conlleva a
p3/pi = (1 —a)/a

Finalmente, se reemplaza en xj; el ratio para obtener el E.W.

Ejercicio 1.2. En cada uno de los siguientes casos, dibuje la caja de Edgeworth, algunas
curvas de indiferencia para cada consumidor, el conjunto de Pareto y el nicleo (curva de
contrato). Finalmente, encuentre el (un) equilibrio Walrasiano en cada caso.
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U\ T11, T21 9511%21, U2($12,$22) = 9512%%2, Wy = (273) y wWo = (1,2)-

U1{T11, T21 T11 + Za1, U2(IE12,9€22) min{ﬂUm,fUQz}, Wy = (1>2) y Wo = (3,4)-

U1{11, T21

) ua( ) =
) ua( ) =
¢) ui(x11, o) = 11 + In Xy, ua(T12, To2) = T12 + 21N x99, wy = (2,3) y wy = (1,2).
) s ( ) = 11221, Uz(X12, Teg) = min{xa, Tao}, w1 = (2,6) y wy = (4, 1).
) wa ) =

U1{r11,T21) = mln{Ql‘ll’l‘m} U2($127$22) = m1n{x12,2x22} Wy = (1 2) y w2 =

(3,4).

Identifique siempre que sea posible el tipo (Cobb-Douglas, CES, Leontief, lineal...) de la
funcion de utilidad.

Solucién: (a). Usamos x;; = x1,T91 = Y1,T12 = To Y Toe = Yo. Graficamos a
continuacién las dotaciones iniciales {(2,3), (1,2)}, algunas curvas de indiferencia:

U, —
=—,U;eR
n 2$% 1 +
5| Uz =
Y2 = ’ 727 U2 € R+
i)

la curva I' de 6ptimos de Pareto (puntos de tangencia entre las tasas marginales de
sustitucion: y; = 185_“"5961) el nucleo (la interseccién de I' con la zona de beneficio mutuo),
los consumos en equilibrio y la recta presupuestal correspondiente (ver pregunta 2 para

los valores numéricos del ratio y las demandas):

{p-(zy) =p-u'}

Y2
wy =5 Winic )
(z*,y%) = ((2.47,0.53) , (2.18,2.82)
optimos de
Pareto
Y1
x1 We =3

Figure 1: Situacién completa.



Notemos que las curvas de indiferencia son asintéticas a sus respectivos ejes debido a las
especificaciones u'. Por motivos de precision, permitanos proveer el mismo grafico usando
Python :

Edgeworth box

0s 10 15 2.0 25

Figure 2: Curvas de indiferencia, I' y @.

Dado que las funciones de utilidad en cuestion son diferenciables y la solucién puede
ser en la frontera? los 6ptimos de pareto se caracterizan por las siguientes dos condiciones:

1 2
Op - Ogyu

1 2
Oy, u Oy,

condicién de tangencia
Ty + T _ (W) _ 3 (1)
Y1+ Yo Wy 5)°

max u;(;, yi)

En efecto, hay que resolver:

sa. u_i(x "y >

Computamos entonces los ratios de las utilidades marginales:

dryyr s
22, x93
Simplificando:
o
T N 31’2.
Usando (1)
@ !
v 303 —xy)
Despejando y; en términos de x; obtenemos
514
Y1 = 18—z, (2)

En la Figura 3 graficamos los 6ptimos de Pareto (Ecuacién 2) para (x1, ;) en la caja de
Edgeworth O = [0, 3] x [0, 5].

2Si se evaltia alguna de las funciones de utilidad en un vector con 0 unidades de alguno de los 2 bienes,
la utilidad vale 0, lo cudl es menor a u’(w’) > 0.
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y_1=5x_1/(18-5x_1)

—— y_1=5x1/(18-5x_1)

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figure 3: Optimos de Pareto.

Ahora bien, para obtener los precios y asignaciones de equilibrio, analizamos el
problema desde la perspectiva del mercado, donde cada individuo resuelve:

%
max  u'(z,Y;)
% 7
P, - S.a. PzT; + DPyYi < Pzwy + Pyws
i ——
restriccién presupuestaria

Dado que las funciones de utilidad son crecientes en ambos bienes (primeras derivadas
parciales positivas), la restriccién se cumple con igualdad y x;, y; > 0. Aplicamos entonces
las condiciones de primer orden al Lagrangiano asociado. Para el consumidor 1 tenemos

L(x1,y1,N) = 227y1 +A(2ps + 3py — Dot — Pyy)-
——

u1(z1,y1)

Luego,
g;z =4dr1y1 — Ap: =0
% = 2% — Apy =0
% = 2p; + 3py — pzx1 — pyy1 = 0.

Combinando las dos primeras ecuaciones, obtenemos

21 _ e
T1 Dy
Asi,
Y = Z1 P
1 - .
2 py



Reemplazando en la restricciéon presupuestaria:

X1 Py
D21 +py (7;) = 2pac + 3py
Yy

y despejando x1, obtenemos finalmente las demandas Marshallianas del consumidor 1:

4 » 2 [2p, + 3p, ]
py) == +2 () = 2| T
lperby) =5+ (m) 31 pe
—_——

_a I

a+8 px
2 (P 1 [2p, + 3py |
Y1\ Pz, P :1+_<_):——.
1( y) 3 py 3 i py ]
—_————

—_B8 I

a+pB py

Resolviendo andlogamente para el consumidor 2 tenemos:

L@y, N) = woyy +APe + 2Dy — o1 — Dyy1)
~—~—~
u2(r2,y2)

0L 3
— =y —Ap, =0

axl y2 p
0L
oy
0L
o\
Usando las 2 primeras ecuaciones:

= 3xys — Apy =0

= Pz + 2py — P22 — pyyo = 0.

Y2 Pz

3.’132 py ( )
Reemplazando en p, + 2p, = pyxs + pyys = 0O:
Bpm'TZ

Y

PzT2 + Dy ( ) :px+2py'

Despejando x5 y reemplazando en 3

1 [p.+2p
) = § [

4 Dz
3 {px + 2py1

Yo(Pas Dy) = 1 »

Note que, informalmente, identificando coeficientes «, 3, dada la estructura Cobb-
Douglas: u(z,y) = Az*y”?, pudimos recuperar directamente las demandas Marshallianas:

ol 8I . . . ., , )
< B @B > Dichos a y (8 se obtienen aplicando una transformacién monétona g(+)

a u’ (por ejemplo g(t) = t'/3 o g(t) = t*/*).
Para obtener el ratio de precios de equilibrio, debemos imponer la condicion de clearing
market. Esto es:

21(p) + 22(p) — Wa = = [u} n {p + py} g

3 Dz 4 Dz
_ 1 {2p,+3py, 3 [Pz +2py
y1(p) + y2(p) — @, 3 { o } +7 { s



Aplicando la condicién de Walras, basta equilibrar uno de los mercados:

4 2py 1 Dy
— P + — — 7
37 TiTyy,

Esto provee el ratio: % = % (recordemos que en equilibrio general lo que interesa es el

x
ratio y no tanto el valor numérico de cada precio, eventualmente podemos normalizar uno
a 1). Reemplazando en las funciones de demanda obtenemos (numéricamente aproximado
ala 107%)

—-3=0.

xy ~ 2.47
yp ~ 2.18
To ~ 0.53
Yo ~ 2.82.

Finalmente, queda tinicamente por verificar que estas asignaciones son Pareto 6ptimas.
Esto es consistente con el hecho que las preferencias de los consumidores <, representadas
por las funciones de utilidad w(-) son crecientes en sus argumentos (preferencias
mondétonas® por ende): esta es la tinica condiciéon necesaria en el Primer Teorema del
Bienestar. Verificamos que el equilibrio Walrasiano pertenece a I' pues:

5247
—— ~ 218.
18 —5-247 ~~
T/ :yf

Permitanos terminar la pregunta corroborando usando la libreria en Python Edgeworth:

Edgeworth Box

\}

- Pareto
—— U1 before trade
—— U2 before trade
Init. endow.
— COre
----- —&— Equilibrium

\
\
1
1
1

Budget constraint
U1 at eq.
U2 ateq.

Units of 2-nd good

Units of 1-st good

Figure 4: Sintesis caja de Edgeworth: ui(z1,y1) = 223y vy w' = (2, 3)
Uy (2, y2) = Tays y w? = (1,2) .

(b) Graficamos a continuacién las curvas de indiferencia, dotacién inicial, curva de
contrato y optimos de Pareto.

3A k.a. localmente no saciadas.
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Figure 5: wy = (2,6) y w = (4,1).

Para obtener la curva de Optimos de Pareto notar que al no ser las preferencias
estrictamente convexas y diferenciables (la funcién de Leontief) procedemos via el andlisis
grafico. Fijado un nivel de utilidad para el agente 2: min{z,,%,} = U, el consumidor 1
va a optimizar en una curva de indiferencia que pasa por los vértices de las curvas de
indiferencia, i.e., 9 = yo. De este modo, la curva de éptimos de Pareto es x5 = yo que es
lo mismo que y; = x; + 1.

Luego, para obtener el equilibrio Walrasiano resolvemos primero el problema del
consumidor 1:

max Ti1Yi

S.a. PeT1 + PyY1 = 2p, + 6py
T1,Y1 Z 0.

Dado que se trata de una funciéon Cobb-Douglas, identificando o« = g = 0.5 e I =
2py + 6py, las demandas Marshallianas vienen dadas por

2p, + 6p
xl(p:upy) = Ty
2p, + 6p
Y1 (pe, py) = o L.
Y

Por otro lado, el consumidor 2 resuelve

max min{zy, ys}

S.a. Py + pyy1 = 4pz + Dy
$2>7J2 Z 0

La solucion al problema se da cuando xo = 1. Asi,

4p, + Dy
To\Pz,Py) =
(D2 Dy) -,
Aps + py
Y2\Pz,Py) = ———-
(D2, Py) P



Normalizando p, = 1, para obtener el ratio de precios de equilibrio debemos limpiar solo
uno de los mercados (Ley de Walras), i.e., exceso de demanda igual a cero:

2p, +6  4dp,+1
_ P L 2P —

—6 6 =0.
z1(p1, p2) + 2(p1, p2) 2%, oot 1
La solucion para p, es @ Reemplazando con este valor numeérico y p, = 1 se obtienen

las demandas de equilibrio. Verificamos por ejemplo que

V13 -1 7+13 VI3 -1
T T’l +1=f=y1 T’l :

Esto es, que el equilibrio Walrasiano es 6ptimo de Pareto.

Ejercicio 1.3. De Mas-Colell et al. (1995). Considere una economia 2 x 2 en la cual
las preferencias de los consumidores son monétonas. Demuestre que (a continuacién
W = wig + way)

2 2

D1 (Z z1i(p1, p2) — w1> + P2 (Z Toi(p1,p2) — wz) =0.
i=1 =1

Generalice el resultado por L bienes y N consumidores.

Solucion: Las restricciones presupuestarias de cada consumidor son

P1Zi1(P1, P2) + Datia(p1, P2) < prwin + Dawio.

Ahora, supongamos que la desigualdad es estricta para algin ¢. Es decir,

P12t (p1, P2) + Datio(p1, P2) < prwit + Dawio.

Dado que las preferencias son monodtonas, también son localmente no saciables. Por lo
tanto, dado un € > 0, podemos encontrar un vector (z;1, zi2) € B((zi1(p1, p2), Zia(p1,02)), €)
tal que

(zi1, Zi2> i (%1(2717172),%2(2?17]92))-

(p1,p2) - (201, 2i2) < (P1,p2) - (Wir, wiz).
Esto es una contradiccion, ya que por definicién,
ri(p1,p2) =i 2, ¥V 2 € Bi(p).

Por lo tanto,

P12t (p1, P2) + Datio(p1, P2) = Prwit + Dawio.

Sumando sobre 7,

2 2

Zpﬂ?il (p1,p2) + pawia(p1, p2) = Zplwz‘l + Pawia.
i=1 i=1



Reordenando los términos, concluimos. Finalmente, supongamos, sin pérdida de
generalidad, que el primer mercado se limpia:

P (Z x1;(p1,p2) — w1> = 0.

i=1

Entonces,

D1 (Z $1i(plap2) - Wl) +p2 <Z :I:zi(pl,pg) — w2> =0

=1 i=1
(. 4
'

=0

implica
2
D2 (Z Toi(p1, P2) — Wz) = 0.
i=1
Esto muestra que cuando las preferencias son localmente no saciables, se cumple la Ley

de Walras, y solo es necesario que un mercado se limpie.

Ejercicio 1.4. De Varian (1992). Considere dos individuos en una economia de
intercambio puro cuyas utilidades indirectas son

Ul(p17p2>w) =lhw - Clhlp1 - (1 — (l) 1Ilp2
UQ(pl)p27w) =Ilnw — blnpl - (1 — b) 1np2

Las dotaciones son w; = (1,1) y wy = (1,1). Obtenga los precios que equilibran el
mercado, a,b € (0,1).

Solucién: la identidad de Roy provee

ov
z; (p) v
ow
De este modo,
aw
$11(p17p27w) = —
y41
1—a)w
$21(P17P2,’w) = (—)
P2
bw
$12(P1>p2>w) = —
P
1 —bw
$22(p17p27w) - u
D2

De este modo, dado que el ingreso de 1 es

p-w1 =Dp1+ P2

y el del segundo es
p-w2 =p1+pa.
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De este modo,

a(p1 +
$11(p17p2) = M
D1
1—a +
3321(p1>p2>w) = ( )(p1 p2)
D2
b +
x12(p17p27w) - M
p1
1-0)(p1 +p
$22(p1>P2>w) = ( )1(9 . 2>-
2

Aplicando la ley de Walras para despejar el ratio de previos,

b
alpi+p2)  bpitp)
b1 D1

Asi,
Py  2—a-— b
i a+b
Reemplazando en las demandas éptimas, concluimos.

Ejercicio 1.5. De Mas-Colell et al. (1995). Considere una economia en una caja de
Edgeworth en la cual cada consumidor tiene preferencias Cobb-Douglas

uy (11, T21) = x‘ﬁx%fa

Uz (712, Taz) = Tfﬁ%Q_ﬁa
con «, 3 € (0,1). Considere dotaciones (w;,ws;) > 0 para i = 1,2. Resuelva para la
razon de precios de equilibrio y la asignacion.

Solucién: procedamos paso a paso. Primero, calculamos las demandas dado un vector
de precios. Estas son

ap-w; (1—a)p-w
xl(p1>p2)=< 1 1,< pz 1)

Ta(p1, p2) = <6p'“2, (1- ﬁ)pr)

y4i D2

donde p - w1 = prwi1 + Pawar Y P - Wa = Prwia + Pawsa. Luego, por la Ley de Walras (las
preferencias son monétonas)

(1 = a)(prwi1 + pawi2) 4 (1 — B)p1war + pawan
b2 P2

= % [(1 — Oé)(x)n —+ (1 — ﬁ)wlg] + (1 — a)w21 -+ (1 — /B)WQQ = W21 + wW9.
2
Asi,
L Qwa1 + Buwao

Py (1—a)wi+ (1 —Fwia
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Finalmente,

Sy «@ 11—«
21 (p1, p3) = (wnwar + Bwiiwes + (1 — B)waiwiz) awar + Pwm’ (1 — a)wn + (1 — Bwre

y

g 1-4 >

x;(pf,p;) N <w12wz2+<1 _Oé)wnwm—i_awmwu) (awzl + Bwas’ (1 - 04>W11 + (1 - ﬁ)wlz

Lima, 31 de Agosto, 2024.
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