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1 Analisis de la existencia del Equilibrio Walrasiano

Uno de los resultados més importantes en la teoria del equilibrio general es el de la
existencia del equilibrio Walrasiano®. Este resultado se basa esencialmente en uno de los
teoremas mas notables en matematicas: el Teorema del Punto Fijo de Brouwer. Este
ultimo indica que si tenemos una funcién continua que mapea un conjunto convexo y
compacto en si mismo, entonces posee un punto fijo. A continuacién, el enunciado de
este teorema para el caso de conjuntos en la recta.

Teorema 1. Sea f : [a,b] — [a,b] una funcién continua. Entonces, existe un punto
c € [a,b] tal que f(c) = c. En particular, sia =0y b= 1, dada f : [0,1] — [0, 1], siempre
existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = c.

1Véase por ejemplo los trabajos originales Arrow and Debreu (1954), McKenzie (1959). En nuestro
anglisis, no vamos a considerar produccién. Asimismo, dejamos de lado la cuestién de la unicidad del
equilibrio Walrasiano, que es dicho sea de paso, algo atin més delicado y técnico de estudiar. El lector
interesado puede consultar Echenique (2015).
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Figure 1: Gréfico relacionado con el Teorema de Brouwer en n = 1. Basado en Varian
(1992).

El Teorema 1 es una versién simplificada del Teorema del Punto Fijo de Brouwer.? Al
escalar este resultado a mayores dimensiones, obtenemos una generalizacién significativa,
aunque perdemos la intuicion geométrica y la demostracion se vuelve considerablemente
mas compleja. Es de hecho el enunciado mas general el que se usa para demostrar la
existencia del Equilibrio Walrasiano. Por este motivo, lo presentamos a continuacién®.
Teorema 2. Sea X un subconjunto compacto* y convexo® en R, y sea f : X — X una
funcién continua. Entonces, existe un punto ¢ € X tal que f(c) = c.

Nuestro objetivo es aplicar el Teorema 2 para demostrar la existencia de un Equilibrio
Walrasiano en el contexto de las economias de intercambio puro (consideramos en todo
momento una economia & = (w; =;)!_; con L > 0 bienes e I > 0 consumidores, donde
los bienes estan indexados por ¢ y los consumidores por 7).

Siguiendo a Varian (1992), los elementos del teorema del Punto Fijo de Brouwer
pueden ser utilizados para el andlisis del Equilibrio General. Para ello, pensemos en la
siguiente funcion ad hoc la cual captura la esencia del proceso de ajuste de precios en
una economia de mercado

g= (gb "'7gL)

_ _ pet+max{0, z(p)}
g(p) = (91(P); -, 9(P)), 9¢e(P) T 5 ma{0. 22(p)} (1)

2La prueba del Teorema 1 se encuentra en el Apéndice.

3La prueba del Teorema 2 es omitida pues es sustancialmente mds compleja. Para una exposicién
més detallada sobre este tema, el lector interesado puede consultar la obra de Milnor (Milnor (2006)),
asi como el articulo cldsico Sperner (1928), donde se presenta el Lema de Sperner, una herramienta clave
para la demostracion del Teorema del Punto Fijo de Brouwer en dimensiones superiores.

4Cerrado y acotado: dada (x,)neny € X convergente, x,, — X, entonces x € X. Ademds, existe r > 0
tal que X C B(0,r) = {x € R™: ||x|| < r}.

®Dados x,y € X y 0 € [0, 1], entonces 6x + (1 — )y € X.




donde z,(p*) es la funcién exceso de demanda del bien ¢. Como se aprecia en la (1), gy
es mayor que el precio py si el exceso de demanda del bien £ es positivo, y es menor que
pe si es que el bien ¢ tiene exceso de oferta (esto es, zy negativo). Note que cuando z
es estrictamente negativo, en el denominador algtin z;, j # ¢ tiene que ser estrictamente
positivo por la Ley de Walras: la suma del valor de los excesos de demanda es igual a
cero®.

Aprovechdndonos de la homogeneidad de grado cero de las demandas, podemos

considerar precios tales que
A De

Pe==5 -
23:1 De
Esta transformacion, que como se dijo explota la homogeneidad de grado cero de las
demandas Walrasianas’, garantiza que:

L L
peEA=SpeRL:[plh =) Ipl =) p=1
/=1 /=1

Luego, el conjunto A es convexo y compacto (véase el apéndice, Lema 1). Por propdsitos
de claridad, permitanos ilustrar A para L =2y L = 3.
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Figure 2: A para L = 2 Figure 3: A para L =3

Como ya anticipamos®, la funcién ¢ juega el rol de la funcién f del Teorema del Punto

6Desde ahora asumimos que las preferencias son de tal forma que se cumple la Ley de Walras. Véase
el Lema 2.

"Es decir, x(ap) = x(p) para cualquier o > 0.

8En realidad, la primera tentacién es considerar

I

f(p) =2(p) +p = _x/(p) = > wi+p.

i=1

En efecto, de tener un punto fijo, digamos p*,



Fijo de Brouwer y A = X. En efecto, se cumple que g : A — A:

gl = lge(p)|

= Z 9¢(p)
=1

L pe + max{0, z,(p) }

I
= 1+ >y max{0, 2(p)}
1

- (1 + max{0, 2(p)})
(1+ X5 max{0. 2(p)}) 2 ’

1

= + Y max{0, z/(p)}
(14 Sk max{0, 2(p)} ) Zp Z w

=1
=1.

Queda solo por verificar que g es continua. Esto se deriva de una serie de resultados, no
triviales, que involucran supuestos sobre las preferencias (Lema 2):

1. Las preferencias de los consumidores >=; son continuas (y por ende lo son sus
funciones de utilidad w;(-) asociadas). Esto conlleva a que las demandas Walrasianas
sean continuas®.

2. Una funcién vectorial ¢ = (gi,...,91) es continua si y solamente si las funciones
componentes gy son continuas.

3. El maximo de dos funciones continuas es continua. Esto es, si ¢, : R — R son
10

continuas, ¢(zr) = max{f(z),g(z)} es continua'’.
4. La suma, resta producto y divisién de funciones es continuas es continua. Maés atn,
las funciones constantes'! son continuas.

Combinando esta lista de resultados matemaéticos, podemos garantizar la continuidad de
(1). En efecto, z, resulta ser continua pues es la suma de i = 1 a I de z4(p) (continua
por el primer punto), ? restado con la constante w, = Zle wyi. Luego, max{0, z,(p)} es

No obstante, f(p) = z(p) + p, por lo general, no pertenece a A. Es decir,

L

£ @)l = 112(P) + pllt = Y [2(p) + p¢l AL

(=1 por lo general

9Ver Teorema de Berge (Berge (1963), de la Fuente (2000) o Ok (2007))

0Estos resultados son detallados en Abbott (2021) o de la Fuente (2000).

1 £ tal que f(x) = c para todo .

12\ priori las demandas son correspondencias y no funciones. Sin embargo, si asumimos convexidad
estricta de las preferencias, son funciones. Cuando trabajamos con preferencias que no son estrictamente
convexas, en vez de Brouwer se usa el teorema de Kakutani, Mas-Colell et al. (1995).



continua pues el maximo de dos funciones continuas (la funcién constante igual a cero es
continua por (4) y ya determinamos que z, es continua). Finalmente,

pe + max{0, z,}

es continua pues tanto la funcién proyeccién m,(p) = py como max{0, z,} son continuas
: . ) L :
(y la suma de continuas es continua), asi como lo es 1+ ., max{0, z,} (por el mismo
argumento). De este modo,
pe + max{0, z,}

L
1+ Z max{0, z}
=1

(.

-~
>0

es continua, pues resulta ser la divisién de dos funciones continuas. Concluimos asi gracias

a (2) que g es continua.

Con estos elementos establecidos, es decir, la funcién que juega el papel de f:
g : A — A continua, y A, quien juega el papel del conjunto X, convexo y compacto,
estamos listos para enunciar el plato de fondo: el teorema de existencia del Equilibrio
Walrasiano.

Teorema 3. Si (=;,w;)_, es una economia de intercambio puro tal que @ = Zi]:l w; >0
y >=; es continua, estrictamente convexa y estrictamente mondtona para todo+ =1, ..., [,
entonces, existe p* tal que z(p*) < 0. Ademads, si z : RJLF+ — RE, existe p* tal que
z(p*) = 0.

Proof. Por el Teorema de Brouwer, existe p* tal que g(p*) = p*. Esto lleva a que
vVi=1,..,L

i = p; + max{0, z(p*)}
y =
1+ Zle max{0, z,(p*)}

p? (1 + Z rnax{(), Zg(p*)}) = pz + maX{O: Zf(p*)}

pz Z maX{O? Zf(p*)} - maX{07 Zf(p*)}
/=1
D7)y S ma{0, 26(p")} = 24(p") max{0, 2:(p")}
/=1

2(p")p; [ZmaX{O,Ze(p*)}] = ) 2(P") max{0, z(p")}

~————
=0 por la Ley de Walras

Por lo tanto,

> z(p") max{0, z(p*)} = 0. (2)

L
/=1

>0
La Ecuacién 2 indica que z(p*) < 0, V £ = 1,..., L pues, si z(p*) > 0 para algin ¢, la

suma es estrictamente positiva. Finalmente, nuevamente por la Ley de Walras (Lema 2)

bt



dado que debemos tener
L
Y piz(p’) =0 (3)
=1

con p; > 0, combinando (3) con la Ecuacién 2, se sigue que pyz(p*) = 0 para todos
¢ =1,..., L. Finalmente, en caso p, > 0, necesariamente z,(p*) = 0 para todo ¢ =1, ..., L,
concluyendo asi la demostracion. O



2 Apéndice
Prueba del Teorema 1.

Proof. Sea
g9(z) = f(z) — =
Notemos que g(x) es una funcién continua en [a,b], ya que f es continua y ¢(x) = x es

una funcién continua (la suma de funciones continuas es continua, ver Abbott (2021)).
Ahora, evaluemos ¢ en los extremos del intervalo [a, b]:

gla) = fla) —a y g(b) = f(b) —b.

Dado que f : [a,b] — [a,b], tenemos que f(a) > ay f(b) <b. Esto implica que g(a) > 0
y g(b) < 0. Por el Teorema del Valor Intermedio (TVI), si g(a) > 0y g(b) < 0, entonces
existe un ¢ € [a, b] tal que g(c) = 0. Es decir,

1 0 que implica que f(c) = ¢. Por lo tanto, hemos demostrado que existe un punto fijo ¢
en [a, b]. O

Observacién 1. Un resultado importante en topologia es que todo espacio compacto y
convexo en R™ es homeomorfo (Lima (1993)) a una bola cerrada en R™:

B(x,r)={xeR": ||x]||| <r}.

Esto significa que, topolégicamente, podemos pensar en el espacio X como si fuera una
bola cerrada. El teorema de Brouwer asegura que para cualquier funcién continua que
mapea X en si mismo, debe haber un punto fijo.

X = F(:z:o,r) X = E(517077“)
dz* : f(z*) = z*

Figure 4: Grafico relacionado con el Teorema de Brouwer en n = 2.
Para una prueba més general del teorema de Brouwer ver Ok (2007), Brouwer (1911),

Brown (1928) o About Brouwer fixed point theorem and its applications in general
equilibrium.
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Lema 1. El simpelx A es convexo y compacto.
Proof. Dados py,p, € A,y 0 € [0, 1]

En efecto,
L
16, + (1 = 0)polly = > _(0p + (1 — 0)p})
/=1
L L
=0> p+(1-0)> p
€=_11 Z=_11
— 0+ (1—0)
=1.

Note que p; denota la ¢—ésima coordenada del vector p,, mientras que p? denota
la {—ésima coordenada del vector p,. Esto ultimo prueba la convexidad de A. La
compacidad se prueba de la siguiente forma: la funcion

L

L
f) =1xllr =)l = z
1 ; d=2 =

=1 —|z¢| pues z,>0

es continua sobre R% Lima (1993). Por ende, f~*(1) es un conjunto cerrado Lima (1993).
Finalmente, A es acotado pues

L
A C By, (0,2) = {X e RL: Z || < 2}.

(=1

]

Lema 2. Si (>=;,w;)!_, es una economfa de intercambio puro tal que @ = S.7_ w; > 0
y =, es continua, estrictamente convexa y estrictamente mondtona para todo =1, ..., I,
entonces z(-) satisface las siguientes propiedades:

1. z es continua.

2. z es homogénea de grado cero: z(Ap) = z(p), ¥ A > 0.

3. z satisface la ley de Walras: Vp € RY, : p-z(p) = 0.

4.3 M >0talqueVl=1,..,LypeR: z(p) >—M.
Proof. Inciso por inciso:

1. La continuidad de u(-) y las propiedades de B(p,p - w;) aseguran la continuidad
de x!(p,p - wi) ¥, por lo tanto, la continuidad de z.

2. Para cada consumidor ¢ = 1, ..., I, su conjunto presupuestario
Bp,p-wi)={xi>0:p-x; <p-w}

claramente permanece inalterado si p — Ap con A > 0.



3. Dado que >; es estrictamente mondtona para cada consumidor,

g;srto ingreso de la dotacién
Entonces:
I I
> p-x(pp-w)=) p-w
i=1 i=1
I
p- (ZXZ‘(p,pwi) —wi) =0
i=1
p-2(p)=0.
4. Dado que xj;(p,p - w;) es positivo para cada consumidor ¢ = 1,...,/ y bien
(=1,.. L:
Zg(p) Z —@.

Sea M > maxy_; . {w,}. Entonces, z,(p) > —M para todos { y p € RJLHF.
]

Otra propiedad que z(-) satisface es que si {p, }nen C R%, converge a p # 0 tal que
existe £ : p, = 0, entonces

max{z1(p,), ---, 2.(P,)} — oc.

La demostracién se puede encontrar en Echenique (2015).

Lima, 7 de setiembre, 2024.
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