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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de juegos, es juna disciplina, matematica’ que estudia la interaccion
estratégica entre agentes racionales, ‘eon aplicaciones en economia, ciencias politicas,
biologia y mas. Sus raices pueden rastrearseshasta la antigiiedad, con Herdédoto
documentando subastas en Babilonia. Sin embargo, el primer tratamiento formal de
la competencia estratégica se debe al matematico francés Antoine Augustin Cournot
(1838), quien, en Cournot (1838), modeld un duopolio en el que cada empresa elige su
cantidad de produccion de manera estratégica, dando origen al equilibrio de Cournot.
Posteriormente, la_teoria de juegos-moderna fue fundada por John von Neumann y
Oskar Morgenstern en von Neumann®and Morgenstern (1944), donde introdujeron el
concepto de utilidad esperada y establecieron un marco matematico para los juegos
cooperativos. De hechos¢uenta la historia que Neumann cred el concepto de utilidad

esperada en una tarde, algo que llevaba a los economistas anos anorando.

Poco después, John Nash revoluciondé la disciplina con la formulacion del equilibrio
de Nash, (?Nash;, 1951), definiendo un concepto fundamental para la solucién de juegos
estratégicos. BEn su trabajo doctoral en Princeton, siguiendo las sugerencias de Tucker,
Kuhn y Gale, establecié la existencia del equilibrio de Nash en estrategias mixtas

usando el teorema del punto fijo de Kakutani (Kakutani, 1941).

El desarrollo de la teoria de juegos avanzé en multiples direcciones. John Harsanyi
introdujo los juegos bayesianos (juegos con informaciéon incompleta) en su serie de

articulos (Harsanyi, 1966, 1967, 1985), permitiendo modelar situaciones en las que los
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jugadores tienen creencias sobre los tipos de los deméas mas no informacién completa.
Reinhard Selten extendio el andlisis de juegos dindmicos con el concepto de equilibrio
perfecto en subjuegos en Selten (1975), proporcionando una solucion, refinada para
juegos secuenciales. Paralelamente, Lloyd Shapley introdujo el valoryde Shapleysen
Shapley (1953), un concepto clave en teoria de juegos cooperatives, ¥ junto con Maxtin

Shubik desarrollé el modelo de asignacién en Shapley and Shubik (1962).

El impacto de la teoria de juegos en la economia también-se extendié a la’teoria de
eleccién social y el disefio de mecanismos. Kenneth Arrow’en Arrow (1951) formuld el
famoso teorema de la imposibilidadpdemostrande,qué.no existe un sistema de votaciéon
perfecto bajo ciertas condiciones. Posteriormente, ¢l Nobel Eric Maskin formaliz6 la
teoria del diseno de mecanismos en Maskin (1999), estableciendo condiciones necesarias

para la implementabilidad en equilibrio’de Nash.

Roger Myerson contribuyé con la teria de subastas en Myerson (1981), introducien-
do el principio de equivalencia 'de-ingresos. Las contribuciones de Myerson se extienden
a la teorfa de contratos en Baronrand Myerson (1982), donde, junto con David Baron,
analiza el problema de regulacion 6ptima de i monopolista con informacion asimétri-
ca. El articulo del 82 desarrolla un modele en el que una autoridad reguladora disena un
esquema de incentivos para inducir4 una empresa monopolista, cuyo costo es privado,

a revelar su tipo-verdadero.

En la_misma linea, Paul Milgrom y Robert Wilson (1982) realizaron avances
fundamentales en el disefio de mecanismos de licitacién éptima. Su obra (Milgrom and
Wilson, 1982; Wilson, (1979,1969; Milgrom and Weber, 1982) introduce contribuciones
claves en la teoria dessubastas, por las cuales fueron galardonados con el Premio Nobel
de Economia‘en 2020. Cabe destacar que la teoria de subastas, si bien tiene antecedentes
histéricos“quesse-remontan a Herédoto, fue formalizada matematicamente por primera
vez por Willianr Vickrey en su anélisis de subastas de segundo precio (Vickrey, 1961),
trabajo que le valié compartir el Premio Nobel de Economia con James Mirrlees. Por su
parte, Mirrlees contribuy6 significativamente al disefio de sistemas fiscales 6ptimos al
desarrollar la teoria de impuestos bajo informaciéon asimétrica, estableciendo las bases

de la tributacion 6ptima en Mirrlees (1971).
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El desarrollo de la teoria de juegos también abarcod la competencia dindmica,
organizacion industrial y la reputacién en mercados estratégicos. Jean Tirole, en
Tirole (1988), establecié la base del andlisis moderno de la competeneia ‘imperfecta,
desarrollando herramientas fundamentales para la teoria de la organizacion industrial.
Junto con Jean-Jacques Laffont, en Laffont and Tirole (1993);vexplor6 problemas,de
regulacion 6ptima, sentando las bases para el disefio desmecanismos en mercados
regulados. Siendo atin alumnos de doctorado y bajo lasinfluencia de Eric ‘Maskin,
Drew Fudenberg y Jean Tirole publicaron Game TheorywFudenberg and Tirole (1991),
un libro fundamental en la disciplina. AdemasyFudenbérg y David Levine analizaron
juegos con aprendizaje y reputacién en Fudenberg and Levine (1989); explorando c6mo
un jugador paciente puede eenstruir una reputacion en juegos, dinamicos, influyendo

en modelos de negociacion y competencia en mercados con,incertidumbre.

Paralelamente, Ariel Rubinstein lintredujo el concepto de juegos de negociacién
repetidos en Rubinstein (1982), estableciendo €l famoso modelo de Rubinstein, en
el cual los agentes alternan-ofertas en el tietpo’y los descuentos intertemporales
determinan los equilibrios de negociacion. Su trabajo formalizé el proceso de

negociaciéon en mercados y ha sido fundamental en la teoria de contratos.

La teoria de'\juegos Ha evoluciéenado desde sus fundamentos matematicos hasta
convertirse en uma “herramienta “esencial en economia, finanzas y politica, con
aplicaciones en subastas, regulacion, formacién de precios y asignacién de recursos.
En losAiltimos anos, la diseiplina ha seguido expandiéndose con avances en economia
politica yw teoria del Vete,” donde se han desarrollado modelos estratégicos de
comportamiento electoral”’y manipulaciéon politica. En particular, el profesor César
Martinelli ha inyestigado el papel de la informacién en elecciones estratégicas, su
impacto en la agregacion del conocimiento en sistemas democraticos y las aplicaciones
en economia politica (Martinelli, 2006; Martinelli and Herrera, 2006; Martinelli et al.,

2008; Martinelli and Duggan, 2020; Martinelli et al., 2024).

Simultdneamente, la teoria de juegos ha visto un crecimiento significativo en
su formalizacién matematica y desarrollo computacional, incorporando métodos
algoritmicos avanzados para la resolucion de equilibrios asi como el anélisis de estatica

comparativa (Echenique, 2002, 2003).
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En el ambito de diseno de mecanismos y teoria de subastas, han surgido modelos
mas sofisticados que combinan persuasion, incentivos y senales multidimensionales
(Bergemann et al., 2019; Bergemann and Morris, 2024; Bergemann, et al., 2024;
Bergemann and Morris, 2023). Estos avances han permitid6 Jentender cémonla
informacion y los incentivos pueden ser utilizados para disefiar stubastas Optimas y

esquemas de precios en mercados.

Otra contribucién fundamental de la teoria de juegos fue su impaeto en’ la teoria
del equilibrio general. En particularjel concepto de eere, introducido en'los trabajos de
Shapley (Shapley, 1955), fue claveen el andlisis'de asignaciones,estables en economias
de intercambio. Las ideas de existencia del’equilibrio de Nash fueron fundamentales en
los trabajos seminales de-Asrow,, Debreu y McKenzie sobre\la existencia de equilibrios
competitivos en mercados de bienes y produccion (Arrow-andyDebreu, 1954; McKenzie,
1959). Estos resultados establecieron [las’ bases de“la teoria moderna del equilibrio
general, demostrando la existencia“de equilibrios enm~mercados bajo condiciones de

convexidad y continuidad,

Finalmente, los avances recientes han sido sistematizados en libros clave que
consolidan los conocimientos en el area, incluyendo los de Krishna (2009), Borgers
(2015) y Zamir etial. (2013), y, en el.emergente campo de la teoria de juegos algoritmica,
el libro Nisan et ak(2007), en doridése explora la relacion entre algoritmos, incentivos y
equilibrios estratégicos en entornos computacionales, proporcionando una perspectiva

clave en la interseccion de'teoria de juegos y ciencias de la computacion.

Con estos desarrollos; la teoria de juegos contintia desempenando un papel central
en la toma de decisiones estratégicas, la regulacion de mercados y el disenio de sistemas
econ6émicos £omplejos, manteniéndose como una de las areas més dindmicas y con

mayor impacto-en. la economia moderna.
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Equilibrio de Nash

2.1. Juegos estratégicos

Un juego estratégico es un modelo interactivo de-decision en la cual el tomador de

decisiones escoge su plan/de accion y las‘elecciones se hacen simultaneamente.

El modelo consiste en:

» Un conjuntorde jugadores N ={1,--- , N}.
= Un conjunto_de acciones'para cada jugador i: A;.

» Una relacién de preferencias =; definida sobre A = ®,cy A;. Eventualmente,

asumimos que ~; viene representado por una funcién de pagos u; : A — R.

Un perfil desaccionesia = (a;)jen se denominara resultado.
Definicién-2.1.1. Si el conjunto A; es finito, entonces el juego es dicho finito.
Notacion 2.1.2. El juego estratégico introducido sera denotado

(N, (A2, ()

Ejemplo 2.1.3. Un juego con dos jugadores y dos acciones por jugador puede

representarse via la tabla:

10
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J2: L J2: R

J1: T | (wy,ws) | (21, 22)

J1: B | (y1,92) | (21,2)

., Cémo leer esta tabla? Por ejemplo, si el jugador 2 juega L, y el jugador™l juega T,

entonces el pago para el jugador 1 es w; y para el jugador2._es ws.

Una interpretaciéon comtn de mn juego estratégico es un modelo d¢ un evento que
ocurre una tunica vez. Cada jugador conoce-los detalles del juego y el hecho que todos
los agentes son racionales, nque los jugadores_escogen acciones simultaneamente e
independientes. Bajoésta interpretacion,/cada jugador no conoce cuales son las acciones

que escogieron los otros alsmomento dérescoger su accién.

2.2. Equilibrio de Nash

El concepto de solucion mas usado en _teoria de juegos es el de equilibrio de Nash.
Esta nocion captura la idea de punto silla o de equilibrio en el cual cada jugador tiene
una expectativa-cerreeta sobre el comportamiento y modo de actuar racional de los
demas jugadoressEl concepto no examina el proceso mediante el cual se llega a dicha

situacién.
Definicién’2.2.1. Un'equilibrio de Nash en un juego estratégico (N, (4;), (u;)) es un

perfil de acciones a* &.4, en el cual para cada i € N:

Ui(a:, a’*—z) Z ui(ai, a/ii), V a; c AZ

Segun la definicién 2.2.1, el jugador ¢ no tiene ninguna accién que conlleva a un
resultado que prefiere cuando escoge a;, dado que los demds jugadores j # i juegan a;.

En otras palabras, ningin jugador se beneficia desviandose unilateralmente.

La siguiente reformulacion de la definicion 2.2.1 suele ser mas util: para cada

a_; € A = ®j4; Aj, definamos la mejor respuesta del jugador i dado que los demas
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juegan a_;:

Bi(a_i) =4a; € Az : (a_i,ai) i (a_i,a'), i CL; S Az . (2].)

i

ui(a—q,a;)>ui(a—;,al)

El conjunto (2.1) se llama correspondencia de mejor respuesta del jugador 7. Un, EN'es

entonces un perfil de acciones a* tal que
a; € Bi(a*;), Vie N.

En particular, definiendo B(a) = (B;(a;))ien, a* es un’EN si y solamente si-a* € B(a*).

2.3. Ejemplos

Ejemplo 2.3.1. Bachwor Stravinsky? BoS. En estasituacion, dos jugadores deben
decidir juntos a qué concierto asistiz:/uno de Bach ‘o de Stravinsky. Este problema
también puede representarse con otras opciones, gomo €legir entre ver Moana o Resident
Evil en el cine, o entre asistir-a‘una/funcion de Rey Ledn o El regreso de los Siths. Su
mayor preocupacion es salir juntos, pero une deé ellos prefiere Bach y el otro prefiere
Straivnsky. BoS modela una situacionen la. que los jugadores desean coordinar pero

tienen intereses en conflicto.

J2: Bach J2: Stravinsky

J1:-Bach (2,1) (0,0)

J1: Stravinsky (0,0) (1,2)

El juego tiene dos EN: (Bach, Bach) y (Stravinsky, Stravinsky).

Ejemplo=2.3.2.. Juego de coordinacién. Al igual que en BoS, las dos personas
desean salir juntos. Sin embargo, ahora tienen una preferencia simétrica por los

conciertos:

J2: Mozart J2: Chopin

J1: Mozart (2,2) (0,0)

J1: Chopin (0,0) (1,1)
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Este juego tiene dos EN (en estrategias puras) como en BoS: (Mozart, Mozart) y
(Chopin, Chopin). Sin embargo, en este caso ambos prefieren (Mozart, Mozart). De
hecho, es un perfil Pareto eficiente/éptimo (PO), mientras que (Cheopiny, Chopin) nodo
es. Asi, la nocién de EN no descarta estados de equilibrio en los/ctiales los resultados

sean inferiores.

Ejemplo 2.3.3. Dilema del Prisionero. Dos sospechgsos Itan sido ¢capturados y son
interrogados por separado. Cada jugador i recibe unal utilidad de u;=.4— (afos en

prisién). Las opciones disponiblés som, confesar (C')/6'mo confesar (N ).

Jugador 2:*N Jugador 2: C

Jugador 1: N (3,3) (0, 4)

Jugador 1: C (4,0) (1,1)

Cada celda representa los anos en/prision restantes para cada jugador segiin su eleccion:

= Si ambos eligen N, obtienen (3;3),.ya que solo hay evidencia indirecta en su

contra.

= Si ambos eligen,C', obtienén™(1 1), porque la confesién mutua reduce la pena,

pero siguehabiendo castigo.
» Siano elige C'y el otro™V, el que confiesa queda libre (4,0) o (0,4), mientras que
el queno confiesa recibe la pena maxima.

Las principales conclusiones son:

» El tnico _equilibrio de Nash en estrategias puras es (C,C).

» Los otros tres perfiles (N, N), (C,N) y (N,C) son 6ptimos de Pareto pero no
(ex@]

Ejemplo 2.3.4. Matching Pennies. Dos jugadores eligen simultaneamente entre las
opciones C'y X. Si ambos eligen la misma opcién, el jugador 1 recibe un pago de 1y

el jugador 2 un pago de -1. Si eligen opciones diferentes, ocurre lo contrario.
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Jugador 2: C Jugador 2: X

Jugador 1: C (1,-1) (—1,1)

Jugador 1: X (—1,1) (1,-1)

Este juego no tiene equilibrio de Nash en estrategias putag, yawgue cualquier-estrategia
fija puede ser explotada por el otro jugador. En equilibrio de-estrategiassmixtas, ambos
jugadores eligen C' y X con prababilidad 0,5, aseguzando que’el oponente no pueda

mejorar su resultado esperado.

Ejemplo 2.3.5. Federer vs. Nadal - Juego de saque.™Federer estd sacando y
puede elegir entre sacar arriba’(A) o sacar al medio (M), Nadal intenta adivinar la
direccion del saque. Si Nadal aciertas~ganarl punto y\,Federer obtiene 0. Si Nadal se

equivoca, Federer gana 1 punto y Nadal obtiene 0,

Nadal: (A) Nadal: M

Federer: A (051) (1,0)

Federer: M (1,0) (0,1)

'Walker and Weoders (2001) analizan dates de partidos de Wimbledon para evaluar si los jugadores
profesionales, siguen estrategias mixtas 6ptimas en juegos de suma cero. Su principal hallazgo es que
los tenistas seleccionan la diréccién de sus saques de manera consistente con la hipétesis minimax, lo
que significa que sus elecciones dé'saque generan tasas de éxito similares en todas las direcciones, como
predice el equilibrio enjestrategias mixtas. Sin embargo, identifican una dependencia serial significativa
en la toma de decisiones: los jugadores tienden a cambiar de estrategia con demasiada frecuencia
en lugar de jugar de.mianera completamente aleatoria. Usando pruebas de independencia serial,
encuentran correlaciones positivas entre saques consecutivos. Este resultado se relaciona directamente
con el ejemplo de Matching Pennies, donde no hay equilibrio en estrategias puras, y los jugadores deben
aleatorizar sus elecciones para evitar ser explotados. Aplicado al caso de Federer vs. Nadal, esto implica
que Federer debe distribuir sus saques de manera impredecible para maximizar su ventaja, mientras
que Nadal debe optimizar su estrategia de respuesta observando posibles sesgos en la distribucion del
saque. La evidencia de Walker y Wooders sugiere que, aunque los tenistas profesionales se acercan a
la aleatorizacién 6ptima, en la practica atin presentan patrones explotables, lo que deja espacio para

estrategias adaptativas en la respuesta al saque.
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Al igual que en el caso de Matching Pennies, no hay equilibrio de Nash en estrategias
puras. Si Federer siempre saca en la misma direccién, Nadal puede adaptarse y ganar
cada vez. En un equilibrio en estrategias mixtas, Federer distribtiiria sus saques entze
Ay M con cierta probabilidad, mientras que Nadal harfa lo mismo &l elegir donde

responder.

2.4. Existencia del Equilibrio de Nash

No todos los juegos tiene un EN, como ‘enwel caso de Matching Pennies. A
continuaciéon vamos a determinar condiciones bajo las cuales podemos asegurar la

existencia de un equilibrio, ya sea en estrategias puras oumixtas (ver definicién 2.4.2).

Definamos B : A — A.por B(a) =.&,&n Bi(a_;).\Entonces, un EN es a* tal que
a* € B(a*). El teorema del punto fijo.de’Kakutani da condiciones bajo las cuales B(-)

posee un punto fijo (Kakutani, (1941

Lema 2.4.1. Sea X un'conjunto compacte y convexo en R” y I' : X == X una

correspondencia tal que:

» Ve X, I'(2)es flo vacio yconvexo.

» El gréificode T es cerrado: para todo par de sucesiones {z,} e {y,} tal que

yn € I'(x,){ si x, = ey, — y, entonces y € I'(x).

Entonces, existe 2%, & Xutal que z* € I'(z*).

Definicién 42.4.2. Dado el conjunto finito de estrategias puras del jugador i, una
estrategia“mixta~q; es una distribucién de probabilidad sobre A; que asigna a cada

estrategia purayq; una probabilidad «;(a;) € [0, 1] de ser elegida.
= Supongamos que A; = {a? :n=1,2,---, M;}. Entonces,
M;
A(4) =0 e R 0<qi(a)) <1, Y ala!)=1;.
n=1

= A veces escribimos el vector de probabilidades a; como a; = (a;(a;)).
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» Sea N = {i,j}. Entonces, la utilidad de ¢ cuando elige a; y j escoge a; € A(A;)

es

ui(ai,aj) = Z ui(ai,aj)ozj(aj).

ajEAj
» Luego, la utilidad de i bajo (ay, ) es

wi(ai,a5) = Y > wilai, a5)ei(ag)ai(a;)

a;€EA; aj EAj

~ Z wi(a;, o) ag(a; )

ape Ay

» Mas generalmente, con N_jugadores podemosrescribir:

w; (v, 0 )= Eq [u;(a)]
= Y (@Y (ar) x b v (an)

acA

=) > wila,as)ai(a)oq(a;)

a€A; a_;EA_;

= Y wlay, ali)os(a;)

aiEAi
donde
a_i(a_;) = H aj(ag).

i
Definicién 2:4.8..Un perfil o™= (af,~- -, ajy) es un equilibrio de Nash (NE) del juego
Iy = IV, {A(A)}, {u;(-) }si para cada jugador i = 1,2,--- | N:
ui(o],ar;) > ui(ag,ay), Va; € A(A;).

Proposicién 2.4.4.Cuando |A;| = K < oo para todo i € N, la correspondencia

B: QR A4) = Q) A(A)
iEN iEN
admite un EN. Asi, un juego con espacios de estrategias finitos y un ntmero de

jugadores finito, siempre existe un EN en estrategias mixtas.

Demostracion. Para probar la existencia de un equilibrio de Nash, necesitamos

demostrar que B tiene las propiedades deseadas del lema 2.4.1. Dado que A(A;) es un
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subconjunto convexo y compacto de RM:, se sigue que @2 ; A(A;) también es convexo

y compacto. Luego, B(«) es no vacio ya que, por definicién,
Bi(a_;) = argmax g4, wi(T, ).

Como A(A;) es compacto y no vacio, y u; es lineal en x, por el teorema de Weterstrass,

B(a) es no vacio. Ahora, con respecto a la convexidad,

B(a) € @Y, A(A;) es conyexo,si y solo si B;(a_;hes convexq para todo i.

Sean o, o] € B(a—;).

Entonces, dado A € [041], setiene que

v

Ui(l‘i, Oé,i), Y w; & A(Al)
Ui(l'i, OJ_i), V X, € A(Al)

Ui(aﬁa ;)

RVA

w0, o)

s Asi,
Aug (o ap) 4 (L= Nug(ady ) > wi(xg, ay), Vo, € A(A;).

Por linealidad,
u; A + (1 =Nalh, o) > ui(rg, ay), ¥V x; € A(A).

Asfr\al+ (1 — Vo € Bi(a_;), lo que demuestra que B(a) es convexa como

coreéspondencia.

Finalmente, B(a) tiene un grafo cerrado. Supongamos, por contradiccién, que B(«)
no tiene un’grafo,cerrado. Entonces, existen secuencias (4", a") — (&, «) tales que
a" € B(a™), perora € B(a), es decir, existe algin i tal que &; ¢ B;(a—;). Por lo tanto,

existe o, € A(A4;) y € > 0 tal que
ui(a;, Oé_i) > uz(&u Oé_i) + 3e. (22)
Dado que u; es continua y o™, — a_;, se tiene que para n suficientemente grande,

ui(og, @) > ui(ag, a—;) —e. (2.3)
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Combinando (2.2) y (2.3),
wi(al, ™) > ui(Gy, ) + 2e > w (A, ™) + ¢,

donde la segunda desigualdad sigue de la continuidad de w;, Esto contradice“la

suposicion de que &F € B;(a™;), completando la demostracion. O

Observacién 2.4.5. En caso A; sea convexo, compactd y no’ vacio, y“=; sea cuasi-
céncava sobre A; para todo i € N, la existencia de un EN en estrategias puras estd

garantizada.

Observacién 2.4.6. En economia, tantosla. finitud de A; como continuidad de las
funciones de pago no siempre ocurren: Bertrand, subastas, Cournot, modelos de eleccién

y politica etc.

Ahora analicemos el caso en el ‘que el espacio de estrategias es infinito no
enumerable, lo cual suele ocurrir Jen la préactica, (subastas). Para entender estas
cuestiones, es indispensable conocimientosprevio en teoria de la medida en espacios
métricos, probabilidad y topelogia general®. Primero, se asume que A; es un espacio
métrico compacto. Pof lo general, un espacio métrico compacto es un conjunto que
puede ser aproximado por conjuntos finitos. Se sigue que A = ®;cny A; es también
un espacio métrico eompacte. Ahoera, A(A;) es el conjunto de todas las probabilidades
sobre los Borelianos #A,,. O sea;si a; € A(A;), a;(D) > 0 para todo D € By, v
a;(A;)'= 1/ Més atn, para {&r} C Ba

oo

Q5 UQk :Z%(Qk)-

k>1 k=1

Se define_la convergencia para las estrategias mixtas en este contexto usando
la topologia~débil sobre A(A;). En esta topologia, {a¥}icy es una secuencia de
distribuciones de probabilidad en A(A;) converge a «; si y solo si para toda f : A; = R

acotada

lim [ fla)dab(a) = [ fladai(a).

k—o0 a;€A; a; €A;

2Ver, por ejemplo, Billingsley (1995). Un libro clasico sobre probabilidad es, irénicamente, el de
Keynes (1921), quien escribi6é tanto su famoso tratado de economia (Teoria general del empleo, el

interés y el dinero) como uno sobre probabilidad.
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Sean u = (uy, -+ ,u,) y @ = (i, -+ ,0y,) dos perfiles de utilidad definidos sobre A,
tales que u;, 4; : A — R son medibles. Definimos la distancia entre los pagos como
A sup |ui(a) — @i(a)l-

Los pagos se extienden al contexto de estrategias mixtas:

u;i(a) = /aNeAN e /OLIGA1 u;i(a)d [H aj(aj)] WV a € Q) A(A.

jEN jEN
A partir de los perfiles de pago, podemos definir dosjuegos I, ['/Si o e Ut equilibrio de
I', ciertamente no tiene porqué serlo‘en [: Inclusousi U y @ pueden ser’arbitrariamente
cercanos, los equilibrios no tienen por qué serlo."Per ejemplo,-si consideramos u;(a;) =
eay; y Gy(a;) = —eay, €on Ay =70, 1], en un caso el equilibrio es 1 y en el otro 0. No
obstante, si u y @ son suficientemente cercanos, si existe una nocion de equilibrio en la

que losde I' y I son cercanos.

Diremos que « es un e-equilibrio si
ui(ai,a_i) — UZ(OJ> < &3 Vie N,\V/ a; € Az

Ciertamente, cuando e*= 0, hablamos de un EN. El siguiente resultado se establece en

Fudenberg and Leyine (1986).

Teorema 2.4.7. Sean ' y Mdos juegos cercanos. Sea v la distancia entre los perfiles
de pagoysuponga que « es un e-equilibrio en I. Entonces, « es un (e + 2v)-equilibrio

de T.

Demostracion. Para eada jugador ¢ y accion a;,

wi(aiva;) = ui(a) = (uila, a;) — U(ay, a;)) + (Gi(a—i, a;) — i)

=27 +e.
O

Teorema 2.4.8. Suponga que u; : A — R es continua, para cada jugador i € N.

Sea (a®)>1 una sucesion de estrategias aleatorizadas en ®;cy A(4;), v sea (6;)x>1 una

k

sucesion convergente de niimeros no negativos, de forma que o es un ¢x-equilibrio para

I'. Denotemos @ = limy,_,oc o y & = limj,_, €. Entonces, @ es un -equilibrio para T
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Demostracion. Para todoi € Ny a; € A;,

wi(@_, a;) —wi(@) = ’}Lrgo(uz(a’iz, a;) — Uz‘(ak))

< lim ¢, = &.
k—oo

O

Es indispensable relacionar los juegos infinitos con juegos finitos. Una funcion

fi + A; = Dy, con D; finito, es Borel medible si y solo si‘para todob; € (D,
{ai c Az | fz(az) = b,} cA.

Se dice que I' es esencialinente finito si y ‘solo siwexi§te un juego finito I'* =

(N, (D;)ien, (v;)ien) Afunciones medibles f; : A; — D;tal que
ﬂz(a) = Ui(fl(a1)7 to :fn(an>>7 Vi e N’ VaeA

Teorema 2.4.9. Sea v >-0. Suponga que, para-todo ¢ € N, la funcién de utilidad
u; : A — R es continua'en el compacto A, Entonces, existe un juego esencialmente

finito I' = (N, (D;)ien, (4)ien) tal queJasdistancia entre u y @ es menor que 7.

Este resultado< permite probar\ que existe un equilibrio de I' en estrategias
aleatorizadas, si/las funciones deutilidad (u;);c 5 son continuas. El teorema de existencia
para juegos finitos inmediatamente implica que un equilibrio aleatorizado existe para
todo juego/esencialmentel fimito. Los teoremas 2.4.7 y 2.4.9 implican que existe un 2+-
equilibrio de'T" para cualquier 7. Dada la compacidad de @, A(A4;), toda sucesién de
estrategias aleatorizadas. Asi, haciendo v = €;/2 con ¢, — 0, podemos construir una
sucesion de perfiles de estrategias aleatorizadas que cumplen con el teorema 2.4.8 para

g = 0. Ast, el'limite @ es un EN de I'.

2.5. Juegos competitivos y el teorema min-max

Ejemplo 2.5.1. Juego simétrico. Considere un juego con dos personas donde el
conjunto de acciones de cada jugador A; es no vacio, convexo y compacto, >=; (u;) es

continua y cuasi-concava sobre A;. En este caso, una aplicacion directa del teorema
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de Kakutani asegura la existencia de un EN en estrategias puras. Sea N = {1,2} y
suponga que A; = Ay y (a1,a2) =1 (b1,ba) < (ag,a1) =2 (by, by). Entonces, existe
aj € A; tal que (af,a}). En efecto, definamos F' : Ay = Ay porE(ap)h= Ba(a;). La
correspondencia F' cumple las hipdtesis del teorema de Kakutani; por 1o que tienewun

punto fijo af. La simetria asegura que a} € B;(a}).

Observacion 2.5.2. Un juego sin equilibrios de Nash simétricos es“el juego de la
paloma y el halcén. Dos depredadores pueden comportarse como palomas o bien

halcones. Los pagos son:

Palema Halcon

Paloma | (3,3) (1,4)

Halcén | (441) (0,0)
El juego tiene dos EN: (Paloma, Haleén) y (Halcén,"Paloma).

Definicién 2.5.3. Un juego estratégico ({1, 2}/(A;)icn, =) es estrictamente competi-

tivo para todo a € Ay b € A tenemos a > bwsi y solo si b =5 a.

Los juegos competitivos se suelen llamar de suma cero pues las preferencias pueden

ser representadas por funciones de.pago tales que uy + us = 0.

Definicién 2.5.4+Sea ({1,2}NA:)ien, ;) un juego estrictamente competitivo. La

acciona™ € A; es un maxminimizador para el jugador 1 si
wmin'uy (2%, y) > minu(z,y), Vo € Ay,
yEA2 yEA2
Andalogamente, 1a accion y* € A, es un maxminimizador para el jugador 2 si
min ug(x,y*) > min us(z,y), Vy € As.
€A €A
Observacion 2.5.5. Un maxminimizador para 1 resuelve
max min u (x, y)
¢y

mientras que un maxminimizador para 2 resuelve

myin max us(z,y).
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Lema 2.5.6. Sea ({1,2}, (4;), (u;)) un juego estrictamente competitivo. Entonces

max min us(x = —min maxuq(z,y).
y€A2 T€A, ( 7y) yGAz T€A, ( 7y)

Més atn, y € Ay resuelve méaxy,eca, Mmingea, ua(x,y) si y solo(si x ‘€ Ay resuelve

mMiNgye A, MaXgzc4, U1(5E7 y)

Demostracion. Para cualquier funcién f, min,(—f(z)) ='<méx, f(z) y argmin, (— f(z)) =
argmax, f(z). Se sigue que para cada,y € A,,

— min up(2, )= max (—us(2 ), = Idx ua ()

Asi,

max min u4(x, y) = — min |—anin us(x = —min max uy(x,y).
yEAy TEA (@,9) yeAy | z&d; () yEA, TEA; (z.9)

]

Proposicién 2.5.7. Sea G\= ({1,2}(A;), (u;)) unjuego estrictamente competitivo.

a) Si (z*,y*) es un EN'de G-entonces 2% e¢syun maxminimizador para el agente 1 e

y* es un maxminimizador para el agente 2.

b) Si (z*,y*) esun EN de G entonces
méx myin upz,y) = mz}'n méx wy(z,y) = up (", y").

c¢) Si méx, min, u; (@, y)~= min, max, ui(z,y), 2* es un maxminimizador para el
jugador 1, e y¥ es.in maxminimizador para el jugador 2, entonces (z*,y*) es un

EN de G.

Demostracion. Sea (xz*,y*) un EN de G. Entonces ug(z*,y*) > wuq(z*,y) para todo
y € As o, como uy = —uy, ui(z*,y*) < wi(x*,y) para todo y € A,. Entonces
wr(z*, y*) = min, uy(2*,y) < max, min,u;(z,y). De manera similar, u,(z*,y*) >
uy(x,y*) para todo x € Ay y por ende uq(x*, y*) > min, uy(x,y) para todo z € A; de
forma que u(z*, y*) > méx, min, vy (x, y). Entonces u;(z*, y*) = max, min, ui(z,y) y

r* es un maxminimizador para el jugador 1.
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Un razonamiento analogo para el jugador 2 establece que y* es un maxminimizador
para el jugador 2 y ws(z*,y*) = méx,min, us(z,y), por lo, que ui(z*,y*) =

min, max, ui(z,y).

Finalmente, sea v* = méx, min, uy(x,y) = min, méax, u;(z,y). Por el lema 2.5:6
tenemos que méx, min, us(z,y) = —v*. Dado que z* es_un,maxminimizadoer para el
jugador 1, tenemos que ui(x*,y) > v* para todo y € Az, Andlogamentéy.como * es un
maxminimizador para el jugador 2 debemos tener uq (3 y*)> —v* para todo z € A;.
Sea y = y* y x = x* en las dos desigualdades, u; (z*y*) = v*. Usando ‘que uy = —uq,

se concluye que (z*,y*) es un EN‘de G. O

Una derivacion alternativa del teorema min-max usando separacion de conjuntos

convexos se encuentrayen el anexo B.

2.6. Toépicos adicionales

En esta seccién hacemos un recuento de algunos articulos seminales de la teoria de
juegos que exploran extensiones a la noeion de equilibrio y existencia propuesta por

Nash (7).

» Juegos‘no..cooperatives (?7):" Nash extiende la teoria introducida por von
Neumann »y Morgenstern en Theory of Games and Economic Behavior. El
concepto central/ que-introduce es el de equilibrio de Nash. Para ello, define
estrategias miktas v la funcién de pago denotada como w. Si a;,t;,r; denotan
estrategias mixtas, Nash aplica el teorema de Brouwer a la funcién:

Sk Gila) T,
1+ > din(a)mig’

/
a; = a; +

donde
in(a) = max{0, mx(a) — mi(a)}
y Tk es la k-ésima estrategia pura. Este trabajo se beneficié de los comentarios de

Tucker, Gale y Kuhn, asi como de un proyecto con Lloyd Shapley para modelar
el juego de pdker.
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» Juegos cooperativos de dos personas (Nash, 1953): El estudio de los
juegos cooperativos comienza con von Neumann. En este articulo,Nash extiende
el problema de negociaciéon en el cual las amenazas juegan un ‘rol crucial.
Cada jugador tiene un espacio de estrategias mixtas A; convexo, compacto,y
metrizable. Se definen los pares (uy, us) como los nivelesde utilidad alcanzables
bajo cooperacién. Si m(aq,as) denotan los pagos, estes son linealeswen (a1, as).
El juego es secuencial: los jugadores definen estrategias’de amenazas, informan,
escogen sus acciones y cooperan si la utilidad es al menos-dy. St hay un (uq, us)
con u; > d;, los pagos son d;yen caso contrarioy los pagos siguent la-forma 7 (t1, t5).

El articulo analiza la eleccion de {¢;,di}i—1%.

» Computando equilibrios para juegos con’N personas (Wilson, 1971):
Wilson extiende ehtrabajo de Lemke,y Howson (Lemkerand Howson, 1964) sobre
juegos de dos jugadores en estratégias mixtas, generalizando el procedimiento
a IV jugadores. La ideales.construir el equilibrio computando secuencialmente
equilibrios para juegos-con 1l < k <(/Nwjugadores. El teorema 1 de Wilson
establece que el nimero de equilibrios,en un juego finito es impar. Nota: En
equilibrio general, la condicién de-regularidad de una economia asegura también

que el niméro de equilibrios Walrasianos es impar (Echenique, 2015).

2.6.1. Refinamiento del concepto de equilibrio de Nash

En esta sub-seccién;«seguimos (Myerson, 1978). En palabras del Nobel Roger
Myerson, la nocién/de“EN es una de las ideas mas elegantes en teoria de juegos.
Sin embargo, unjiego puede tener muchos equilibrios de Nash, y algunos de ellos
conllevan a resultados inconsistentes con la intuicién. Selten (Selten, 1975) introduce
la nocion de-equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, que constituye un refinamiento

de la definicién de EN. Consideremos el siguiente juego I, ¢:

J2: v J2:

Ji: & | (1,1) | (0,0)

J1: & | (0,0) | (0,0)
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En este juego, tanto (&1,7v;) como (&2,72) son EN. No obstante, es poco razonable
esperar (§2,72) como outcome. A diferencia de Selten (1975), Myerson (1978) solo

analiza juegos en representacién normal (y no extensiva):
I'= <{17 an}aAla"' 7An7u1a"' 7un>7

con |A;| < oo, u; : @, A; — R. Se introducen también estrategias mixtas:

A(Al) = Q; € R'Azl : Z Oéi(az‘) =1, O[i<(l;) > 0, Y CL; € Az .
a; CA;
Luego, siguiendo al teorfa de la-utilidad esperada uy: ®’_; A(A) =R
uj<0417"' 7an) N Z |:Hai(ai)1 Uj((lla"' 7%).
(a1, ,an) EARX X Ay Li=1

Supéngase que j considera’cambiar asuna-estrategia pura a; € A;. Se define

V((I;|Oél,"‘ 7an> - uj(ah”' 7aj—l7a;7aj+l7"' Jan)

con
I S *
i B I;=si a; = aj
O‘j(%’) =
T *
0, sia;#aj.
Se dice que a; es Taymejor respuesta en estrategias puras a (oq, -+, ay,) si y solo si
‘ /
‘/j(ajlah T ,Oén) = Ipeaj{ V}(aj|a17 T ,Oén).
a . 1
J J

En estos términos, o esin EN si y solo si

Vilda, -, an) > Vi(og, - ,a), -+ o), Vi, Vo, € A(4).

) g
Un resultado importante presentado en (Myerson, 1978) es que, « es un EN si y solo si
para @ € Qi A(4;) y Vi(ajla) < Vj(djla) = aj(a;) =0,V j, Va; € Aj, Vaj € Aj.
Esta condicion implica que, en un equilibrio de Nash, ningin jugador asignard una

probabilidad positiva a una estrategia estrictamente dominada en términos de su
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utilidad esperada. Esto se sigue de que(denotando A = Q> ; A;)

Vi(a) — Vi(a_yah) = 3 | TLetan) | ular, - an) — 3 [ﬁ ai<ai>] M (aYi(ar, N oM

acA Li=1 a€A |itj
= X | [Teuto | fota) —falutens-
=Y [Tewlad| X% a@)afa) ity o) “uldya,)
a€A |i#j | a;e4; dieny
= T3 Gyl @) o< T ]

Enseguida, Myerson estudia el equilibrio perféeterintroducido por Selten (1975), pero
bajo un nuevo enfoque” Para ewalquier conjunto finitosd jyse define A°(M) como el
conjunto de distribuciones de probabilidad que asignan péso positivos a todos los

elementos en M. En particular:

Ao(Ai) = {Oéi & R'A” : Z (1/7;(0,2‘) =, Oéi<a;) > 0, \ (l;- S Az} . (24)

a; €EA;

El conjunto (2.4) se conoce*como el eonjunto de las estrategias totalmente mixtas
para el jugador 7, . Nuevamente, en palabrag’en Myerson, heuristicamente, un equilibrio
perfecto es una combinaeién de estrategias totalmente mixtas, tales que, para cualquier
jugador j y cualquier estrategia ptira aj € A;, si a; no es una mejor respuesta a o para
J, entonces @j(a;) es arbitrariamente chico. Por lo tanto, en un equilibrio perfecto, un
jugadorao’puede ignorar(nifigin punto en ®;' ; A;. Formalmente, sea € > 0. Definimos
un e—equilibrio perfecto/como cualquier combinacion de estrategias totalmente mixtas,

ie. o€ QL A°(A;) tal que
Vi(ajla) < Vj(djla) = aj(a;) <

De este modo, un e—equilibrio perfecto es una combinacién de estrategias mixtas tales
que cada estrategia pura recibe una probabilidad positiva, pero solo mejores respuesta

tienen una probabilidad mayor a e.

Un equilibrio perfecto se define como el limite de un e—equilibrio perfecto. Esto es,
a € ®, A(A;) es un equilibrio perfecto si y solo si existe una secuencia {e;}32, v

(O/fu T 7052) tal que
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= Para todo k €, > 0 y limy_, € = 0,

k

7) es un e,—equilibrio perfecto, y

[ (a]f’ .. s a{

» 1imy 0 F(a;) = ay(a;) para todo a; € A;.

En Selten (1975), Selten probé que todo equilibrio perfecto es un equilibriorde Nash.
La prueba se sigue de la continuidad de Vj(a;|c) en o.yTodos los equilibrio perfectos
son equilibrios de Nash, pero la reciproca es falsa. Pén ejemplo, en €l juego, I'¢ ,, los
tnicos e—equilibrios son aquellos, en los)que a4 (&), as(€2) < €. Ensefecto, cuando la
estrategias son totalmente mixtas, la probabilidad positiva asignada-al pago 1 hace que

solo & y 1 sean jugadas con una.probabilidad no arbitrariamente chica. Por ende, si

bien tanto (&1, 71) como (&2,%92) son EN, solo (&1,71) es um equilibrio perfecto.

Ejemplo 2.6.1. Consideremos ahora el'siguiente juego:

JI\J2 Vi 72 3
51 (171) (0,0) (_97_9>
52 (07 0) (07 O) (_77 _7)

53 (_9’ _9> (_77 _7) (_77 _7)

El outcome obvio del juegonés (&,71). Ahora bien, (&,71), (&2,7%) v (&3,73) son
equilibriessde " Nash. Por otro lado, (&3,73) no es perfecto. Para verificar que (&2,72)

es un equilibrio perfecto, définamos of y o5 por

aj(&) =e
aj(&) =1—2€
ay(&s) =€
ay(n) =€
as(ye) =1—2¢
a3(73) =€,

y notemos que (af, a§) forman un e-equilibrio perfecto. Por ejemplo,

V1(§1 ’ ai>a§) = —8e, Vl(€2 ’ ai,ag) = —Te, V1(€3 ’ Ozi,a;) = =T — 2e,
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de forma que & es la mejor respuesta. Haciendo € — 0, se tiene que & y 2 forman un

equilibrio perfecto.

Asi, para discernir entre (£1,71) v (£2,72), se requiere una nuevanocién de equilibrio:

equilibrio propio.

Definicién 2.6.2. e—Equilibrio propio. Un e—equilibtio propio .s un_ perfil de

estrategias totalmente mixtas (aq, -+, o) € Q1 A°(4;)si
Vilajlon, - an) <Vj(affan -, an) E2505(a;) < e of(a))

para todo j,a; € Aj,a; € Aj.

Note que un e-equilibrio propio esfuna combinacién de perfiles de estrategia
totalmente mixto, en el eual cada jugador'le da a su’ mejor respuesta mucha mas

probabilidad que su peor respuesta poraun factor e .

Es facil ver que un e-equilibrio propio es une—edquilibrio perfecto, pues e - ozj(a;») <
€, pero la conversa es falsa. Por ejemplo, en-el ejemplo 2.6.1, para ¢ € (0,1),

Vi(as|ag, as) < Vi(ai|as, af); pero difas)= e aq(aq).
Ahora bien, un equilibrio propio se define como el limite de e—equilibrios propios.
Esto es, (oq, - ,anh€ Qi A(Apies un equilibrio propio si y solo si existe una

secuencia {e; oy A (af, -+ ak)}isgtal que

= cada’ep, > 0y limy_ssf'ep) =0

k

» cada (af,--- yaF).ésun e-equilibrio propio, y

o im0k (a;) = a;(a;), para todo i y para todo a; € A;.
Myerson prevee dos resultados importantes en relacion a los equilibrios propios. El
primero es una proposicion que establece que el conjunto de equilibrios propios esta

estrictamente incluido en el conjunto de equilibrios perfectos, a su vez incluidos en el

conjunto de equilibrios de Nash.

El segundo resultado es el de la existencia de equilibrios propios.

Teorema 2.6.3. Para todo juego normal I', existe al menos un equilibrio propio.
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Demostracion. Primero se muestra que existe un e—equilibrio, para € € (0,1). Sea

m = méx; |A;|. Dado €, considere 6 = €™/m. Para cada jugador j, sea
A*<AJ) = {Olj S A(AJ) ’ O{j(a]’) > (5, v Q; S AJ} .

Se sigue que A*(4;) es un conjunto no vacio y compacto de A°(Ay). Ahora, definamos

la correspondencia

n

Fi: QAT (A) = AT(4))

i=1
dada por
Vj(aj‘alv N 7an) < V;'(a”@lv VA >Oén)
F}'(Ckl,"' ,Ckn) = CY; EA*(AJ) >
aj(a;) < e aj(a@))sV a;,a; € A
Para cualquier (o, - - - , ajp)dos puntosven Fj(aq, - - -, an) satisfacen una coleccién finita
de desigualdades, por lo que Fj(oq, - *7a,) es un ‘eonjunto convexo y cerrado. Para

. , , : p
verificar que no es vacio, sea p(a;) el ntimero de“estrategias puras a; € A; tal que

Vilaslay, -+ an) < Vj(aflay, - -+, ay), entences haciendo
(3 ePlaj)
al(aj) ==
! Za;EAj Ep(a])
genera o € Fj(ay{: -+ sa,). Notemos que aj(a;) > €™/m, por lo que o € A*(4;).

Finalmente, la continuidadsde cada Vj(a,|-) implica que Fj(-) debe ser semicontinua

superior.

Sea E() = ®’_, Fj(-)=Entonces, F': QL) A*(A;) = iz, A*(A;) satisface todas
las condiciones del teorema’ del punto fijo de Kakutani Kakutani (1941). Por lo tanto,
existe (af, -, a9 E~Q" A*(4;) tal que (af, -+ ,a) € F(af,---,a5). Este es
claramente un-(afy.-+- , ) un e—equilibrio propio.

Finalmente, al ser @I ; A(A;) compacto, debe existir una subsucesién convergente

y equilibrio propio (aq, -+, a,) = limo(ag, -, af). ]

2.6.2. Sobre la unicidad del equilibrio de Nash

El articulo Chenault (1986) estudia la unicidad del equilibrio de Nash en juegos

economicos y establece condiciones suficientes para garantizar que dicho equilibrio sea
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tnico. Sea un juego con n jugadores donde cada jugador j elige una estrategia p;
en R, y define su funcién de reaccién ®;(p_;). Un equilibrio de,Nash es un punto
p* = (pi,.--,py) tal que p; = @;(p*;), lo que equivale a encontrar el punto fijo de
®(p) = [®,(p—;)]. El conjunto de estos elementos se denota . S¢"define la funciénnde
desviacion v(p) = ®(p) — p, cuyo equilibrio satisface v(p*) =0, Se presentan_cuatro
condiciones para la unicidad: (1) continuidad de ®;, (2) acotaeion 0,< ‘p; <.d;, (3)
condiciones en la frontera ®;(0) > 0, ®;(d_;) < d;, y ().l condicién claye’sobre la
matriz Jacobiana Du,, definida come Dv, = D®, — I, donde D&, “tiene elementos

(D®y) i = %. La matriz explicita, es

r -

-1 9% . 9;

Op2 Opn

9% (" _1 ... 0%

Dvp — Op1 Opn,
0®, 0%, /N, -1
LOp1  Ops ]

La unicidad del equilibrio de Nash se garantizassi el determinante de Duv, tiene signo
constante en X, es decir, Vp € X, $ighe(Dv,|) = constante. Bajo esta condicién, el

conjunto de equilibrios satisface |Z| = 1 si¥p € 3, |Dv,| # 0.

La prueba es_comg sigue: Se“define la funcién de desviacion v(p) = ®(p) — p, y
se estudia la unicidad del equilibrio resolviendo v(p) = 0. Se supone sin pérdida de
generalidad que,w es C! (si no, se puede aproximar por una funcién C! y tomar el
limite). Gomo no hay equilibrios en la frontera, se construye una variedad diferenciable
) homeomorfa a un/disee-n-dimensional, que contiene el conjunto de equilibrios ¥ en

su interior.

Dado,que.la funciéon v(p) apunta hacia adentro en la frontera de €2, se concluye que
es homot6pica.al mapeo antipodal, lo que implica que el grado es (—1)". Se tiene la

relacion:

> sign (det Du,) = (—1)"

pr*eX
Sin embargo, dado que det Dv, tiene signo constante en X, el lado izquierdo de la
ecuacion solo puede ser £1, lo que implica que |Dv,| = 1, es decir, el equilibrio de

Nash es tnico.
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2.6.3. Equilibrio de respuesta cuantal

El equilibrio de respuesta cuantal es una extension del equilibrio der Nash™que
introduce ruido en la toma de decisiones de los jugadores. En.lugar de elegit la
mejor respuesta con probabilidad uno, los jugadores seleccionan estrategias con’ mayor
probabilidad cuando tienen mayores pagos esperados. Esto pérmite unasmodelizacion
mas realista de la racionalidad limitada y proporciena. un marco “econemétrico

estructural para analizar datos de juegos experimentales y de campo.

Seguimos McKelvey and Palfrey (1995). Séwempi¢za definiendo un juego en forma

normal:

Un conjunto dejugadores’ N = {1, .,n}.

Un conjunto de estrategias puras/ A= {a;1,. /- va;5} para cada jugador i € N.

Una funcion de utilidad u; A= R, donde A= @,y A; representa el espacio de

perfiles de acciones/puras.

Un conjunto de distribuciones de-prebabilidad sobre A; dado por:

A= {(Oéih - ,OéiJi)

Ji
ZO&Z‘]' = ]_, Q5 Z 0} (25)

=1

donde «;; = ,@;(a;;) es la probabilidad de que el jugador i elija la accién a;;.

El' conjunto de estrategias)mixtas de todos los jugadores se define como:
A=A, (2.6)

Asi, cenwesta. notacion, un equilibrio de Nash es un perfil de estrategias mixtas

a = (ag,...,0) tal que:

ui(a) > ui(al,a;) Vai €A, (2.7)
El espacio de pagos posibles esta dado por:

» X; = R’ es el espacio de pagos posibles para cada jugador i.
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» X = ®,cn X; es el espacio conjunto de pagos para todos los jugadores.

= Sea u: A — X definida por:

w(a) = (u (), ..., un(a)), (2:8)
donde
wij(o) = ui(aij, ;). (2.9)

Una version del equilibrio de Nash en la que el pago de cada jugader por cada

accion estd sujeto a un error aleaterionEspecificamente:

1. Para cada jugador i yscada accion j~€d, ..., J;}, y. para cualquier a € A,

definimos:

A

(ol (o) +
donde el vector de error deljugador i es ¢; '= (&;1,...,€) y esta distribuido

segin una funcién de densidad.conjunta f;(&;).

La familia de funciones \f = (fi%..,fn) es admisible si, para cada i, la

distribucién marginal*de-f; existe-para cada ¢;; y
E(e;) = 0.
2. Para cualquiet u = (ua, . /34,) con u; € R’ definimos el conjunto de respuesta
R;; C R’ como:
Rij(w;) = {Ei eR/ . wij(o) +e55 > wp(o) +e, VE=1,..., Ji} .

Es decir, dadow, el conjunto R;;(u;(«)) especifica la regién de errores que llevaran

a 1 a elegir(la aecion a;;.
3. La‘probabilidad de que el jugador 7 elija la accién a;; dado u estd dada por:

o (i) = /R OIS

La funcién a; : R — A, se llama funcién de respuesta cuantal del jugador i. Sea
G = (N, A, u) un juego en forma normal y sea f una distribucién admisible de errores.

Un equilibrio de respuesta cuantal (QRE) de G es cualquier o € A tal que:

(6771 :au(ﬂz(a)) Vie N,V] < {1,,JZ} (210)
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Las propiedades de la funciéon de respuesta cuantal incluyen:

La existencia de a € A.

Continuidad de o; en R”:.

Monotonicidad: a;; es mondtonamente creciente en ;4

Si los errores €;; y € son i.i.d., entonces:
Uij 2> Uity = vij (W) > capll). (2.11)

Un caso particular es el equilibtio logit (errores EVI), donde la*furicién de respuesta

cuantal logistica esta definida por:
e 2.12
@z‘j(ﬂﬂi) N m ( : )
El equilibrio logit requiere:
e)\’l_Lij (a)

W. (2.13)

ag;(7;) =
Algunos resultados fundamentalessincluyen:

» Sea « la funcién de respuesta cuantal logistica y {\;} una sucesién tal que
1My 00 Ay =00, Sea {a) Y sp-tina secuencia correspondiente con oY) € 7*()\,)
para todo ¢, donde

oo e A qn = opQ(a) ’ }
(A) { €Ay ZiiﬂeXP()\aik(Oé))’ Vi, j

es la correspondencia/ logit. Entonces,

o = lim o® (2.14)

t—o0

es un equilibrio=de Nash.

» Para casi cualquier juego G:

o 7*()\) es univoca para casi todo .
e 7" es semicontinua superior.

o El grafico de 7 contiene una tinica rama que comienza en el centroide para

A = 0 y converge a un unico equilibrio de Nash cuando A — oc.
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Juegos estratégicos ‘aplicados

3.1. Oligopolio

La teoria de juegos ha, ejercidouna influencias profunda sobre la organizacién
industrial (Tirole,  1988), al\ permitirsel “paso de descripciones institucionales
informales a modelos tedrices.eon coherencia interna y, en muchos casos, contrastables
empiricamente. En particular, el analisis del oligopolio puede abordarse formalmente
como un juego estratégico. El primer trabajo que presenta un modelo con estas
caracteristicas /—en, el queslas—fitmas, eligen cantidades como estrategia— es el de
Cournot _(1838). Cuando hablames de competencia a la Cournot, nos referimos a una

situacion en la que:

1. Las empresas/producen un bien homogéneo;

2. Eligen cantidades de forma simultdnea e independiente.

3.1.1. Competencia Cournot

En este modelo, hay n empresas y el espacio de estrategias de cada jugador es
A; = R,. En efecto cada firma decide cuando ofertar ¢; > 0. Luego, los pagos de cada

jugador vienen dados por

Ty = QiP<Q> - Ci(qi)v

34
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donde @ = ¢1 + - - + g, es el producto total del oligopolio, P(-) es la funcién inversa

de demanda y C;(+) el costo de la empresa i. Dados estos elementos:

= La correspondencia de mejor respuesta corresponde a
Bi(q-i) = argmax, cp, [¢:P(Q) = Cilg:)]
» El EN es ¢* = (¢])i=1,.. » tal que ¢ € B_;(¢*;) para'todo i = 1, -« ,

La CPO provee

87@-
0. P@Qr P (Qgiz= " Cila:) =0. (3.1)
di ——
Ingreso marginal. Costo marginal.

A partir de (3.1) deducimos‘que
PQ) — Ciq). " P(Q)a

P\ PQ)
—_—
Markup:
L 49 <_ ! )
QP\ Q(P)
Si

donde s; es el shargde la firma 7 en el mercado y € la elasticidad precio-demanda. Note
que se ha usado(el teorema de lafuncion inversa. Recordemos que la demanda agregada
puede representarse como una funcion estrictamente decreciente del precio, es decir,
Q = D(P)/ con D'(P) < 0.Pado que D es continua y diferenciable, y su derivada no
se anula, existe una fuhcion inversa localmente diferenciable P = D~(Q)'. Aplicando

dicho resultado, la derivada del precio con respecto a la cantidad viene dada por:

oo dP 111
P(Q) = 10 - % - DI(P) DI(DYQ))

De este modo:

Por el teorema de la funcion inversa, si f es diferenciable con f/(a) # 0, entonces existe una
vecindad de a en la cual f es invertible y la inversa f~! es diferenciable. Ademas, su derivada estd

dada por:
1y _ 1 _ 1
U0 = Ty = Py
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= Mayor poder de mercado con mayor participacion: Cuanto mayor es el
share s;, mayor es el markup que puede aplicar la firma. Es degir, el poder de
mercado esta directamente relacionado con el tamafio relativo de la firma. La

firma grande deberia producir mas.

= Mayor competencia con mayor elasticidad: Si la:demanda es muy elastica
(grande €), incluso firmas grandes tienen un markup réducido. Esto implica que

la sensibilidad del consumidor al precio disciplind’el peder de mercada:

A partir de la relacion
POy — Clla) s
P(Q) ¢

" (RQ = Cllg) st
(P - ST o

donde H HI denota el indice de Herfindahl-Hirshman.

obtenemos

La expresion (3.2) representa el-markup promedio ponderado por participacion de
mercado, es decir, el poder de mercadé,agregado de la industria en equilibrio de

Cournot.

= Mas concéntraciéon, mayor poder de mercado agregado: El numerador,
HHI =Y "'s%, es el indice-de. Herfindahl-Hirschman, una medida estdndar de
concentracion de mercado. Cuando el HH1I se aproxima a 1, indica un mercado
altamente, concentrado, cercano al monopolio, lo que eleva el poder de mercado

totad.

» Caso competitivo simétrico: Si todas las firmas tienen igual tamano (s; =

1/n), se tiene:

"or1N? 1
HHI =Y <> = —,
— \n n
=1
y el markup promedio es entonces i, que tiende a cero cuando n — o0,

recuperando el resultado competitivo como caso limite.

» Niumero efectivo de firmas: El inverso del indice, 1/HHI, se conoce como
el nimero efectivo de firmas en el mercado. Aunque el nimero total de firmas
sea alto, si pocas dominan el mercado, el HHI serd alto y 1/HHI sera bajo,

reflejando menor competencia efectiva.
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= Si se conoce la elasticidad-precio de la demanda (€) y el indice de concentracion
HHI, entonces es posible calcular la desviaciéon promedio respecto al comporta-
miento competitivo (precio igual a costo marginal), bajo el'supuesto de compe-

tencia de Cournot.

El indice de Herfindahl-Hirschman fue propuesto originalmente.por Herfindahl (1950)
y, de forma independiente, por Hirschman (1945). Hoy en‘dia es una herramienta clave

en el andlisis de competencia y regulacién industrial.

Ejemplo 3.1.1. Cournot con’' 2 firmas y. costos heterogéneos convexos.

Consideremos el siguiente escenario:

» 2 empresas: N ={1,2}.
» Demanda lineal P(Q) =1— Q.

» La empresa 1 es més eficiente; C;(q;) = .

La CPO provee

Se sigue que

Por lo tanto,

Bi(g2) = méax {O, ?(1 — qg)}
By(q1) = méx {o, ;(1 _ ql)} .

Note que, como CY(0) = 0 para ¢ = 1,2, nunca es 6ptimo producir ¢; = 0. Por ende,

Bi(q2) = 2(1 )
1

By(q1) = 5(1 —q1).
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q2

W=

an
Bi(q2) 2 Mg (a1)

Figura.3.1 Mejor respuesta.

Se sigue que ¢} = 4/145 g5 = 3/13 y Q =7/13.

Observacién 3.1.2. En el equilibrio competitivo, p = C’(-). Por ende, con respecto

al ejemplo antetior, se resuelve el sistema de ecuaciones:

p=Cila) =5

p=C5(q) = ¢

p=1-q—q.
Se llega a“que~gy= 1/3, ¢ = 1/4y Q = 3/4.

Ejemplo 3.1.3. Volvamos al ejemplo 3.1.1, pero consideremos ahora n firmas. El

beneficio de la firma 7 es: ‘
i
4

La condicién de primer orden (FOC) para la firma i lleva a:

m=(1-Q)a — 4.

1-0Q

<1 + Z) ¢ +@Q =1, locual implica ¢ = ——.
I+3

2
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Sustituyendo en la suma total @ = 3_%_; ¢; se obtiene:

" 1-Q 21
Q=31 ,=0-Q%
= 1+ s+
Resolviendo para @:
n 1 n
=114 j=1 %
A N e B
J=1 141 J=1 247
Finalmente, la cantidad de equilibrio de la firma 7 es:
SR D)

Esta es la formula cerrada del equilibrio de Cottrnot en este modelo con costos crecientes

en 7. Finalmente, en el equilibrio competitivo:

= Precio de equilibrio:
[ 1

s Cantidad individual de lafirma i:

= Cantidad total de equilibrio:

" 2 Ly |
=D G = T 2
; 1+22j:1% Zz

i=1
Ejemple/3.1.4. Cournot’general con costos lineales. Consideramos un mercado

con n > 2 empresas, No= {1,...,n}, donde:

» La demanda inversa es lineal: P(Q) =1 — Q.

» Cada firma ¢ enfrenta un costo lineal: C;(¢;) = cg;, con 0 < ¢ < 1.

El beneficio de la firma i es:
mi=(1=Q)g—cq=(—q¢—Q)a— cq,
donde QQ_; = 3", ; ;. La condicién de primer orden (FOC) es:

1—-Q—¢q¢—c=0 sig >0.
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La mejor respuesta de la firma ¢ es entonces (la solucién si puede ser de esquina):

1_C_Qi}‘

Bilg-o) = mix {0, =

En equilibrio simétrico se cumple ¢; = max{0,1 — ¢ — Q}, es deciry las decigiones

individuales dependen del residuo del total. El equilibrio de Nash en“cantidades es:

1o todo i
qi_n+1’ para todo 4.
En efecto:
_1_C_Q—z'
qi = 5
, A=c~(m-1)¢
Al
*+n—1*_1—c
q 9 14272

JF2—-1+mn)=1-c.

Y el precio de equilibrio correspondiente es:

1—c_1+nc
n+1 n+1°

PO =15 Y a =

i=1
Cuando n — oo, P(Q*) = ¢, ¢f — 0, Q"= T—c. Asi, bajo competencia de Cournot (es
decir, competencia en cartidades), in mayor nimero de empresas incrementa el nivel

de competencia en.cl'mercado. Esto-tiene dos implicancias importantes:

= A medida.que n — oo, el equilibrio de Cournot converge al resultado competitivo.

= Por tanto, mas empresas permiten acercarse al comportamiento compe-

titivo y generan beneficios para los consumidores a través de precios mas bajos.
Finalmente, se-verifica que (P — MC)/P = s;/e:

» Indice dé Lerner:

P*—c lntr"f—c_ n+1 <1+nc—c(n+1)>_1—|—nc—c(n+1) 1l-c

J= ﬁj—ﬁc T 1+nc n+1 1+ nc 14 nc

s Market share:
1—c¢

Q* n(l—c¢) 1—c n
n+1

1
S; —.
n
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» Elasticidad-precio de la demanda:

1 +nc
o dQ P P* n,41  l4mpe
AP QT @ n(l—¢  n(l-c)
n+1
= Por lo tanto,
si  1/n 1-c
e 1+nc " 14pe

n(l —c)
3.1.2. Competencia de Bertrand

En 1883 (Bertrand, 1883), Joseph Bertrand critic6 el modelo de Cournot,
especialmente en comparacion con el enfoque de Walras. Su principal cuestionamiento
fue metodolégico: ;jpor qué/asumir que, las’ empresas ‘eompiten eligiendo cantidades?
Desde su perspectiva, resulta més realista suponer ‘que'las empresas fijan precios, no
cantidades, ya que los precios (suelen ser mas. visibles y facilmente ajustables en la

practica.

Este planteamiento da lugar al modeéloe=conocido como competencia de Bertrand,
donde las firmaseompiten directamente mediante la fijacion de precios, y no a través
de las cantidades ofertadas. En elicontexto del modelo original de Bertrand, se asume
que las empresas producen un! bien homogéneo, por lo que los consumidores siempre

comprardmal proveedor que ofrezca el

Consideramos un meércado con dos empresas, N = {1,2}, que compiten fijando
precios en lugar del{cantidades. Cada empresa ¢ € N elige un precio p; € R,. La

demanda depende del precio mas bajo ofrecido en el mercado.

= La funcion de demanda es lineal:
Q(P) = mdx{1l — P,0},
donde P = min{py, po} representa el precio més bajo entre las dos empresas.

= Si una empresa fija un precio menor al de su competidora, obtiene toda la
demanda del mercado, es decir, vende Q)(P) mientras la otra firma no vende

nada.
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» En caso de empate de precios (p; = ps), se supone que las empresas comparten el

mercado equitativamente. Esta regla de desempate no afecta el resultado principal

del modelo en este contexto, aunque puede ser relevante en otrasssituaciones.

= Los costos son lineales, simétricos y constantes:

Ci(¢;) = cqi, con0<c<l1.

Este modelo ilustra cémo, incluso con solo dos empresas idénticas, en“costos, la

competencia en precios puede indueitr un resultado competitivo; como plante6 Joseph

Bertrand en su critica al modelo de.Cournot.
La funcién de beneficios de larfirma 1 esta dada-por:

(1=p1)(pr—c)  sipy <o

ur(PiyPa) = § 5(L=pD)(p1 — ¢)-. sipi = ps

o}

Sl p1 > Do

Nota: Sila firma 1 actia como monopolista (sin competencia), maximiza:
H%)e}x(l = pi)(p1 — ©).

Resolviendo la condiciéon de primer orden:

diplm S o) — )] =0,

lo cual implica que
e

p1:2-

Este es el precio de monopolio.

Mejor respuesta de la firma 1: La correspondencia de mejor respuesta de la firma

1, denotada By (ps), es:

1 . 1

B sips

%] sic<p2§%
Bi(p2) =

(p2,00) sipy <ec
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La situacion para la firma 2 es completamente anédloga.

T (p17p2)

|

|

|

|

|

|

|

: ~
c P2

l+c
5 b2
Figura 3.2\Beneficios en Bertrand.
Interpretacion:
= Sipy > %, la firma 1 puede comportarse como monopolista y fijar el precio
6ptimo <,

= Si paw=.c, cualquier p; > ¢ conduce a empate y ganancias no negativas. Por tanto,

By (p2> = [Cv OO)

= Si pp < ¢, la firma 2 estd ofreciendo un precio no rentable. La firma 1 no
tiene incentivos a producir. En este caso, la mejor respuesta incluye cualquier
py tal que po < p; < ¢, ya que garantiza no produccién. No obstante, elegir un
precio por debajo de ¢ puede ser riesgoso si la empresa se equivoca respecto al

comportamiento de su rival.
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s Sic<p < %, la mejor respuesta es wvacia, es decir, no hay ningin precio p;
que sea Optimo. Esto se debe a que los pagos de la firma 1 son discontinuos:
aumentan a medida que p; se acerca a p, desde abajo, pere caen bruscamente
cuando p; = po, pues pasa de captar toda la demanda a compartirla, reduciendo

sus beneficios a la mitad. Esta discontinuidad hace que noshaya ningtin maximo.

= Una posible solucion técnica es introducir precios discretos, es’decir, testringir
p1,p2 € {g,2¢,3¢,...} para algin ¢ > 0. En este caso, la mejor,_respuesta se

vuelve bien definida: si ¢ He <py-< %, entormnees

Bi(pa) = p2 e

Definicién 3.1.5. Estrategia estrictamente ,dominada. Una estrategia a; € A; es

estrictamente domintda para el jugadorv si existe otra-estrategia a, € A; tal que:
ui(ai, a_;) > uia;,la_;) para todoa_; € A_;.

Una estrategia estrictamente.dominada nunca~puede ser jugada en un equilibrio
de Nash. La razén es que, en la definiciénnde EN, basta reemplazar con a; en el lado

derecho para obtener una contradiccion:

Definicién 3.1.6. Estrategia débilmente dominada. Una estrategia a; € A; es

débilmente dominadapara el jugader.i si existe otra estrategia a; € A; tal que:
wi(a, a_;) >wila;,a_;) paratodo a_; € A,
y existe al menos un perfil’'a’ ) € A_; tal que:
wi(as, a’ ;) > u;(a;,a’ ).

Esto implica quenla estrategia a; nunca es mejor y a veces es peor que a;, por lo
que no puede ser racionalmente justificada si hay alternativas mejores disponibles.
Sin embargo, a diferencia de las estrategias estrictamente dominadas, las débilmente
dominadas pueden aparecer en equilibrios en algunos contextos (especialmente si

forman parte del limite de una secuencia de estrategias no dominadas).

Ejemplo 3.1.7. En el caso del duopolio de Bertrand, p; < ¢ es una estrategia
débilmente dominada pues, cualquier p; > ¢ da un beneficio a veces mejor o en el

peor de los casos igual.
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Observacién 3.1.8. Eliminando estrategias débilmente dominadas (excepto cuando

son el limite de una secuencia de estrategias no débilmente dominadas),.se obtiene que:

Bi(ps) = [c,00) sipy <ec.

empresa 2
P2 ”
7
1 po 4
7
7
7
Z.
4
7/
/
1+C /
2 /;//’
/////
////
/////
V0
& o
, empresa’ 1
//
7
e
7
€ I4¢ 1 b1
2

Figura 3/3"Mejores respuestas.

Se sigue que el EN es p} = ph/=.c.

Figura 3.4 Convergencia a c.
Observacién-3.1.9. La suposicién de divisién igual del mercado no es esencial, el
equilibrio de Nash es el mismo para todas las reglas de division.

Ejemplo 3.1.10. Consideremos el siguiente juego con los jugadores 1 y 2, y acciones

§y
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§ g
(L1 (1, 1)

v (@1 (5,5)

» Claramente, existen dos equilibrios de Nash: (£,€) v (q,7).

» La accion € estd débilmente dominada por la accién y.para el jugadoryl pues:

® ul(’% 5) = ul(fvg)a

° ul(’%’Y) > u1(§77)7

por lo tanto, v nuncares peor y a veces es estrictamente mejor.
= Al eliminar accionessdébilmente dominadas, el jugador 1 nunca deberia jugar &.
= El mismo razonamiento se.aplica para el jugador 2.
» El equilibrio de Nash restante es (7,%4).

» Sin embargo, (£, €) es también EN, a'pesar de que (,7) lo domine estrictamente

en el sentido de Pareto.

En el modelo,clasico de Bértrand con precios continuos, surge un problema técnico:
si la otra empresa fija un. precio p por encima del costo marginal pero por debajo
del precie, de monopolie,”lo deseable es fijar un precio inferior a p, pero lo mds
cercano posible. Sinsembargo, para cualquier precio p fijado por la empresa rival y
cualquier precio p'<"p elegido por la empresa, siempre existe otro precio p” tal
que p' < p” "< py-que proporciona un mayor beneficio. Este problema refleja que
el conjunto-de precios real, R, es demasiado continuo para capturar adecuadamente
el comportamiento estratégico. Para abordar esta dificultad, introducimos precios
discretos: intuitivamente, precios cotizados en dolares y centavos. Esta formulacién
mas realista no solo resuelve el problema técnico anterior, sino que también ofrece
nuevas perspectivas tedricas sobre el comportamiento de equilibrio en competencia de

precios.
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Supongamos que los precios posibles son p1,ps € {0,¢,2¢,3¢, ...}, donde tanto ¢
como % son multiplos de €. Eliminando estrategias débilmente dominadas, la mejor

respuesta de la empresa 1, denotada Bi(ps), se construye de la siguiente manera:

Sipy > %, entonces p; = % maximiza beneficios (es el.précio’ de monopolio).

Sic+e<p < %, entonces conviene subcotizar a la‘competeneia: py, =wpy — €.

Si po = ¢+ €, entonces p; = ¢ + € comparte el mercado sin riesgo,/de)incurrir en

pérdida (ya que p; = ¢ es débilmente dominada;\os profits sonfeero).

Si py < ¢, se puede elegir(cualquier ps=€ {c+ &/c+ 2¢, ... } que sea superior a c.

Formalmente:
L si po 32FC,
By(py) = py —& sl cFe <py < €
c+e SUpy =c+e,
{c4e,cd2e .Y sips <ec
Notas:

= p; = c esta~débilmente dominade por p; = c+¢.

= Sips. >wc + 2¢, siempre es estrictamente mejor subcotizar que compartir el

mercado.

Demostracion. ~“Comparamos los profits

(1= p2)(p2—¢) ZPQ—C—p§+CP2
2 2

(1—p2—|—6)(p2—5—c):pl—e—c—p§+p2£—|—cp2+5p2—52—56.

Restando a la segunda expresion la primera, queda
P2 — 26 — ¢ — p3 + 2pae + cpy + 2epy — 2% — 2¢c. (3.3)
Como py > (¢ + 2¢), la expresién (3.3) es mayor a

(c+2¢)(1 — pa) — 26 — ¢ + 2pae + cpy + 2epy — 2% — 2¢c.
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Simplificando, queda
2(c+ 2¢)e + (2 + ¢) — 26* — 2ec > 0,
-
» El equilibrio de Nash que sobrevive a la eliminacionnde estrategiassdebilmente
dominadas es p] = p; = c+e¢.

» Esta prediccion es aproximadamente la misma que la del/modelo eontinuo, pero

se obtiene bajo supuestos mas realistas.

D2
142»(: +e 'S

Lbe o o s o
. L4 L
"¢ Bi(p2) » $
(] (] °
L L] o
o e Bap)

+ 2 . . °

=+ e o o

ec+ecH+ 2 >

Figura 3.5 Estrategias débilmente dominantes: nube de puntos.

Ejemplo 3.1.11.-€ournot con asimetria. Consideremos una versién del modelo de
Bertrand con dos empresas N = {1, 2}, donde cada empresa i fija un precio p; € R, Los
consumidores demandan una cantidad Q(P) = max{1 — P,0}, donde P = min{p;, p2}
representa el precio mas bajo disponible en el mercado. La empresa que fija el precio

mas bajo capta toda la demanda, mientras que la otra no vende nada.

Los costos son lineales pero asimétricos: cada empresa i enfrenta un costo C;(¢;) =
¢igi, con 0 < ¢; < ¢g < 1. La empresa 1 es mas eficiente que la empresa 2. Si ambas
empresas fijan el mismo precio, asumimos que la empresa més eficiente (empresa 1)

capta toda la demanda.



Capitulo 3. Juegos estratégicos aplicados

49

Funciones de utilidad. Bajo este entorno, las funciones de utilidad para cada

empresa estan dadas por:

U1(p17]?2) =

Uz(pl,pz) =

Correspondencias“'de mejor respuesta.

(I —p1)(p1 —c1) sipr <po,

Si p1/3> pa;

(1 —pa)(p2 — c2) “Sips < p1,

Sl py > pi.

dominadas, las mejores respuestas para‘cada empresa, Son:

By (pz)=

Bs(p1) =

1+c1
2

P2

[clv OO)

1+4+co

[027 OO)

si py 32 14

Y

1+cq

si'c1 < pg < =5,

si P2 S €1,

1+4co

Sip1> 2

: 14cq
sicg <pp < 5+

9

si p1 < co.

Al eliminar estrategias débilmente

El resultado refleja que la empresa mas eficiente puede operar en un conjunto mas

amplio de precios sin ser dominada, mientras que la empresa menos eficiente ve

restringida su mejor respuesta cuando su precio estd en una zona donde seria superada

con certeza.

Al aplicar el refinamiento que elimina estrategias débilmente dominadas (excepto

si son el limite de una secuencia de estrategias no débilmente dominadas), el tnico
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equilibrio de Nash que sobrevive en el modelo de Bertrand con costos marginales
asimétricos es pj = p5 = ¢y. La empresa mas eficiente (empresa 1), al.fijar un precio
igual al costo marginal de su rival (empresa 2), se asegura todosel mercado gracias
a la regla de desempate a su favor. Este resultado refleja una logica similar adasde
los mercados contestables de Baumol: la sola posibilidad de“cempetencia disciplina
el comportamiento de la empresa dominante, llevandola a.fijar precios bajos pese a
no enfrentar competencia activa. La empresa menos eficiente’ no puede cempetir sin

incurrir en pérdidas, por lo que termina no vendiendo en equilibrie.

p2 4

empresa 2

1
lto /
2
Z
/

(&)

/ empresa 1
0 a1 % 1 p1

Figura 3.6 Bertrand asimétrico.

Ejemplo 3.1.12. Supongames nuevamente que las empresas tienen costos marginales
distintos;eon™0 < ¢; < ¢ < 1,y que los precios posibles pertenecen a un conjunto
discretond0, e, 2¢, 3¢, . . . }.Mientras que bajo competencia perfecta esperariamos un
precio de mercado.iguala c;y, el equilibrio bajo competencia de Bertrand discreta revela
una estructura distinta.. Aplicando la eliminacion de estrategias débilmente dominadas,
la mejor respuesta, de la empresa 1 es subcotizar a la empresa 2 por el menor margen
posible compatible con los precios discretos. En equilibrio, la empresa 1 fija pj = ca,
mientras que la’empresa 2, al no poder competir sin incurrir en pérdidas, fija p5 = co+e¢.
Asi, la empresa mas eficiente se queda con todo el mercado a un precio superior a su

costo marginal.



Capitulo 3. Juegos estratégicos aplicados 51
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Figura 3.7 Bertrand asimétricoy precios discretos: nube de puntos.

Notemos que:

1 - 1
e Spe > 55,
p2—€ sic+e<py < HA,
Bi(pa) =
c1 e si po = c1 + €,
{1 4+¢e,c04+2e,...} sips <.

El equilibrio competitivo, definido tradicionalmente como aquel en que el precio se
iguala al costo-marginal mas bajo, implicaria p; = ¢, pero la competencia de Bertrand
con preciosdiscretos no necesariamente conduce a este resultado. Sin embargo, puede
decirse que el precio es competitivo en el sentido de que estda determinado por la
capacidad de otras empresas para replicar lo que hace la empresa mas eficiente.
Cuando los costos marginales son convexos, el anélisis se complica: los precios tienden a
igualarse en equilibrio, pero el nivel al que convergen depende de la regla de divisién del
mercado. Para obtener resultados competitivos en estos entornos es necesario modelar

estratégicamente el comportamiento de los compradores.
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Observacién 3.1.13. En la aplicacion de la teoria de juegos a contextos econémicos,
la eleccion del conjunto de estrategias disponibles para los agentes.es crucial. En
particular, en modelos de oligopolio, la predicciéon del resultado dependende si se supone
que las empresas compiten en precios (modelo de Bertrand) o en cantidades (modelowde
Cournot). Por lo general, la competencia en precios genera resultados mas fayorables

para los consumidores, ya que presiona los precios hacia el/gostormarginals

Esto plantea una pregunta fundamental: ;jcudl de los des modelos-es elcorrecto?
La respuesta no es trivial. En muchas aplicaciones, los economistas de la.competencia
asumen competencia en cantidades."\Un argumente clasico a favor de esta aproximacion
aparece en el trabajo de Kreps y»3cheinkman(#983), titulado Quantity Precommitment
and Bertrand CompetitionsYield Cournot Outcomes, (Kreps and Scheinkman, 1983).
En este articulo, los”autores muestran que si las empresas“eligen cantidades primero
(por ejemplo, invirtiendo en capacidad)wy luego fijan precios, el resultado del juego
es el mismo que si hubieran ¢dompetido directamente~en cantidades. Aunque parezca
que estan compitiendo en-precios, el resultadorse, alinea con el modelo de Cournot.
Esto sugiere que el momento de las decisiones estratégicas y la secuencia del juego son
determinantes para el equilibrio. Detallamoes.este analisis presentando el articulo Kreps

and Scheinkman (1983) en el anexo, C.

La aplicacion-de lar teoria de jiiegos en economia requiere, por tanto, un criterio
bien definido para.modelar adecuadamente las decisiones de los agentes. No basta con
aplicar/un marco estandar; se debe justificar la estructura del juego, los tiempos de

decision, ywel conjunto/de estrategias disponibles.

3.2. Juegos'de mercado

Definicion 3.2.1. Los juegos de mercado (o market games) son modelos en los que
los agentes econémicos, como consumidores y empresas, interactiian estratégicamente
a través de mecanismos de mercado. A diferencia de los modelos clasicos de equilibrio
competitivo, donde los precios se ajustan de forma andnima, los juegos de mercado
hacen explicita la interaccion estratégica entre oferentes y demandantes. Estos juegos

pueden modelar subastas, negociaciéon bilateral o competencia entre empresas, y
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permiten capturar cémo la estructura del mercado afecta los resultados econémicos.
Cuando los compradores también actiian estratégicamente, como en subastas o
mecanismos de asignacion, los precios resultantes pueden aproXimarse a’ los precies
competitivos incluso si hay pocos participantes, lo que los convierté én una herramienta
poderosa para analizar eficiencia y poder de mercado en ¢omtextos oligopdlicos” o

monopolicos.

Una clase destacada dentro de estos modelos son 108 juegos de_mencado estratégicos
(strategic market games), en los'que las asignacionés y pagos no se dérivan de precios
dados, sino del resultado de un_jueégo no cooperativo en el que los agentes toman
decisiones activas sobre precigs yicantidades (Dolgopolov and.Martinelli, 2021). En un
entorno con N compradoresyconjunto B) y M vendedores (cenjunto S), cada vendedor
1 € S posee un unico hien que desea vender, y cada comprador ;7 € B tiene una
valoracion h;; € Z por el bien del vendedor ¢, mientras que cada vendedor enfrenta un
costo de reserva ¢; > 0. Las estrategias posibles para cada jugador k € BUS se definen
sobre un conjunto finito Q) C Z, eon grilla uniforme (por simplicidad, se asume paso 1).
Las acciones dominadas estan excluidas: los cempradores no pueden ofertar por encima
de sus valoraciones, y los vendedores no-puéden poner precios por debajo de su costo.
En este juego, cada vendedor i fijaun precio p? € Z,, mientras que cada comprador
J presenta una oferta pf € Zﬂ‘f queseontiene a lo sumo una componente estrictamente
positiva, lo que equivale a seleecionar‘un tnico bien por el cual pujar. Luego, el perfil

completo de actiones es dela forma p = (pP,... . p%, 07, ..., 0%) € Q = [Trenus Q-

La acciéw de un jugador genérico k se denota simplemente por p. Para simplificar,
se excluyen las accienes dominadas: las pujas por encima de las valoraciones y los
precios de veéntalpor debajo de los costos no estan permitidos y han sido eliminados
de los conjuntes.{); y del conjunto total de perfiles de acciones 2. Una vez que se han
enviado todas-las pujas y precios, un clearing house elige una asignacion dentro del
conjunto factible:

X = {(l'ij)ies,jeB cx; € {0,1}, Y x;; <1 para todo i € S} )
jEB
El clearing house asigna los bienes con el objetivo de maximizar el ezcedente total:

E(w,p) = Y 3wy (v — p7) -

i€S jEB
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En otras palabras, selecciona asignaciones dentro del conjunto:
(p) = {x € X : Z(x,p) > (', p) para todo 2’ € Xk,

Para asegurar que el clearing house prefiera méds comercio in¢luso, en ausencia ‘de
arbitraje, se impone que la asignacion seleccionada no esté ray-dominada~(Simon,

1984), es decir:
I(p) = {zx € U(p) : A & € TI(p) tal que & # x y &;; >\zy; para tedo €587 € B} .

Una vez elegida la asignacién z;” ébh mercado sewliquida a los ‘precios respectivos de
compradores y vendedores. Las (utilidades resultantes se definen segin la siguiente

regla, denominada s-prices:

= Para cada comprador’j € B:

B " B
u; (P )= méx (xijhij) va Zpiﬂ?ij-
€S £
€S
» Para cada vendedor ig S:

ul (p,x) =Y () — i)y

JjEB
3.3. _Subastas con informacién completa n =2

Considerémos un problema elemental de subasta en el que un subastador desea
vender un tnico objeto,y sabe que hay dos postores potenciales, etiquetados como
1 = 1,2. Cada postor ¢ tiene una valoraciéon v; > 0 por el objeto, y se asume que

U1 > v9 >0 Amalizamos dos formatos posibles:

= Subasta de primer precio: el postor que presenta la oferta mas alta gana el

objeto y paga su propia oferta.

» Subasta de segundo precio (Vickrey): el postor que presenta la oferta mas

alta gana el objeto, pero paga la oferta del otro postor.
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Resultara que en ambos casos, dado el escenario descrito, el pago del subastador es el

mismo.

Empezamos por la subasta de segundo precio. Los jugadores son, losydos postores;
quienes eligen ofertas by € Ry y by € R, respectivamente. El objeto se asigna al
jugador que haga la oferta mas alta. En caso de empate (b; = bo)y el objeto/sérasigna
aleatoriamente con probabilidad 1/2 a cada postor. El precio'que paga’el ganador es la

oferta del otro jugador. Luego, la funcién de utilidad del jugador 1 esta~definida como:

(e}

si b b2,

ul(bla b2) . (Ul — bl) Si bl = bg,

N[

v; — by si by > bg,
y de manera anédloga para el jugador 2.

Este tipo de subasta tiene una propiedad centrali ofertar la propia valoracion es una
estrategia débilmente dominantersks_decir, cualquier estrategia b; # v; es débilmente

dominada por la estrategia b; = v;="Esto puede comprobarse considerando que:

= Si un jugador sobreoferta (b; > w;),"earre el riesgo de ganar y pagar mas de lo

que realmerite valora el objeto.

» Si un jugador suboferta (< v;), puede perder el objeto aun cuando lo valora

mas que su rival.

s Ofertar b; = v; garantiza que el jugador gane si su valoracion es la mas alta, y

nunca’ pague.maside lo que vale el objeto para él.

Esto lo formalizamos)en la proposicion 3.3.1. Luego, aplicando eliminacién iterada de

estrategias débilmente dominadas, se concluye que:
By (bg) = vy, By(b1) = vs.
Por tanto, el equilibrio de Nash en estrategias puras es:
b] = vy, by = vs.

En este equilibrio, el jugador 1 gana el objeto (porque vy > v5), y paga v, obteniendo

una utilidad de v; — vy, El jugador 2 no gana el objeto y su utilidad es cero. Este
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resultado ejemplifica una propiedad fundamental de las subastas de segundo precio:
inducen revelacion veraz de las valoraciones incluso en contextos cen informaciéon
privada. Esta propiedad hace que este formato sea particularmente “atractivo en“el
disenio de mecanismos, aunque no necesariamente maximiza los ingresos’del subastador
frente a otros formatos como la subasta de primer precio, donde.os jugadores.tienden

a ofertar por debajo de su valoracién.”

Proposiciéon 3.3.1. En una subasta de segundo precio con un unieo -bien y dos
postores, ofertar b; = v; es unal estrategia débilmente dominante para~cada jugador

i.

Demostracion. Sea v; la=wvaloracion del jugadory? porsel objeto y v; la del rival, con
v; > 0, v; > 0yt 25g. Sea b; una oferta arbitraria-del jugador j, y consideremos

distintas posibilidades para’b;:

» Caso 1: b; < b;. En este ¢aso, ¢l jugador- picrde la subasta independientemente

de su valoracién. Por tanto:

Ahora comparemos ¢on b; = v;:

« Siw; Kby, entonges b= v; < b; y el jugador sigue perdiendo: u;(v;, b;) = 0.

e Si"w; > b;, entonces gana y paga b;: w;(v;, bj) = v; —b; > 0.
Por'tanto, en todosrles-subcasos, w;(v;, b;) > u;(b;, b;).

» Caso 2: b; = bj. En este caso, se asigna el objeto al azar con probabilidad %, y

el precio_pagado es b; = b;. La utilidad esperada del jugador 7 es:

1
Comparando con b; = v;: Si v; = b;, entonces el pago esperado es cero. Si v; > b;,
hubiese ganado si pujaba v; y su utilidad hubiese sido estrictamente positiva.

Finalmente, en caso b; > v;, va a tener un pago esperado negativo.

2Como veremos en el capitulo 4, este resultado es un caso particular de la revelacion directa.
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» Caso 3: b; > b;.En este caso, el jugador 7 gana el objeto y paga el precio b;. Su
utilidad es:
U,Z(b“ b]> = V; — bj.

Si en cambio ofrece b; = v;, entonces:
e Si v; > b; (lo mismo que b; > b;), entonces,también gaita, y*paga b;:
ui(vs, bj) = v; — bj, mismo resultado.

o Siv; < bj, pierde: u;(v;,b;) = 0, pero comony; < bj-también sucede que

v; — b;j < 0, es decir, habria perdido utilidad) ofertando b; > v;.

En resumen, para cualquier yalor'de la oferta del rival b; y cualquier otra oferta b} # v;,

se cumple que:

w; (Vb)) > (b7, bs),

con igualdad en algunos casos,y estricta desigualdadwen otros. Por lo tanto, b; = v; es

una estrategia débilmente*dominante. O

uy (b1, b2)

ba

Figura 8.8 u;(by, bs), subasta de segundo precio, informacién completa.

Observacién 3.3.2. El conjunto de EN en este juego es

{(bl,bg) € RQ U9 < bl < 1, 0< b2 < bl}
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Subasta de primer precio . Consideremos ahora una subasta de primer precio
con dos postores. Cada jugador ¢ = 1,2 presenta una oferta b; € R,. El jugador que
presente la mayor oferta gana el objeto y paga el monto de su prepia‘eferta. En caso
de empate (b; = bq), el objeto se asigna al jugador con la valoracién mas alta (sivno
se asume esto, no habra EN en estrategias puras, similar al caso de competencia,en
precios). Supondremos que v; > ve > 0. Las funciones de utilidad estan dadas por:

0 Si by < bg, 0 si s < Oy,

Ul(bth) = y U2(b1,bQ) R

vy — by sihy > by, Vg + by Siby > by.
Observamos primero que para cada,jugador, cualquiér estrategia b; > v; es débilmente
dominada por b; = v;. Esto se_debe a que, incluso si el jugadorigana, su utilidad seria

negativa. Por tanto, restringiremos el anlisis a estrategiasub; € [0, v;].

Mejores respuestas. Parael jugador 1, si el jugador 2 presenta una oferta by < vy,
entonces la mejor respuestardejugador 1 es igualar’esa oferta, es decir, by = by. Asi,
gana el objeto pagando 1o minimo posible."En eambio, si by > vy, cualquier oferta que
le permita ganar le deja utilidad nulae-negativa. Por tanto, cualquier estrategia en
[0,v1] es 6ptima. Esto define la correspondéncia de mejor respuesta de jugador 1:

ba si by < U1,
Bl(bQ) —

[0,v1] siby > vy,
El casondel jugador 2 es.mas sutil. Si el jugador 1 presenta una oferta b; < wvg, el
jugador 2 estaria dispuestol a ofertar justo by = b; para ganar al menor costo posible.
Sin embargo, por la regla de desempate, si iguala la oferta, pierde (ya que v; > vy).
Si oferta ligeramente menos, también pierde; y si oferta ligeramente més, gana, pero
reduce st utilidad. En este caso, no existe una oferta que maximice exactamente su

utilidad. Por tanto, el conjunto de mejores respuestas es vacio:
Bg(bl) =0 si b1 < vs.

En cambio, si by > v, el jugador 2 ya no tiene incentivos a ganar, y puede elegir

cualquier by € [0, vs], obteniendo utilidad no positiva. Asi, en ese caso:

BQ(bl) = [O,’Ug] si bl Z V3.
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De este modo,

@, si bl < Vg

[0,’02], si bl 2 V3.

Equilibrio de Nash. El tnico perfil que sobrevive a lal eliminacion iteradarde

estrategias débilmente dominadas (sin contar el limite de una dé estas), es:
bi = b; = V2.

En este perfil, el jugador 1 gana la subasta (ya que v;'>'vs), paga vs, y,obtiene utilidad
v — vo. El jugador 2 no gana ‘el objeto y ebtiene utilidad nula. Sorprendentemente,

este equilibrio coincide conel resultado de la subasta de segundo precio.

En el anexo D analizamogs con detalle eharticulo Reny (1999), en el cual se estudian
condiciones de existencia de equilibrio cuando los pagos son discontinuos y los espacios

de estrategias son infinitos.

Discusion: ;jPor qué subastar? Si.el subastador conociera las valoraciones vy y vs,
podria simplemente fijar el precio en vy y-asignar el objeto directamente, maximizando
asi su ingreso. Sinvembargo, en la practica, los subastadores no conocen las valoraciones
privadas de los postores, ni los<postores conocen las valoraciones de sus rivales. La
subasta actia como un mecanismo de revelaciéon de informacion: permite descubrir
el valer verdadero del objeto mediante la competencia estratégica. Para modelar
estas situaciones realistas, es necesario extender la teoria a entornos de informacién
incompleta, donde las valoraciones son privadas y los jugadores forman expectativas
sobre las acegioneés del otro. Este analisis da lugar al estudio de subastas bayesianas
y mecanismes.de asignacién 6ptimos bajo incertidumbre (Krishna, 2009). Véase el

capitulo 4.



Capitulo 4

Juegos Bayesianos

4.1. EquilibriosNash Bayeésiano

En este capitulo abordarem¢s un*nuevo tipo devjuego no cooperativo. En términos
generales, los juegos pueden clasificarse emncuatro categorias segin dos dimensiones: la
forma del juego (estratégicaro-extensiva).y el tipo de informacion disponible (completa

o incompleta). Esta clasificacién se resumnie.en el siguiente cuadro:

Informacién Forma Estratégica Forma Extensiva

Completa Equilibrio de Nash Equilibrio Perfecto en
Subjuegos (EPS)

Incompleta Equilibrio Nash Equilibrio Secuencial
Bayesiano (ENB) (Kreps y Wilson, entre
otros)

En lo que sigue, nos concentraremos en la casilla correspondiente a informacion
incompleta y forma estratégica. Como se indica, la teoria de juegos con informacion
incompleta fue desarrollada por John Harsanyi, quien recibié el Premio Nobel de
Economia en 1994, junto a John Nash y Reinhard Selten, por sus contribuciones

fundamentales a la teoria de juegos no cooperativos.

60
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En muchas circunstancias, los jugadores no conocen perfectamente las motivaciones
de los otro jugadores. Por ejemplo, en una subasta, es muy probable que.os postores no
sepan cuanto estan dispuestos a pagar los demés postores. En un“juego,bayesiano, las
recompensas (pagos) de cada jugador dependen de una realizaciénw € ¥que representa
un estado del mundo, y sobre el cual los jugadores pueden téner Varias senales. “Por
ejemplo, volviendo al caso de las subastas, cada postor conoce su propia yaloracién, pero
no la del resto. El estado del mundo es el perfil de valores y-la senal de cada’ jugador
su propia valoraciéon. Otro caso, por ejemplo en el contexto del.des¢ubrimiento de
yacimientos petroleros, es donde ¢ada pestor récibeunasenal, y la valoracién (comin)

es al suma de las senales.

A continuacién definimes un, juego bayesiano; bajorel supuesto que el conjunto de

estados del mundo es idéntico al conjunte de perfiles de-sertales posibles.

Definicién 4.1.1. Un juego bayesiano.con tipos consiste en:

» un conjunto finito de jugaderes N,
» un conjunto de tipos O;para cada~jugador,

» una distribucion de probabilidad F' sobre el conjunto de perfiles de tipos posibles

de los jugaderes,© = Q,;cn 05
» un.eonjunto de acciones A;“disponible para cada jugador,
» unafuncién de utilidad/para cada jugador
u: Ax O =R
dondes.como antes, A = Q,cn 4.

Observacion 4.1.2. La definiciéon 4.1.1 es menos general de lo que podria ser:

» los jugadores podrian tener creencias sobre la distribucién de tipos, negando el

conocimiento comun previo,

» los pagos podrian depender del estado del mundo.
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Harsanyi (Harsanyi, 1966) propone que en un juego bayesiano el conjunto de
jugadores no es N, sino
€N
El conjunto en (4.1) puede ser bastante grande. En efecto, ©; no'tiene porque ser finito

o enumerable.

Observacion 4.1.3. El equilibrio de Nash se extiende~a los jueges- bayesianos

requiriendo que cada estrategia §ea tina-funcion que asigne una accion a~cada tipo

Segun el enfoque de Harsanyi, el timing es el siguiente:

los jugadores des~ los jugadores Se, realizan
cubren sus tipos actian los pagos
0; o (6;) ui(a, )

Figura 4.1 Timing segin Harsanyi.

Es decir, los~jugadores, eligen éstrategias después de descubrir sus tipos. La
alternativa propuesta en (4.2) propone mas bien que los jugadores eligen su estrategia
antes de descubrir su tipoy, por lo tanto, una estrategia es un plan contingente descrito

mediante una funcion.

jugadores eligen los jugadores des- los jugadores se realizan
estrategias cubren sus tipos actian los pagos

Figura 4.2 Timing segtn estrategias como funciones.

Definicién 4.1.4. Equilibrio bayesiano. Dado un juego bayesiano (N, (0,), F, (4;), (u;)),

un equilibrio bayesiano es un equilibrio de Nash del juego estratégico

({(3,0:) : i€ N,0; € ©:}, (Aig,), (uip,))
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en el cual:

» el conjunto de jugadores es el conjunto de pares (i, 6;),
» el conjunto de estrategias del jugador (7,6;) es A; = A;p,,

» la funcién de utilidad de cada jugador (i,6;), dado el_perfil de_estrategias

a = (ajﬁj )jENﬁjG@j es
Ui,ei(a) = / ui(aiﬁiaa—iﬁ_iaeiae—i)dF(e—iWi)-
0 %€0_;

Definicién 4.1.5. Equilibrio/bayesiano. (definieién alternativa). Dado un juego
bayesiano (N, (0;), F, (4;), (a;)), un equilibrio-bayesiano es un,equilibrio de Nash del
juego estratégico (N,{A;), (vy)); donde

» el conjunto de estrategias de eada jugador es

A= {0y medible g, © ©; — A}

» la funcion de utilidad decada jugader i, dado el perfil de estrategias (aq,- -+ , )

S}

vi(aVe /0 . /9 g {00, 0 (0-0). 0,0_)AF (0|0)F (6.

Observacion®4:1.6. Sea S =@,cny A; el producto de un conjunto no numerable de

simpligés finitosyA\; C R™.~dotado con la topologia producto. Entonces:

s Cada A; es gompacto, convexo, y vive en un espacio de Hausdorff localmente

convexo (perejemiplo, R™).

s Como producto de espacios localmente convexos, S es un subconjunto de un

espacio tepologico localmente convexo.
= Como producto de espacios Hausdorff, S es Hausdorff.

= Por tanto, S es un subconjunto de un espacio topolégico localmente convexo y

Hausdorff.
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Sin embargo, dado que el indice I es no numerable, el producto S no es compacto
en general bajo la topologia producto. Para aplicar el teorema de Kakutani y obtener
existencia de punto fijo (y por tanto existencia de equilibrio de" Nashubayesiano), es
necesario restringirse a un subconjunto compacto, convexo y norvacio de S.»Esto
puede lograrse, por ejemplo, considerando estrategias con soporte finito o condiciones

de decaimiento, de forma que el conjunto de perfiles admisibles'sea compacto.

Condiciones necesarias para aplicar el teorema de Kakutani:*

1. S debe ser un subconjunte e vacio, compactoy convexo de unéspacio topolégico

localmente convexo y Hausdorff.
2. La correspondéncia multivaluada ¢ S — 2° debe terer:

» Grafico cerrado,

= Valores no vaciossy convexos.

En contextos como los juegos-bayesianos.con espacio de tipos no numerable, el conjunto
de perfiles estratégicos®puede modelarse como un subconjunto del producto infinito de
simplices. En esteycaso,al verificar que dicho subconjunto sea compacto y convexo, y
que la correspondencia de mejorrespuesta cumpla las condiciones anteriores, el teorema

de Kakutanisgaraiitiza la existeneia de un equilibrio de Nash bayesiano (ENB).

Ejemplo< 4.1.7 (Guerra” entre dos armadas). Considere el siguiente juego. Dos
oponentes (ejércitog) buscan conquistar una isla. Cada ejército puede escoger entre
atacar o no atacar~Ademés, cada ejército puede ser de tipo fuerte o débil, con igual
probabilidad p= 1/2. El tipo de cada ejército solo es conocido por su propio general.
Los pagos se.definen de la siguiente forma: la isla vale M si es capturada. Un ejército
puede capturar la isla si ataca mientras el otro no lo hace, o si ataca siendo fuerte

mientras el enemigo es débil. Si ambos atacan y tienen el mismo tipo, nadie gana. El

'En su libro de teorfa de juegos (Pata, 2019) (Binmore, 2007), Ken Binmore recuerda que una
vez, en una conferencia, Kakutani le pregunt6 por qué tantos economistas habian asistido a su charla.
Cuando Binmore le respondié que probablemente se debia al teorema del punto fijo de Kakutani,

Kakutani se mostré desconcertado y le contestd: §Qué es el teorema del punto fijo de Kakutani?
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costo de atacar es s si el ejército es fuerte y w si es débil, con s < w. No hay costo si

un ejército no ataca.
Formalmente, cada jugador i escoge una estrategia pura del tipo
(673 @1 — AZ',

donde ©; = {fuerte,débil} y A; = {atacar,no atacarp{ Dado que ambes jugadores
tienen la misma distribucion de tipos con probabilidad, uniformey se puede resumir el

conjunto de estrategias puras posiblesscomo:

A A: Atacar sin importar el tipo.
= AN: Atacar sis fuerte, no atacar/si es débil.

= NA: No atacar si es fuerte, atacar si es débil:

NN: No atacar sin importar el"tipo.

Los pagos esperados de cada,jugadorsse obtienén como:

(o, a2, 67) = Eg (o (61),00(02),0:)] = > P() - wi(ar (61), a2 (62), 6;).
e

La matriz de pagos simétrica.es lassiguiente:

AKX AN NA NN
AN T -5 S -0 -5 - g Mo
AN g - MR Y -ih - 30
NALL -9 5 -5 A - A 500
NN 0, M 0, ¥ 0, % 0,0

L) T =) () 4 () = Y

A partir de esta matriz, se identifican los equilibrios bayesianos en estrategias puras

bajo distintos rangos de parametros:



Capitulo 4. Juegos Bayesianos 66

» Caso 1: Si M > w > sy w > M/2 > s, entonces (AA, AN) y (AN, AA) son
ENB.

» Caso 2: Si M >w > sy M/2 < s, entonces (AA,NN) y (NNJMAA)Y son ENB.

» Caso 3: Siw > M > sy M/2 < s, entonces (AN, AN);"(AATNN) y (NN, AA)
son ENB.

» Caso 4: Siw > M > sy M/2 > s, entonces (AA, AN), (AN, AA) y'(AN, AN)
son ENB.

4.2. Subastas-.como juegos bayesianos

Las subastas constituyen una aplicacién ideal de,les_juegos bayesianos. La teoria
de juegos ha permitido entender y disehar subastas..De cierta forma, permite hacer
ingenieria econémica. La situacion mas sencilla, es 1a siguiente: Un subastador quiere
vender un objeto y hay m > 2 postores. €ada.postor tiene una valoraciéon v que es
privada. Es decir, cada postoriignora lasvaloracién de los deméas postores. Este es un

modelo de valoraciones independientes.?

Definiciéon 4.2.1.. Subasta inglesa«El subastador anuncia un precio bajo y comienza
a aumentarlor<Les postores se retiran de la subasta cuando consideran que el precio es
demasiado alto y’en el momento en que queda un solo postor, éste obtiene el objeto. Se
suele usarsen mercados-de antigiiedades, autos usados, ganado, etc. La subasta inglesa
es estratégicamenteéquivalente a la subasta de segundo precio, también conocida como

subasta de Vickrey.

Ejemplo 4.2:2:"Consideremos que 6; = v; ~ U[0, 1] y el caso de una subasta inglesa.
Las acciones de los postores son b; € R tal que el postor se retira si el precio alcanza
b;. De este modo, el pago de i, dado que las acciones son b = (by,--- ,b,), viene dado

por (ignorando empates: probabilidad nula segiin una medida absolutamente continua

2Como se mencioné antes, en el caso de los yacimientos petroleros, es posible considera un modelo
de valoraciéon comin donde los tipos son privados, y la verdadera valoracién comiin es la suma de los

tipos.
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respecto a Lebesgue)

v; —MAX,2 b;  si b > max;y b;
u;(b,v) =
0 si b; < max;; b;.
Se sigue que b; = v; es un equilibrio bayesiano. En efecto, ufla, ptja menor.arriesga
Y
perder cuando conviene ganar, mientras que una puja mayor arriesga ganar.cuando
conviene perder. Luego, el postor con la valoracion més alta gana y pagasla ‘segunda

mayor valoracién. De este modo, el ingreso esperado para el subastador es E[v(s,,],

donde v, es el segundo orden estadistico detn, variables aleatorias” U0, 1].

Ejemplo 4.2.3. Consideremes*ahora und subasta de sobre cerrado, tipo Holandesa®

Los postores envian ofertasw; &R, . El ganador és quietnpresenta | mayor oferta y paga

su propia oferta. De este modo, para el’pestor i, dadagTas acciones b = (by,--- ,b,),
Vi = b, sib; > mzix#,; bj

u;(b,v) =
0, Si-h; < méxj¢i bj.

Pregunta: ;Qué formatonde subasta es 'mds’conveniente para el subastador? ;La
subasta inglesa o la subasta de oferta sellada (primer precio)? Si bien intuitivamente

bado precio > bier preeig, €sto no implica'que el pago esperado sea mayor para el subastador.
Respuesta: los\pagos esperados seran iguales.

Demostracion. Supongamoes que cada postor, salvo 7, puja b; = Av; para algin
A € (0,1]. Entonces, i gana/si b; > Av;. Esto ocurre con probabilidad:

b
P{b; > \v;, V j #i} :P{;vj, v #i}

()7}

El pago esperado ¢ al pujar b; < X es (v; — b;) (ﬁ)n_l. La CPO provee

A
b\ by
_ (A) tl by =0
N————

. beneficio marginal
costo marginal

3En la cual, se empieza con un monto arbitrariamente grande, y progresivamente se baja.
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Simplificando,

1
n

Pero entonces, b; = A\v; con A = ”T_l es un equilibrio bayesiano en este juego. Luego; él

ingreso esperado del subastador es

n

(n — 1) Elvam]-

Como E[vg n] = 25 ¥ Elvam] = Z—j& (ver proposicion®.2wd), concluimos que el pago
esperado es igual al caso de la subasta_inglesa. ;Es.esto’una coincidencia? Veremos

pronto que no. ]

Proposicion 4.2.4. Sea Xj;..,.X, una muestra i.i.d. de-la distribucién uniforme

U(0,1), y sea X el k*ésime,orden estadistico de la muestra..Entonces:

Demostracién. Sabemos que el (k-¢simo orden estadistico X tiene distribucion:
Xy ~ Beta(kyn +1 — k),

cuyo valor esperado esta dado por la férmula estandar para la esperanza de una beta:

k k
[Xiw) F+(n+1—k n+l

Alternativamente, podemos derivar esta esperanza directamente usando la densidad

de X(r)."la funciéon de demnsidad esta dada por:

fxt@) = = 1)?('71 — k)!m’“_l(l — )" %z e (0]1).

En efecto, sea

FX(k) (ZL’) = P(X(k) < J})

Por definicién de orden estadistico:
Fx,,,(x) = P(al menos k de las X; son < z).

Como X; ~ U(0,1), la probabilidad de que una variable esté < x es simplemente z.
Sea

Y ~ Binomial(n, x),
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el nimero de X;’s que son menores o iguales que x. Entonces:

Luego, por definicion

Asi, el valor esperado sé caleulacomo:

1
E[X :/0 z fx o) dx
n)

~ 2 Bin — k)] /0 ¢ (T= o)y de,

Reconocemos que esta es' la integral que 'define(la funcién beta:

[(a)L(b)
I'(a+0b)’

1
/ 22N 1 —m) e =
0

por lo tanto, cona=k+1yb=n<k+ 1:

/1 ) = Fk+1D)l(n—Fk+ 1)‘

[(n+2)
Reemplazando:
B n! Fk+D)(n—k+1)
EX )= (k—1D)l(n—k) [(n+2)
_ n!-kl-(n—k)!
S (k=D!(n—k)! (n+1)
k-n! k

S k=Dn+1)! n+1
[

Una buena referencia para un analisis mas detallado de los order statistics es Border

(2021). Ahora, vamos a presentar el modelo general de subastas.

» n postores interesados en un objeto,
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» cada postor tiene una valoracion v; ~ F', siendo el soporte de F' el compacto

[v, 7],
» conjunto de acciones disponibles para cada postor: puja b; € Ry,
» formato de la subasta:

A regla de asignacion z(b) = (z1(b),- -+, z,(b)) tal que z;(b) >0y YD) < 1
para todo b, especificando la probabilidad de ganar,

A regla de precio p(b) £ (pu(d), - - , pa(b)) especificando eliprecio que paga
cada postor. Se permite el caso en\eh que incluso les perdedores pagan:

Rifas, juegos de competencia entre animales (leones versus hienas).

Definiciéon 4.2.5. Subasta es eficienté. Una subasta es.eficiente si en un equilibrio
bayesiano simétrico z; = hsi v; > méaxyy ;. O sea, siel postor con mayor valoracién

gana.

Ejemplo 4.2.6. En el easo ‘de las rifas, /donde los participantes aportan y la
probabilidad de ganar es\proporcional al‘aporte; no es un juego eficiente pues puede

que un individuo que no aporta mucho.gane.

Definicién 4.2.7. Limite inferior de pago. Una subasta tiene un limite inferior
para el pago esperadovdel postor §i ensun equilibrio bayesiano simétrico E[z;v; — p;] = 0

si vk = v (el postor con la valoracién“més baja tiene un pago esperado de cero).*

Observacion 4.2.8. Una subasta eficiente con limite inferior de pago esconde una
ecuacion diferencial cuya’dinamica corresponde a la eficiencia, y la condicion de limite

inferior a la condicidn.de borde.

Teorema 4.2.9. Equivalencia de ingresos. En toda subasta eficiente con un limite
inferior para la recompensa del postor, el ingreso esperado del subastador es el mismo,

asumiendo diferenciabilidad Binmore (2007).

Definicién 4.2.10. Juego de revelacién directa. Un juego de revelacion directa
es un juego bayesiano en el cual el conjunto de acciones para cada jugador es igual al
conjunto de tipos de este jugador: A; = ©;. Intuitivamente, se le pide a cada jugador

que anuncie su tipo.

4De cierta forma, es como una participacién voluntaria.
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En lugar de la subasta original, consideramos el juego de revelacion directa &(0) =

x(b(0)), p(0) = p(b(?d)), donde ¥ es el vector de valoraciones de tipos anunciados.

Ejemplo 4.2.11. En una subasta de primer precio con valoragiones uniformes
estandar, x;(b) = 1 y pi(b) = b; si by > b; para todo j # i, y ' caso contrario. En
este caso, b;(v; "T_lvi. Entonces, el juego de revelacion directa’correspondiente es

)
i"z(@) =1y pz(@)

_ TL—]. A . . . .
= "—=1;, si v; > v; para todos los j # y 0 caso contrazio.

Ejemplo 4.2.12. La subasta de segundo precio ya es un juego de.revelacion directa.

Observacién 4.2.13. En sintesis, un juego de revelacion directa es uin juego donde,
en lugar de pujar b;, se puja difectamente 0; y el.mecanismo_aplica la misma regla de
asignacion y pago como si‘hubiesen pujado segin: Z(0)= x(b(0)), p(0) = p(b(v)). Por

ende,

Al hacer esto, se recuperanslos pagos-esperados.’

Teorema 4.2.14. Principio de revelacién. Si es un equilibrio comportarse de
acuerdo a b(v) en el'juego originalgentonces es un equilibrio revelar la propia valoracion
en el juego correspondiente derevelacion directa. Es decir, si todos los demas informan

la verdad;“es uma, mejor respuesta en el nuevo juego informar la verdad.

Demostracion. Si todos Se comportan con veracidad,

b(vie argmaxyeg, Elz(bi, b_i(v_i))vi — p(bi, b_i(v_y))]

¢

Ui € argmaxy, o 1] E[2 (s, v-i)vi — D(s,v-4)].

Ambos problemas son formalmente idénticos, ya que el jugador maximiza la misma
funcién objetivo en ambos casos: una escrita en términos de la puja b;, v otra en

términos del tipo reportado ©;, estando relacionadas mediante b(9;). O

50tra forma de recuperar los pagos esperados, es cobrar con probabilidad 1 el pago esperado. Sin

embargo, bajo este formato, incluso los que no pagan juegan.
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Corolario 4.2.15. No perdemos nada al enfocarnos exclusivamente en juegos de

revelacion directa.

Definicién 4.2.16. Un mecanismo de revelacion directa satisface lascompatibilidad de
incentivos si cada jugador tiene el incentivo de reportar su valoracion verdadera. Sea
s(z;,v;) la utilidad esperada del jugador i con valoraciémn vicuando declara zp Esta

utilidad se define como

s(zi, vi) = Elzi (2, vadvr — pi(zi, v—) | v] = z)vi—m(Z;),

Surplus.
donde 7(z;) = E[z;(2;,v_;) | vi] =B (z;, vep]l es la'probabilidad esperada de obtener
el bien al declarar z;, yuri(%) = E[p;(z;,v_;)y] vi] es el pago esperado. Note que
se asume 0_; = v_; {implementaciéon bhayesiana). La condicion de compatibilidad de
incentivos (IC) requiere que declarar(la’werdad sea una‘mejor estrategia que cualquier
otra declaracién alternativa. Kormalmente, para tode.v; y v € [v, 7], se debe cumplir
que

/
s(vg, v;) 208 (Vi ;).
Esta condicion garantiza que los jugadores prefieran actuar con veracidad en equilibrio.

Demostracion del “Feorema 4.2.9.4De acuerdo con la condiciéon de compatibilidad de

incentivos, tenemos que

Si definimes.S(v;) = s(v;, v;), entonces

)

S(vi) = S(v;) + (vi — vi)m(vi) .

Correccién.

Tomando v, = v; + dv,

S(v;) > S(v; + dv) — dvr(v; + dv). (4.3)

6Remover la esperanza condicional ya no aplica si trabajamos con, por ejemplo, valores afiliados.
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Ahora bien, analogamente

S(v; + dv)

s(v; + dv,v; + dv)

(i
s(vj,v; + dv)

v

7(vi) (v + dv) — m(v;)
S(v)) + (v; + dv — v})m()).

En particular, para v = v,
Si(vi¥ dv= S(vi)+ dor(v;). (4.4)
Por lo tanto, combinando (4.3)%/ (4:4),

7(v; Fdv) > Sl f dsi — S(v) > (7).

Haciendo dv — 0, dS/dv = m(v). Cenotiendo S(v) ¥ m(*)m podemos encontrar S(-)
- teorema de existencia y unicidad” de ecuaciones diferenciales - dada una regla de
asignacion eficiente, la gamanciavesperada depende solo de la ganancia del postor con

la valoracion mas baja. En efecto: Conocemos qtie

Zf( ) =m(v);~_con S(v)=0,
donde la condicién S(v) = 0 se debe.al limite inferior de participacién: el postor con la
valoracion mag baja tiene utilidad esperada cero. Entonces, por el teorema de existencia
y unicidad'de seluciones para ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), la funcién S(v)

queda completamente determinada por 7(v).

Dado que la utilidad ésperada del postor es S(v) = 7(v)v—m(v), podemos despejar

la funcion de pago esperado como
m(v) = m(v)v — S(v).

Por lo tanto, los pagos esperados también quedan determinados por m(v). Finalmente,

el ingreso esperado del subastador esta dado por

/v " m(v) dF(v),

y depende exclusivamente de la regla de asignacién eficiente 7(v), que es comun a toda

subasta eficiente. Esto concluye la demostracion. O
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Observaciéon 4.2.17. Dado que las ganancias esperadas de los postores en una subasta
eficiente quedan completamente determinadas por la regla de asignacion,(v), y esta es
comun a todas las subastas eficientes, se concluye que las funcioties dewpago esperado
m(v) también deben ser las mismas en todas estas subastas. Por’lo tanto, el precio
esperado que paga cada postor es independiente del formato particular de la.subasta
(por ejemplo, si es de primer o segundo precio), siempre que se/preservetla eficiencia
y la condicién de participacién voluntaria. En consecuencia, el ingreso , ‘esperado
del subastador también es independiente del formato,nya que-es lar suma de estos
pagos esperados ponderados por la,_distribucion, de valoraciones. Adicionalmente, esta
demostracion no solo establece la equivalencia del ingreso esperado para el subastador,
sino también la equivalencionde la utilidad esperada (interim) de los postores, es decir,
la utilidad que anticipan antes de conocer los valores de los, demas, pero conociendo el

propio.

Importante: La equivalencial de ‘ingresos esperados no implica que el ingreso ex post
(realizado) sea igual en todaslaswealizaciones debjuego. Las distintas subastas eficientes

pueden generar distintos pagos en equilibrioy,pero en esperanza, los ingresos coinciden.

El principio de revelacion permite reducir el analisis de subastas a juegos de
revelacion directaydo cual facilita €l diseno de mecanismos. En particular, es posible
plantear el problema’de maximizar los ingresos esperados del subastador bajo las
restricciones de eficiencia e incentivos, conduciendo al disenio de subastas optimas. Este
enfoque pertenece al campo.del diseno de mecanismos, cuyo objetivo es determinar las
reglas del juego (asigndcionés y pagos) que maximizan un criterio deseado en equilibrio

bayesiano.

Este proceso ‘de construccion y descubrimiento de reglas eficientes se vincula de
manera conceptual con la visién de Hayek sobre el papel de los precios como mecanismos
de informacién’en los mercados. Una excelente discusion sobre este paralelismo puede
encontrarse en McAfee and McMillan (1987),” donde se explora el papel de las subastas

como instrumentos de agregacion de informacion y asignacion eficiente de recursos.

"McAfee and McMillan (1987) presentan una revisién exhaustiva sobre la teorfa de subastas,
analizando formalmente los principales formatos (subasta de primer precio, segundo precio, inglesa,
holandesa), sus propiedades de eficiencia, comportamiento estratégico de los postores y resultados

sobre el ingreso esperado del subastador. El articulo demuestra la equivalencia de ingresos esperados
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Observaciéon 4.2.18. Algunos principios del diseno de mecanismos aplicados a
subastas sugieren estrategias que, si bien pueden aumentar los ingresos del subastador,

pueden comprometer la eficiencia asignativa. Por ejemplo:

» Imponer un precio de reserva (eventualmente secreto) o una oferta minima puede
incrementar los ingresos en ciertos casos, pero no es eficiente, ya que existe una
probabilidad positiva de que no se realice la transaccion si ninguna valoracion

supera ese umbral: P{v; <r: Vi} #0.

» Utilizar una subasta ascendénte o una subasta de-sequndo precio ¢s recomendable
en contextos con valoracienescomunes;«ya_que ayuda a mitigar la maldicion del

ganador y reducedarcomplejidad del problema estratégico del postor.

» Disenos que favoreeen/a postores_enydesventaja, pueden promover objetivos de
equidad o competencia, pero“sacrifican eficiencia si asignan el objeto a alguien

con menor valoracion que/el’pestor més dispuesto a pagar.

» Una advertencia crucial: la)adicion devun solo postor suele incrementar el ingreso
esperado del subastador mds que-cl*paso de una subasta eficiente a una subasta
optima, lo cual resalta la importancia del nimero de participantes sobre ajustes
finos en el formato del mecanismo. De hecho, McAfee and McMillan (1987)
prueban que la mejora del pago esperado del subastador estd acotada por agregar

un nuevosjugador.

Ejemplo 4.2.19. Siguiendo el planteamiento del capitulo 11 de Binmore (2007),
consideremos el problema de diseno de una subasta éptima para la venta de una casa.
Consideremos un entorno simétrico con dos postores, cada uno con una valoracion
privada que.pucde ser Alta, igual a $400,000, o Baja, igual a $300,000. Normalizando,

tomamos los valores como 4 y 3 respectivamente. Las valoraciones son independientes

bajo ciertas condiciones (valoraciones independientes, simetricas, y mecanismos eficientes con
participacién voluntaria) y presenta el problema de disefio de mecanismos éptimos como un problema
de maximizacion sujeto a restricciones de incentivos (IC) y racionalidad individual (IR). Ademas,
destaca la funcién informacional de las subastas como mecanismos de agregaciéon de conocimiento
privado, conectando esta idea con la vision de Hayek sobre el descubrimiento descentralizado de

precios en los mercados competitivos.
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y la probabilidad de que un postor tenga la valoracién baja es p, por lo que tiene la
valoracién alta con probabilidad 1 — p. Se busca disefiar un juego de reyelaciéon directa

simétrico, representado por el cuddruple (h, ¢, H, L), donde:

h: probabilidad de asignacion si el postor declara una valeraeién alta,

¢: probabilidad de asignacion si declara una valoracion“baja,

= H: pago si declara alta,

L: pago si declara baja.

El objetivo es maximizar_el“ingreso esperado-del vendedor sujeto a condiciones de
compatibilidad de incéntivos y racionalidad individual. El preblema de disefio se plantea

COINoO:

Neutral aliriesgo!

sujeto a las siguientes restricciones:

» Compatibilidad de incentivos:

4h — H > 40 — L (CI1)
3¢—-—L>3h—H. (CI2)
» Racionalidad individual:
4h— H >0 (RI1)
3¢ —L >0. (RI2)

Este planteamiento permite encontrar el mecanismo que maximiza los ingresos
esperados del subastador en un contexto simple pero representativo de la teoria de
disenio de mecanismos. Como veremos enseguida, el problema se simplifica, de modo

quedh—H=4—-L,4h—H >0,3( —L=0y3(—L >3h—H.

Dado que el subastador posee un tnico objeto para asignar, el mecanismo debe

respetar ciertas condiciones de factibilidad adicionales. En particular, como el entorno
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es simétrico y hay dos postores, la probabilidad ex ante de que un jugador cualquiera

reciba el objeto no puede exceder % Esto genera la siguiente restriccion:

(1—ph+pt < ; (F1)

Adicionalmente, existen limites superiores naturales para la probabilidad«de asignacion
condicional de cada tipo. Si un postor tiene una ‘waloragion alta,wentences su

probabilidad maxima de ganar es:

= p: cuando el oponente tiene valoraciéon baja, gana seguro.

= 2(1—p): cuando ambos tienen valoracion alta, gana e promedio la mitad de las

veces.

Esto implica:

1 — 1
h <Pt = S . (F2)

De manera analoga, si un postor tiene unawvaloracion baja, puede ganar solo cuando el
oponente también tiene unawvaloracién.baja (probabilidad p), en cuyo caso gana a lo
sumo la mitad de las veces. Si el oponente tiene valoracion alta (probabilidad 1 — p),

entonces no deberia ganar. Por tanto:

L<\1<p)+ :1—%. (F3)

EstasAxes restricciones complementan las condiciones de compatibilidad de incentivos
y racionalidad individual, asegurando que el mecanismo propuesto sea implementable

y coherente con la estrugtura del problema.

A partir de lasscondiciones de compatibilidad de incentivos (CI1) y (CI2), se puede
deducir una_condicién de monotonia para la probabilidad de asignaciéon y los pagos

esperados. Sumando (CI1) y (CI2), se obtiene:
4h-H>4M4—-L, yv 3 —-—L>3h—H

= A(h—0)>H—L>3(h—0),

Lo que implica:

h>( y H>L.
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Es decir, el tipo alto debe ganar con mayor probabilidad y esperar pagar méas. Esto

garantiza que el mecanismo sea implementable y respete los incentivosa. Luego,
4h—H >4 —-L>3—-L >0 = 4h— H > 0.

En seguida notamos que 3¢ — L > 0 es una contradiccion pues losbeneficios de-la firma

pueden crecer haciendo L 71, controlando las otras restricciones haciendo a'su vez H 1.
Asi,
3 —L=0.

Finalmente,

4h — H =4t=.L

pues, si 4h — H > 4/ — L,"entonces podriamos hacer H_T;-sin afectar el restro de

restricciones. De este modo, el ingreso-espérado del subastador se escribe como:
(1—p)H+pL = (1—p)(4h—0)+p(3€) = 4(1—p)h+ (3p—1+p)l = 4(1—p)h+ (4p—1)L.

Por lo tanto, el problema de disenio se reduce a:

, 4
sujeto a
1
1
h<sp+1) (F2)
£§1—g. (F3)

Este problema lineal réducido puede resolverse graficamente o mediante andlisis de
vértices, y permiteearacterizar la subasta 6ptima en funciéon del parametro p, es decir,

de la probabilidad de que los postores tengan una valoracion baja.
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sip>1/4

S|\K< 1/4
0 1+p 1 h

2 2(1-p)

Figura 4.3 Restriccién:

= Sip< i, la funcién objetivo es decreciente enld, por lo que la solucion 6ptima se
encuentra en una solucién-de_esquina con ¢ = 0. Por ende:

_1+p

h
2

(=0n H=2(1+p), L=0

El ingreso esperado del subastador-es:

2[(1=w)H + pL] =21~ p) - 2(1 +p) =2(1 - p*) = |4(1 - p*) |

= Si_p > i, la funcién objetivo es creciente en ¢, pero esta restringida por la
condicion de factibilidad (F3) y ademds, como la pendiente de la funciéon objetivo
es mayor a la de’la restriccion, siempre se llega a h = %. Asi, ¢ queda
determinado _porla restriccion:
1+p P 3p 3p
h=—— (==, L=3=—, H=4h—(=2+ —
2 2’ 27 i 2
El ingreso esperado es:
3 3
2[(1—p)H +pL] =2(1 —p) <2+2p> +2p-5p: 4 —pl|.

= Si p = 1, hay muchos mecanismos, h = (1+p)/2, £ € [0,p/2] que generan:

1
41—2_4(1—)_ )
(1—p%) T 3,75
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(. Como se implementa la subasta 6ptima cuando p < i? El subastador

simplemente anuncia un precio fijo de [4].

Si ningiin postor tiene valoracién alta, no hay venta.
= Si solo uno tiene valoracion alta, compra el objeto.

= Siambos tienen valoracién alta, se rifa: cada uno reeibe el'objeto con'probabilidad

1/2.

= En este caso no hay eficiente, porque hay una prebabilidad\positiva de que ningin

postor compre el objeto, aspesar de que~ambos lo valoran en 3.
» La pérdida social ocurte cuando (v ve) = (3,3), y el objeto no se asigna.

= Esta pérdida es:

3-p2

que corresponde al fvalor del-objet@ por,la ‘probabilidad de que ambos postores

tengan valoraciones bajas.

{Como se implementa la subasta Optima cuando p > i? En este caso,
recordemos que (re-escribiendo)

7 1—p
H=pra(-—L).
L ( P )

Esto implica que se pagayel.promedio. Si ambos tienen valoracion 3, el que gana paga
3. Si uno valor 4 yyél otre 3, entonces se paga 3.5= 7/2. Finalmente, en caso ambos
valoren en 4, el ganador paga 4. En este caso, la subasta si es eficiente. Mas atn, el
beneficio esperado éxcede el beneficio de la subasta de segundo precio. Esto no es una

contradiccion.con el teorema 4.2.9. En efecto, las valoraciones no son continuas.

Comparacion: primera mejor vs segunda mejor:

» Primera mejor (con informacién completa):

Ingreso = 4(1 — p®) + 3p* = |4 — p*|.
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» Segunda mejor (6ptima con incentivos):

A(1—p*)| sip<

Interpretaciéon de pérdidas sociales y rentas informativas

=

Ingreso =

=

» Sip< i, hay pérdida social:
Pérdida = 3p* (elobjeto no se.asigna con probabilidad p?)

= Sip> i, el objeto siempre se asigna, pero se genera:

Renta informativa = tipo alto paga menos de 4.

—— Primera mejor
4 ] — Segunda mejor
“ [ Pérdida social
//7) Renta informativa

Figura 4.4 Ingresos esperados, pérdida social y renta informacional.

La figura 4.4 compara el ingreso esperado del subastador bajo dos escenarios: el de

primera mejor (curva roja), correspondiente al caso con informacién completa, y el de
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sequnda mejor (curva azul), que representa el ingreso maximo compatible con incentivos
cuando los tipos de los postores son privados. En el eje horizontal se encuentra p, la
probabilidad de que un postor tenga valoracién baja (v = 3);“mientras que el eje
vertical representa E[Beneficios|, es decir, el ingreso esperado delrsubastador. En.el
caso de informacién completa, el subastador puede extraer todala ttilidad del postor
con mayor valoracion, asignando eficientemente el objeto. El ingreso esperado.en este
caso es (como vimos antes) Primera mejor = 4(1 —p?) +3p? = 4 —p?. Bajoinformacién
privada, el ingreso maximo se obtiene resolviendo un preblema de.diseno 6ptimo bajo
restricciones de compatibilidad dedincentivos (IC) y(participacién individual (IR). El

resultado es:
4(1 — p2 s1 p S )

Segundamejor = ( ) <4+ p2

4=p sip >

=

W=

El 4rea sombreada en naranja representa.a pérdidasoeial, que ocurre cuando p < i:
el objeto no se asigna si ambés postores tienen yvaloracién baja, con probabilidad p?,
lo que implica una pérdida-de valor social de“3p?. Por otro lado, el 4rea azul rayada
representa la renta informativa, )que aparece cuando p > i: el subastador debe dejar
una parte de la renta al tipo alto paramantener incentivos veraces, lo que impide
extraer todo su excedente, (por ejemplo, el tipo alto paga 3,5 en lugar de 4 cuando el

rival tiene valor 3).

Observacion®4.2.20. En el caso de una subasta de primer o segundo precio, el ingreso

esperado de caso’estudiado-en (4.2.19) es (en ambos casos)
3+ (1-p)*

Esto no es cons¢cuencia del teorema de equivalencia del ingreso esperado pues las
valoraciones no son continuas. En el equilibrio de revelacién, el precio mas alto ofrecido
por un perdedor es 3, a menos que ambos agentes sean de tipo alto. En este tultimo
caso, la mayor oferta perdedora es 4. (Recordar que los empates se resuelven al azar).

Entonces, la utilidad esperada de Alice es:

401 -p?+3(1-(1=p)?)=3+(1-p>

2

Este es un resultado de segundo 6ptimo, ya que 3 + (1 — p)* < 4 — p a menos que

p =0 o0 p = 1. Sin embargo, una subasta de Vickrey o una subasta inglesa es mejor
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que ofrecer un precio fijo de “témalo o déjalo” igual a 3, salvo cuando p = 1. También

es mejor que ofrecer un precio fijo de 4 cuando se cumple:
3+ (1—p)?>4(1-p)

Esto ocurre cuando % < p < 1. Con respecto al caso de una subagta de primesr, prégio,
los agentes de tipo alto aleatorizan segiin una distribuciéonisdigamos E(b) eon'soporte
incluido en [3,4]. Para tener un equilibrio, y considerande,que solo van a“aleatorizar,

se debe cumplir que

[p+ (X p)F (D)](45.0) = cte.

Luego,
_ G —p@d-0b) C P

by= = - :
TR T DA
Dado F(3) = 0, C' = p. Per otro lado, para‘determinar b > 3 tal que F(b) = 1, hacemos

*&‘[1—1]=L
T'spt4 -0

Se sigue que b = 4 — p. Por lo tanto,

P b—3
Fp(b)_l—pél—b'

La densidad asociada es

P 1
Tp(d) = T—p@A—pe

Como E[méx{bysbo}] viene dada por la integral sobre el soporte de b-L[F,(b)}?, el

retorno esperado del subastador es

4 b 4 1 b—3
2 _ p N2 p p
%'HM11?£ St MQA L—p@—bﬂ]h—bl—Ab%'

Esto es igual a

p?lnp — 3p® +5p — 2
(p—1)?

plnp —4p+4
3ﬁ+2M1—M[— p— ]+m1—m%—m

Simplificando, llegamos a
3p* 4+ 2p(plnp — 4p +4) — 2p*Inp + 6p* — 1p + 4 = 3p*> — 8p* + 8p + 6p* — 10p + 4

=p*—2p+4
=3+ (1-p)*
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4.3. Mecanismo de Vickrey-Clarke-Groves

Siguiendo a Milgrom (2004), Vickrey (1961) analizé situacieneswen Jlas que ‘los
agentes compiten por comprar o vender un conjunto de bienes. Posteriormente, Clarke
(1971), Groves (1973) estudiaron el problema de la eleccién-publica, en el cuallos
agentes deciden si emprender un proyecto colectivo —como la construecién de un
puente o una autopista— cuyo costo debe ser asumido porellos: Este andlisis generaliza
el de Vickrey al permitir cualquier eleccién dentro desun conjunto finito; lo cual se
asume para evitar complicaciones/técnicas detivadag de conjuntos ‘infinitos, como la
existencia de méaximos. Sea N "= {0,...,|N|} el*eonjunto de participantes, donde
el agente 0 es el operador del mecanismo, y-sea X el conjunto finito de decisiones
posibles, con = € X/{denotando una decisién. Un resultado-es un par (z,p), donde
p = (Do, - - ., p|n|) representa/un vector-de pagos, que pueden ser positivos o negativos.
Por ejemplo, en una subasta de primer.precio con sobre cerrado, x; = 1 si el agente ¢
gana el objeto, y p; = —0b; si gano ofertando b;, mientras que p; = 0 para los demas. Se
asume que cada participante i valora los resultados mediante u;(z, p, 6;) = v;(x, 0;) — p;,
es decir, el valor que le asigna’a lasdecisién x, dado su tipo 6;, menos el pago que
realiza. Esta especificacion cuasi-lineal permite compensaciones monetarias exactas
y simplifica el andlisis.,Se define ‘el rendimiento del mecanismo como una funcién
que asigna a cadawperfil de tipes una decision y un vector de pagos. El objetivo
del andlisis MCGes lograr eficiencia, es decir, elegir x que maximice Y ey vi(x,0;),
sujeto‘a_que la suma neta de pagos sea cero. En algunos contextos publicos, también
se desea que py = 0, generando mecanismos de presupuesto balanceado, como en
entornos regulatorios, o~ dentro de la teoria de la firma. Los mecanismos VCG son
mecanismos/directos je incentivo-compatibles: cada agente reporta su tipo verdadero
0; v la estrategia. de reportar la verdad es una estrategia dominante. Asi, se evita
el calculo estratégico complejo, ya que la mejor accién para cada agente es ser veraz,
independientemente del comportamiento de los deméas. Por ejemplo, como vimos antes,
en la subasta de segundo precio, ofertar el valor propio es una estrategia (débilmente)
dominante. El operador del mecanismo VCG usa los tipos reportados 6 para calcular
el valor total maximo V(X,N,0) = max,ex > jenvj(2,0;) vy la decision éptima

(X, N,0) = argmaxgex Y jen v;(7,0;).
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El mecanismo VCG elimina los incentivos para mentir imponiendo a cada
participante el costo de cualquier distorsion que cause. El pago ,VCG para el
participante ¢ se define de manera que su reporte no pueda afectar el“bienestar total
del resto de participantes, es decir, del conjunto N \ {i}. Nétese que 0 € N \ {i}plo
que significa que el disenador del mecanismo (el agente 0) también estd incluidoyen
este conjunto, ya que su utilidad corresponde a los ingresosmetosdel mecanismo. Para
derivar la féormula del pago VCG, se introduce un reporte nulo o reportevindiferente,
donde el agente i declara ser indiferente entre todaswlas decisiones (y preocuparse
unicamente por las transferencias monetarias, En/ este caso, el ‘mecanismo VCG
selecciona la decision Z(X, N X {i},0_;), y.el valor'total generado para los agentes
distintos de ¢ es V(X, N \ {i}0_,)7 El disenador podria ademasyrecibir un pago h;(0_;)
por parte del agente 4, Asi, si ¢ hace el réeporte nulo, la utilidad total para los agentes
en N\ {i} es V(X, N\ {e}%0~;) + h;(0=). El mecanismo‘se disena para que esta misma
utilidad se mantenga incluso si ¢ reporta su tipo verdadero. Supongamos que el perfil
reportado es 0, y que el pago del’agente i es entohees pi(X, N, é) + h;(6—;). Como la
decisién (X, N, é) depende del reporte dew, el bienestar del resto de los agentes es

> v (E(X, N O) 05 pi(X, N, 6) + hi(6_,).
JEN\{i}
Igualamos esto conlel valor obtenido bajo el reporte nulo:
> i (R(X, N,0),65) +pi(X, N, 0) = V(X, N\ {i}, 0-5) + ha(6-,).
JEN i}
Despejando, se obtiene la formula del pago adicional:

XN, =V (X, N\ {i},0-) — > vi(#(X, N,0),0;).
JEN\{i}
Esta expresién implica que si el reporte de ¢ modifica la decision final, entonces su pago

compensa exactamente la pérdida de bienestar que impone al resto de participantes.

Si 4 no es pivotal (es decir, si su reporte no cambia la decision), entonces p; = 0. El
mecanismo pivotal es aquel en que h;(f_;) = 0 para todo i, y solo los agentes pivotales
pagan o reciben transferencias. Vickrey introdujo esta version en el contexto de bienes

divisibles, y en una subasta, los perdedores no hacen ni reciben pagos.

Milgrom (2004) verifica que las reglas del mecanismo VCG aseguran que

reportar verazmente siempre es una estrategia Optima para cada participante,
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independientemente de los reportes de los demas. Ademas, demuestra que reportar
la verdad es a menudo una estrategia dominante, es decir, la tinica estrategia que es
siempre 6ptima. Sin embargo, reconoce que existen circunstancias.en las que, aunque
reportar la verdad sea 6ptimo bajo el mecanismo VCG, no constituye’una estrategia
dominante. Por ejemplo, si dos agentes consideran compartir-el alquiler de.un bete
que cuesta $200, donde uno valora el bote en $300 o $0 (¥ sole puede reportar uno
de esos valores) y el otro lo valora en algin monto entre*$0y $150 (y puede Teportar
cualquier valor en ese intervalo), entences el mecanismo,pivotal indica/que el bote se
alquile solo si el primer agente reporta~$300, en, cuye caso paga $200, mientras que el
segundo siempre paga $0 y su reporte no influye ‘en'la decision. Porlo tanto, cualquier
reporte del segundo agente es,6ptimo, y también lo es cualquier reporte de $200 o mas
del primero cuando sa valoracion es al nienos $200. Este tipo de ejemplos construidos
pueden generar situaciones,donde algunas-declaraciones/falsas son irrelevantes, pero en

contextos mas generales, se espera que.reportar la verdad sea una estrategia dominante.

Milgrom formaliza estas afirmaciones, con las siguientes definiciones. Reportar la

verdad es una estrategia siempre 6ptima si‘se cumple:

(i) para todo 0_;,

P B

QiEarg(I;néé({vz( &(X,N,0.,0_,),0;) — pi(X,N,0,,0_;)}.
1€0i

Es unasestrategia dominante’si ademéas se cumple:
(ii) para todo 6. # 0;,existe algin 6_; tal que

9i¢arg£peég<_{vl( 2(X,N,0.,0_,),0;) —pi(X,N,0.,0_;)}.

A B

Para evitar-ejemplos artificiales como el del bote, Milgrom impone la siguiente
condicién: Tedos los reportes son potencialmente pivotales, es decir, para todo i € N y
todo 0, € ©,, existe §_; € ©_; tal que

Z ( (X N’9:>9 )ej)<V(X7N79)>
JEN\{i}
donde # = (0;,0_;). Esta condicion garantiza que para cualquier reporte falso 0,
existe un perfil de tipos de los deméas jugadores tal que el resultado inducido por

0! es ineficiente. En este caso, el jugador no puede asegurar que mentir sea inocuo.
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Teorema 4.3.1. En cualquier mecanismo VCG, reportar la verdad es una estrategia
siempre 6ptima. Si todos los reportes son potencialmente pivotales, entonces reportar

la verdad es una estrategia dominante.

Demostracion. Fijado un perfil @ = (60;,6_;) de tipos verdaderos, siveljugador i reporta

0!, se elige la decision (X, N, 6;,0_;) y su utilidad es

» Vg

IL;(0; | 0) = vi(2(X, N, 0, 6_), ;) — pi(X, N, 6;,6_;)
( (X N702’0—Z> 91) (V(X,N\{Z},Q_Z)— Z ( (X N,Q;,Q ) 0]))
JEN\{#}

Entonces, la ganancia neta por desviarse es

IL(O; | 0) —IL(6; | 0= D] vj(R(XAN,0),0;) — D= v3(@(X,N,6.,0_;),0;) <0.

JeN\{i} JEN\{i}

Esto demuestra que reportar la verdad‘es siempre»dptimo.

Ahora, si todos los reportes sen potencialmerite pivotales, entonces para todo ¢, # 6;

existe 0_; tal que

S o (E(X,N,0,0-,),0:)0 < Y v(8(X,N,0),0;),
JeEN\{i} JEN\{i}

lo cual implica que
Por lo tantey reportar la verdad es una estrategia dominante. O O

El ejemplo mas eonocido del mecanismo pivotal es la subasta de sequndo precio.
En el modelo de valores privados, la valoracién del postor ¢ depende solo de si gana
el bien: v;(z;6;) = v; si ; = 1y v(x,0;) = 0 si ; = 0. Los postores que pierden no
son pivotales, por lo que no pagan nada. Segin la ecuacién (2.4), el ganador paga la
diferencia entre el valor total maximo sin su participacion, max;.; v;, y el valor que los
demds obtienen cuando él gana (que es 0), resultando en un pago igual a la segunda
mayor oferta. Por ello, este mecanismo se denomina subasta de sequndo precio. Vickrey
introdujo esta subasta como modelo de subastas ascendentes. Plataformas como eBay

implementan este formato usando un sistema de puja automdtica, donde cada postor
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declara un precio maximo secreto. Si todos usaran este sistema, el bien se asignaria al
postor con mayor oferta maxima y pagaria aproximadamente la segunda mayor, lo que
coincide con la subasta de Vickrey. Asi, desde el punto de vista eStratégico, la subasta

inglesa con proxy y la subasta de segundo precio son equivalentes.

Teorema 4.3.2. Supdéngase que para cada i, el espacio de tipos satisface @, =.]0, 1]
(o, més generalmente, que O; es conexo por trayectorias staves), y que para cada
resultado z, la funcién v;(z, ;) es diferenciable respecto ‘a su segurde -argumento.
Entonces, cualquier mecanismo (direeto-que sea eficiente’e incéntivoscompatible debe

ser un mecanismo VCG.

Esta version del teorema 4.3.2 fue demostrada per primera vez por Holmstrom
(1979), generalizando ‘el trabajo previo’de Green and Awaffomt (1977), quienes habian

empleado suposiciones mas restrictivas/sebre el espacio de tipos.

A pesar de sus ventajas teéricas, la subasta, de Vickrey presenta una serie de
desventajas significativag” que limitan su aplicabilidad en contextos reales. Estas
desventajas pueden agruparse en tres categorias principales: practicas, estructurales
(relacionadas con la falta de monotonfa en los pagos) y estratégicas (vinculadas a

incentivos ex ante para fusiones e inversion).



Capitulo 5

Juegos extensivos

5.1. Introduccion

En este capitulo presentamos los juegos en su representacion extensiva. A diferencia
de los juegos estratégicos, esta representacion no asume que los jugadores eligen su plan
de accién una sola vez. Un juego extensiyo es una descripcion explicita de la estructura
secuencial de los problemas de decision ‘que enfrentan los jugadores en un entorno
estratégico. Por este motivo, la representacion extensiva es especialmente ttil cuando
el juego es dinamice, va que losjugadores toman decisiones en distintos periodos de

tiempo.

Definicion 5.1.1. Un juegb extensivo tiene informacion perfecta si, en cada punto de
decision, los jugadores'eonocen con exactitud todo lo que ha ocurrido previamente en

el juego.!

Para peder “definir formalmente un juego extensivo con informacion perfecta,

debemos definir, algunos conceptos fundamentales.

Definicién 5.1.2. Definimos el conjunto de posibles historias H como el conjunto de
todas las posibles secuencias de acciones tomadas. H puede entenderse como un arbol.

La historia inicial es ) € H y se dice que una historia A es terminal si

INo hay incertidumbre exégena: la naturaleza no juega. Nétese que un juego con informacién
incompleta puede interpretarse como un juego con informacién imperfecta en el que la naturaleza

elige inicialmente los tipos.

39
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K+1

» i =(a', - ,a®) y no hay a®*! tal que (a',--- ,a™,a®™™!) € H, (es decir es una

rama completa),

» o bien h es infinita.

El conjunto de historia infinitas se denota Z y se asume queslos individuoes, tiewen

preferencias sobre Z.

Definicién 5.1.3. Definimos la funcién jugador P(h)‘come’ aquella que asigna a un

jugador cada historia no terminal: quién juega después deé cada historiavh’ € H.

Observacién 5.1.4. La raiz delarbol es ) y luego:
» El jugador P(() deeide tna accién a' € A(0),
» cada accién posibléna! s una historia,
» después de la historia aly€ A(D); el jugador(P(al) decide una accion a® € A(al),

» (a',a?) es una histofia, y asi-sucesivamente:

Ejemplo 5.1.5. El juegowdel ultimatum.” Considere la siguiente situacién: Dos

personas deben dividirun pastel y hay tres formas de hacerlo:

1. (1/10,9/10) Jasegunda petsona toma casi todo,
2. (1/2,1/2): cada persona toma la mitad,

3. (9/10, 1/10): la primtera persona toma casi todo.

En este juego, la primera persona propone una division, y la segunda persona, o bien
acepta la division, y én dicho caso proceden a dividir el pastel, o bien el jugador dos

rechaza la propuesta y ambos reciben cero (el pastel se destruye).
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En este caso,

» Jugadores: N = {1,2}

» Historias:

H = {0,
(1/10,9/10), (1/2,1/2), (9/1051/10),
((1/10,9/10),si), ((1/10;9/16), no),
((L/274/2),80), ((1/2;1/2)/n0),
((9/10y1/10), s1),.((9/10, 1/10), no).}

» Funcién jugador:

P(h) = 1 /sih=10
2 sih e4{(1/10,9/10), (1/2,1/2), (9/10,1/10)}

» Pagos: Los pagos depénden_del nodo alcanzado y de la decisién de jugador 2.

En forma de funciones:

s sis = ((1/2,1/2), si)
0 = ((1/2,1/2), no)
e % si s = ((1/10,9/10), si)
1 0 sis=((1/10,9/10), no)
& sis=((9/10,1/10), si)
0 sis=((9/10,1/10), no)
T sis=((1/2,1/2), si)
0 sis=((1/2,1/2), no)
S sis=((1/10,9/10), si
wa(s)— /10,9/10), s)

1/10,9/10), no)

— e~~~ O~ =

)

)
9/10,1/10), si)

);

9/10,1/10), no)
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Definicién 5.1.6. Un juego extensivo con informacion perfecta consiste en:

» Un conjunto con N jugadores,
» un conjunto H de secuencias (historias) con las siguientes propiedades:

» () € H (historia inicial),

e si (ak)k:17...7K € Hy L < K, entonces (a*)y_1,4

L € H,
o si (a¥)p=;... es una secuencia infinita tal quen(a®),—; .. x €H para todo K,

entonces (a*)y—1.. € H,

» un conjunto Z C H tal.que-h € Z=si_h es una secuencia infinita o bien si

(a®)g=1... i es una-sectiencia finita tal quey(a®) =y kx1 & H,

» una funcién jugader P/: H\Z — N.qgue asigna(a cada historia no terminal un

jugador,
» una funcién de pagos w; : 2/ — R.

Definiciéon 5.1.7. Una estrategia del jugadori € N en el juego (N, H, P, (u;)) es
una funcién s; que asigna una acciéon A(h)wa cada historia no terminal h € H\Z tal
que P(h) = 1:

si: Qg ={H\Z : P(h) =1} — A(h).

Observacion»5:1.8. La estrategia eS"un plan de acciéon completo que incluye coémo
actuar/bajo cualquier circunstancia posible que el jugador pueda encontrar, incluso

aquellas que estan excluidas por la propia estrategia del jugador.

Observacién 5.1.9:, Dado un perfil de estrategias s = (s;), el resultado del perfil es

la historia terminal O(s) inducida por el perfil.

Ejemplo 5.1.10.- En:
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las estrategias del jugador 1 son:
{(1/10,9/10),(1/2,1/2),(9/10,1/10)}
O sea, 3 estrategias, mientras que el jugador 2 tiene 23 = 8 estrafegias:
sy = (52 (1/10,9/10), 85 (1/2,1/2), 85 (9/10,1710))"€ (i, no)™
Por ejemplo, una estrategia es (si, si, si).

Definicién 5.1.11. Un equilibrio,de Nash dedin juegorextensivo (N,'H, P, (u;)) es un
perfil de estrategias s* tal que eada jugador i € V:

a;(O(s;7s7;)) > ui(O(s;, 87,)), Ys; €.5;.

El sendero de equilibrio eswel resultadoiQ(s*) inducidovpor estrategias de equilibrio.

Ejemplo 5.1.12. En:

son equilibrios.de Nash;

» s, = (1/10,9/10), s2 = (si,no,no)
> s = (1/2,1/2), s9 € {(si,si,no), (no,si,no)}

» s; = (9/10,1/10), so € {(si,si, si), (no, si, si), (no, no, si), (si, no, si) }

En forma estratégica:
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Jugador 1

(0.1,0.9) (0.5,0.5) (0.9,,0.1)
NNN 0, 0 0, 0 0,0
SNN | 0.1, 0.9 0, 0 050
SSN | 0.1,0.9 | 0.5,05 0,0
NSN 0, 0 0.5,70.5 0,50

Jugador 2

NNS 0,0 0, 0 039, 0.1
SNS 0.1,0.9 0, 0 0.9, 0.1
NSS 0, 0 0.5, 0.5, %09, 0.1
SSS 0.1,0.9 | 05,05 /| 0.9, 0.1

Cuadro 5.1 Matriz estratégicas: Jugador 1 elige _columnas, Jugador 2 elige filas.

» La mayoria de los equilibrios de Nash deljuego no son creibles, ya que presuponen
que los jugadores llevaran a cabo amenazas que no resultan racionales una vez

que llegue el momento de ejecutarlas.

» Solo el petfil (51, s2) ="((9/10,1/10), (si, si, si)) constituye un equilibrio de Nash
cretble, en el sentido de que las acciones en cada nodo son Optimas dadas las

creencias y elecciones’del otro jugador.

» Otros equilibrios; ¢omo (s1,s2) = ((1/10,9/10), (si, no, no)), dependen de
amenazas poco, creibles. Por ejemplo: “acepta mi oferta o no recibirds nada”.
Esta.amenaza es inverosimil porque el jugador 2 preferiria aceptar una oferta que

le otorga_algin pago antes que obtener cero.

» El problema es que el concepto de equilibrio de Nash, basado en la forma
estratégica, no considera la racionalidad secuencial: los jugadores no pueden

ajustar sus decisiones después de observar lo que ha ocurrido.

» Surge entonces la necesidad de refinar el concepto de equilibrio de Nash para

descartar aquellos sostenidos por amenazas no creibles.
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» Una solucion natural en juegos extensivos con informaciéon perfecta es el equilibrio
perfecto en subjuegos, que exige que las estrategias constituyan un equilibrio de

Nash en cada posible subconjunto del juego.

Definicién 5.1.13. Para eliminar amenazas no creibles en juegos extensiyos, es
fundamental considerar no solo el equilibrio global del sjuege; sino tambpién el
comportamiento racional en cada etapa intermedia. Para ellojxintroducimos el concepto
de subjuego. Sea (N, H, P, (u;);cy) un juego extensivo®con~informacién perfecta. Un

subjuego que sigue a una historianodterminal h € H-es eljuego extensivo:

<N7 H'h? P|h7 (ui|h)i€N>7

donde:

» H|p = {I € Hw(h,l) € H} ésel conjunto de’secuencias que contintian la

historia h;
» P|, (W) = P(h,}') asigna el jugador que muéve en la historia (h, h');

» u;|p(R') = u;(h, h') denota la funcién de pagos en el subjuego, heredada del juego

original.

Los juegos extensivos con informacion perfecta presentan una estructura recursiva: tras
cada decision, seinigia un nuevojuego cuya estructura es idéntica a la del juego original
pero restringida alas continuaciones posibles desde ese punto. Es decir, cada historia no
terminal define un subjuego.que debe ser considerado como una unidad estratégica en
si misma. Bste enfoque permiitira definir mas adelante el concepto de equilibrio perfecto
en subjuegos, que exige que las estrategias formen un equilibrio de Nash no solo en el

juego compléto, sino también en cada uno de sus subjuegos.

Ejemplo 5.1.14. En el juego
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hay 3 subjuegos, que son las continuaciones de las historias (), (ﬁ, —), (%, %) y

9
10°

L
10

Subjuego Subjuego Subjuego
desde desde desde
(1/10, 9/10) (1/2, 1/2) (9410.1/10)
2 2 2
si no si no sf no
67 15 0,0 M 0,0 i 16 040

Figura 5.1 Subjuegos desde (1/10,9/10), (1/2,1/2) y4(9/10,1/10).

5.2. Equilibrio perfecte en subjuegos

Definicién 5.2.1. Equilibrio" perfecto.en subjuegos. Sea (N, H, P, (u;);cn) un

juego extensivo con informaeion perfeeta.

» Dado un petfil de estrategias’s = (s;)ien, definimos la estrategia inducida por s;

en una historia no terminal.,h €'H \ Z como la restriccién s;|, sobre el subjuego

que sigue a“h; donde:

Siln(h') := s;(h,h') para todo h' € H|,.

Un perfil de estrategias s* = (s]);cny es un equilibrio perfecto en subjuegos
si para todashistoria no terminal h € H \ Z, el perfil inducido s*|; constituye un
equilibrio de Nash del subjuego que comienza en h. Esto s* tal que, para todo
jugador 7€ N y toda historia no terminal h € H \ Z para la cual P(h) = i, se
cumple que:

On(s™;ns 55 |n) =i |n On(s™;|n, $i)

para toda estrategia s; del jugador i en el subjuego I'(h).

» Como el juego completo es en si mismo un subjuego que sigue a la historia vacia
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(), todo equilibrio perfecto en subjuegos es también un equilibrio de Nash:

{equilibrios perfectos en subjuegos} C {equilibrios de.Nash} .

» Por tanto, el equilibrio perfecto en subjuegos actiia coma un refinamiento del
concepto de equilibrio de Nash, eliminando aquellos(petfiles sostenidos por

amenazas no creibles.

Observacion 5.2.2. En los juegos extensivos, los jugadores toman decisienes a lo largo
del tiempo, y no todas las decisiones'se toman al inicie. En est¢ contexte; el equilibrio
de Nash tradicional puede fallar porque:

= Solo exige que nadie quiera desviarse al principio,del(juego.

= No garantiza que las amenazas_sean, racionales (si'realmente llegamos a ciertos

puntos del juego.

Ejemplo 5.2.3. En el juege dél ultimatum:

Figura 5.2'Senda de equilibrio perfecto en subjuegos: s; = (9/10,1/10) y so = (si, si, si).

Subjuego Subjuego Subjuego
desde desde desde
(1/1079/10) (1/2,1/2) (9/10, 1/10)
2 2 2
si no si no si no
15010 0,0 o 0,0 1010 0,0

Figura 5.3 Subjuegos con decisiones racionales: jugador 2 elige “si” en todos.
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Lema 5.2.4. Principio de una sola desviacién. Sea (N, H, P, (u;);en) un juego
extensivo con horizonte finito. Un perfil de estrategias s* es un equilibrio perfecto en
subjuegos si y solo si, para todo jugador ¢+ € N y toda historia nosterminal h € H ‘tal
que P(h) =i, se cumple que:

ui (On(7[n,s740)) > ui (On(si, 570

para toda estrategia s; en el subjuego que sigue a h quedifiere’ de sf|;, tmicamente en

la accién especificada en h (la primera decision del jugador 7 en ese subjuego).

Demostracion. Supongamos primere que s* eswun ‘equilibrio ‘perfecto en subjuegos
del juego extensivo finito I' = N, H, P, (t;);en.. Entonces, por definicién, para todo

jugador i y toda historiane terminal h € H \ Zrtal que P(h) = i, se cumple que
s (On (5|, 74ln) 2 wi (On(sh 5™ .04))

para toda estrategia s; en el subjuego*F(h), incluyendo aquellas que difieren de s|j
unicamente en la accién inicial én /. Por tanto,la cendicion del lema se cumple. Ahora
supongamos que s§* no es un equilibrio perfecto en subjuegos. Entonces, existe un
jugador ¢ € N y una historia=no terminal b € 'H \ Z con P(h') =i tal que existe una

estrategia s; en el subjuego I'(h') que constituye una desviacién rentable:
U (Oh’(sia 8i,~|h/)) > Uy (Oh/(sﬂh', 8*_Z~|h/)) .

Entre todas esastdesviaciones rentablés para ¢ en I'(h'), elijamos una estrategia s; que
minimice el nimero de historias h en las que s;(h) # s7|(h). Dado que el juego tiene
horizonte finito, este niniere.es finito y tal estrategia existe. Sea h* la historia mas larga

(méas profunda) en T(A') tal que s;(h*) # sf|(h*). Sea I'(h*) el subjuego que comienza

en h*. Como s; y 57 |phcoinciden después de h*, entonces s;|,+ difiere de s}|;+ tinicamente

en la accién prescrita en h*. Ademas, s;|,~ también es una desviacion rentable en el

subjuego I'(h%); de lo contrario, se podria construir una desviacién rentable en I'(h") que
difiera en menos historias que s;, contradiciendo la minimalidad de nuestra eleccion.
Por tanto, hemos encontrado una desviacién rentable en un subjuego I'(h*) que difiere
de s* inicamente en la primera accion prescrita en h*. Esto contradice la condicion del
lema. Concluimos que s* es un equilibrio perfecto en subjuegos si y solo si no existe
ninguna desviacién rentable que difiera de s}|, Gnicamente en la primera accién de

algin subjuego I'(h). ]
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Observacién 5.2.5. La idea central de esta parte de la demostracion es seleccionar,
entre todas las desviaciones rentables que podria hacer un jugador en un determinado
subjuego, aquella que difiera de su estrategia original en la menoricantidad de puntes
posibles del arbol (es decir, en el menor niimero de historias). (Como’el juegotiene
horizonte finito, este niimero es necesariamente finito y se puede minimizar. Al hacer
esto, garantizamos que existe una tultima historia h* (la més profunda) ‘en la_que la
estrategia desviada difiere de la original. Como, por comnstrucciéon, ambaswestrategias
coinciden en todas las historias_posteriores a h*, la desviacién“en ‘el sitbjuego que
comienza en h* afecta unicamente la primerataccién prescrita en €se nodo. Si dicha
desviacion sigue siendo rentable, entonces se ha encontrado una desviacion que cambia
sOlo una decision: justamentelo que el lema prohibe si s* fuera un equilibrio perfecto en
subjuegos. Este argumento muestra que, (si alguna desviacién rentable existe, entonces
necesariamente existe unaydesviacién rentable que difiere/ del equilibrio sélo en una
accion. Por lo tanto, para verificar/que un perfil essun _equilibrio perfecto en subjuegos,
basta con comprobar que no existen desviaciones rentables que cambien Unicamente
una decisién en cada noda. Por ejemplo, siqueremos ver que LLLL es un EPS, entonces

basta compararlo con LRLERLLLSBLLR vy LLRL, méas no con RLRL o RRRR.

Teorema 5.2.6.° Kuhn. Todo juego extensivo con un horizonte finito tiene un

equilibrio perfecto en.subjuegos.

Demostraeions Induccion hacia atras y el principio de una desviacion: O

Proposicién 5.2.7. Todojuego extensivo finito con informacién perfecta admite un

equilibrio perfecto en subjuegos.

Demostracion.~Considere una funcion R que asocia a cada historia A € H una historia
terminal R(h) € Z tal que R(h) es el resultado que se obtiene si los jugadores siguen

un equilibrio perfecto en subjuegos a partir de h.

Paso base: si la longitud del subjuego I'(h) es cero, es decir, si h ya es una historia

terminal (h € Z), definimos R(h) = h. No hay decisiones que tomar en este caso.

Paso inductivo: supongamos que R(h) esta definido para toda historia A tal que la

longitud del subjuego ¢(I'(h)) < k, para algin k > 0. Ahora, consideremos una historia
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h* tal que £(T'(h*)) = k+1, es decir, el subjuego I'(h*) tiene una decisiéon adicional antes
de llegar a los terminales. Sea i = P(h*) el jugador que toma la decisién en el nodo h*.
El conjunto de acciones disponibles es A(h*). Para cada accién a € A(h*), la historia
h*a (la extensién de h* con a) tiene longitud a lo sumo k, por loque, por hipdtesiside
induccién, R(h*a) ya estd definido. Entonces, definimos la accidn, s;(h*) € A(h*) como
aquella que maximiza la preferencia de jugador i entre los resultados posibles:

si(h*) € arg agﬁi(*)R(h*a) segin = .

Es decir, el jugador ¢ escoge en A% la accion ‘que lo lleva al resultado terminal mas
preferido entre todas las opciones ‘disponibles, suponiendo que luego todos siguen las

recomendaciones del perfil devequilibrio. Luego;definimos:
R(h*).= R(h"si(h")),

es decir, el resultado asociadola h*€s'el resultado del~camino que se sigue si en hA* el
jugador ¢ elige su mejor respuesta’y a partir de alli se siguen las estrategias ya definidas

inductivamente.

Aplicando esta construccion recursiva.desde las hojas hasta la raiz del arbol del

juego, definimos cempletamente una, funcion R y un perfil de estrategias s.

Por el lemal de desviacién tnica,_ésta construccion garantiza que el perfil s asi
definido-es,unsequilibrio perfecto'en subjuegos, ya que en cada nodo se elige la mejor

accion censiderando que se‘seguira racionalmente en lo sucesivo. O
Teorema 5.2.8. Zermelo. El ajedrez tiene un equilibrio perfecto en subjuegos.

Observacién 5.2.9. Claude Shannon estimé 10% partidas. El ajedrez estd determi-
nado: hay una solucién éptima en términos de resultado, aunque no sepamos cuél es

(todavia), matéméaticamente existe.

Ejemplo 5.2.10. La paradoja de la cadena de almacenes. Consideremos una
cadena de almacenes que tiene instalaciones en las ciudades 1,..., K. En cada ciudad
k, hay un posible entrante, identificado como el jugador k. Al inicio de cada periodo
ke {l,...,K}, el jugador k decide si desea ingresar al mercado o permanecer fuera.

Tras esta decision, la cadena de almacenes responde eligiendo si desea luchar contra el
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entrante o cooperar con ¢él. Esta respuesta se observa antes de que el siguiente jugador
k+1 tome su decision de entrada. En cuanto a las preferencias, la cadena de almacenes
prefiere que un posible entrante se mantenga fuera del mercado antes que cooperar cen
él, y prefiere cooperar antes que entrar en conflicto. Por su parte, cada posible entrante
prefiere cooperar con la cadena antes que mantenerse fuera, y prefiere mantenerse fuera

antes que enfrentar una lucha directa.

Figura 5.4 Subjuego representativo en la ciudad k

Cuadro 5.2 Forma normal del juego en la ciudad k

Cadena de almacenes

Luchar | Cooperar

Entrar 0,0 2,2

Jugador £
Fuera 5,1 5,1

Ahora bien, respecto al? equilibrio perfecto en subjuegos:

2La unicidad ocurre cuando no hay empates en preferencias.
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Figura 5.5 Subjuego representative en la ciudad k ¢en sendero de equilibrio resaltado

En un equilibrio pexfecto en subjuegos,(SPE), cada pesible.competidor decide entrar
al mercado porque anticiparque la cadena,de almacenes cooperara, independientemente
de lo que haya sucedido en el pasadoy Esta logica cerresponde a un comportamiento
prospectivo, consistente conel razonamiento per -induccion hacia atrds, donde cada
jugador mira hacia adelante y razona desde el futuro hacia el presente. Sin embargo,
uno podria cuestionar esta conclusion “preguntando: ;qué deberia hacer un posible
entrante si obserya que, en el pasado, la cadena de almacenes ha luchado contra otros
entrantes? ;No seria razonable adoptar un comportamiento retrospectivo, es decir,
aprender del pasado y anticipar que la cadena también podria luchar en el futuro?
Este razemamiento corresponde a una induccion hacia adelante, en la que los jugadores
forman ‘ereencias a partir'de’la conducta observada. ara capturar formalmente esta idea
de aprendizaje histéricey ajuste de expectativas, es necesario introducir la nocién de
reputacion. Modelar la.reputacion dentro de un juego requiere extender la estructura
del juego extensivo para incluir informacion imperfecta, donde los jugadores ya no
observan” directamente todas las acciones pasadas, sino actualizan creencias sobre el

tipo o comportamiento de los demas a lo largo del tiempo.

Observacion 5.2.11. El conjunto de historias del juego de la cadena de almacenes

con multiples ciudades se define como
K K-1
H = (U Qk> U (U QF x {Entrar}) ,
k=0 k=0

donde @ = {Fuera, (Entrar, C), (Entrar, L)} representa los posibles resultados en cada
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ciudad. La primera parte del conjunto, U, @, corresponde a las historias completas:
secuencias de k decisiones pasadas, donde cada decisiéon incluye tante la accién del
competidor (entrar o no) como la respuesta de la cadena (Cogperar o lucharsi
hubo entrada). Por ejemplo, un elemento de Q% podria ser (Fuerg, (Bntrar, C))s que
representa una historia en la cual el primer jugador eligié no“entrar y el segunde’ si
entro, y fue tratado cooperativamente por la cadena. La segunda parte del conjunto,
Uiy Q" x {Entrar}, representa las historias incompletas: aquellas en lassque ya han
ocurrido k etapas completas, y_en,la etapa k£ + 1 el _jugadoreligi¢ Entrar, pero
aun se espera la respuesta de la'dadena. Por‘jemplo, el elemento(Fuera, Entrar) €
Q' x {Entrar} describe una histeria’ en la.que elprimer jugador eligié Fuera, y el
segundo acaba de decidir entrar, aunque la cadena ain no/ha respondido. Esta unién
garantiza que el conjunto H contiene todos los nodos del arbol del juego: tanto aquellos
en los que debe actuar unyiuevo contpetidor (despuéside historias completas), como

aquellos en los que debe actuar la/cadena (después de una decisién de entrada).

Por otro lado, la funcién“jugador P(h) asigna a’cada historia el jugador que debe

tomar una decision en ese punto)del juego, Formalmente, se define como:

E+1 siheQ@”
CS si h € QF x {Dentro}

Esto quiere decir que si la historia actual h contiene k decisiones completas previas (es
decir, peftenece.a Q*), entonces le corresponde jugar al siguiente competidor, el jugador
k+ 1. En¢ambio, si la histéria termina con una decisién de entrada Entrar del jugador
k + 1, pero‘ain ne_se ha observado la respuesta de la cadena de almacenes, entonces
el turno es de la-eadena (CS). Asi, la funcién P refleja con precisién la estructura

secuencial del juege:primero decide el competidor, y si entra, luego responde la cadena.

La funcién jugador P(h) indica quién debe tomar una decisién en cada historia
h del juego. Si h € QF, es decir, si la historia contiene %k decisiones completas
(cada competidor ya decidié si entrar o no, y la cadena ya respondié en cada caso),
entonces le corresponde jugar al siguiente competidor, el jugador £ + 1. Por ejemplo,
si h = (Fuera, (Dentro, C)) € @Q?, entonces es el turno del jugador 3. En cambio, si
h € Q* x {Dentro}, significa que el jugador k + 1 decidié entrar, pero la cadena atin

no ha respondido; por tanto, en ese caso P(h) = CS y le corresponde jugar a la cadena
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de almacenes.

Ejemplo 5.2.12. El juego del cienpies. Debido a Rosenthal (1981):

1 ¢ 2 ¢ 1 C 2 C 1 C .2 076

S S S S S S
1,0 0,3 3,2 2,5 5,4 4,7

Figura 5.6 Juego del ciempiés (centipede game) con’Sendero de equilibrie resaltado

Desde una perspectiva tedricanel juegosdel ciempiés admite una tnica soluciéon en
equilibrio perfecto en subjuegos (SPE), en la que ambos jugadores eligen detenerse (S)
en su primer turno. Formalmente, las historias del juegoestan dadas por secuencias
C(t) = (C,...,C) de longitud t para0< ¢t < T, y secuencias S(t) = (C,...,C,S) con
t — 1 repeticiones de C' seguidas por-una unica salida S, para 1 < ¢t < T. La funcién
jugador esta definida comoP(C'(t))= 1sit espary t <T —2,y P(C(t)) =2sites
impar. En este contexto, cada jugador prefiere isalir lo mas tarde posible, siempre que
sea él quien lo haga, y el jugador active.en t prefiere S(t +3) = S(t+ 1) > S(t + 2)
parat < T — 3.

En este modelo,el equilibrio SPE predice que cada jugador elige salir en cuanto le
corresponde actuar, con lo cual el\juego termina inmediatamente. Lo notable es que
este resultado ‘eoincide con el de cualquier equilibrio de Nash del juego. De hecho, si
asumimos’que algin jugador sale en un periodo t > 2, entonces su oponente habria
tenido un incentive para,salir en ¢ — 1, obteniendo un mejor resultado. Por tanto, toda
estrategia en equilibrio-debe implicar que el jugador 1 salga en el primer periodo y
que el jugador.2 esté dispuesto a salir en el segundo. Sin embargo, esto contradice la

experiencia-experimental.

Este contraste entre teoria y observacion refleja una tension central del concepto de
equilibrio perfecto en subjuegos: se asume que los jugadores mantienen creencias segin
las cuales el otro se detendra en la siguiente oportunidad, incluso si ha continuado
varias veces antes. Esta hipotesis de racionalidad estricta no resulta intuitiva cuando
se han observado miltiples actos de cooperacion. En contextos reales, ambos jugadores

podrian actualizar sus creencias sobre la disposicion del otro a seguir, sobre todo
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después de largas secuencias cooperativas. Asi, como en el juego de la cadena de
almacenes, el equilibrio SPE impone una rigidez en las expectativas que no siempre se

ajusta a la conducta humana.

Observacion 5.2.13. En el juego del cien pies, los equilibrios de Nash en estrategias

puras son las combinaciones {(S, , ), (S, *, %) }.

5.3. Dwuopolio de Stackelberg

Consideremos un mercado con.dos empresas 'que,producen un-bien homogéneo. La

demanda inversa esta dada por

a—Q siQ < oy

0 si Q> a,

p(Q) =

donde @ = ¢1 + ¢2. Cada empresa.énfrenta costas\lineales C;(g;) = cg;, con 0 < ¢ < a.
La empresa 1 es el lider/(mueve.primero) yla ‘empresa 2 es el sequidor. Dada esta
formulacién, tenemos que:

» H={0} U{R,} U{R3}, siendo Z ='R3.

» P(0)=1

Luego, eljuego se resuelye.por induccion hacia atras. Dado ¢, la empresa 2 elige ¢

para maximizar suybeneficio:

max U2(Q17 Q2) = CI2(04 —q1 — Q2) — Cq2.
q2>0

La condicién de primer orden provee (vamos a asumir unicidad)

1
a—q —2p—c=0 = CI2:§(04—C—Q1),

siempre que ¢; < a — c. Asi, la mejor respuesta® del seguidor es:

(—c—q) sigg<a-—c

N =

ba(q1) =

(e}

siqp > a—c.

3Las estrategias de 2 son funciones by : R, — R, mientras que para 1, es escoger el q; € R.
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El lider anticipa esto y elige ¢; para maximizar su beneficio:

1
() =q - (a—q —b(q)) —cqp = §q1(oz —c—qM.

La solucién de primer orden da:

¢ =5la—c), a=0b(q)=~(a—g).
2 4
Las ganancias en el equilibrio son:
= g(a—c)2, Ty = E(Q_C)Q.

En contraste, en el equilibrio de.Nash de Cournot, donde by (g2)w=-¢1 v b2(q1) = ¢,
(decisiones simulténeas), ambas empresas eligen ¢ = ¢2 = %(a — ¢), y obtienen:
1 2

m = Ta= —(a —¢)”.

9
En conclusiéon, en Stackelberg, el lider se beneficiay al moverse primero (mayor
produccién y ganancia), el seguidor_queda peor{y los consumidores se benefician con
un menor precio Qg > Q¢ Esto es-intuitivo puestel lider podria escoger la cantidad en

Cournot, y como no lo haee, debe ser porquésmejora.

1

q2

(7T1(CI1>QQ),7T2(Q1>C]2))

5.4. Movimientos simultaneos

Definiciéon 5.4.1. Un juego extensivo on informaciéon perfecta con movimientos

simultaneos se especifica mediante los siguientes elementos:
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» Un conjunto N de jugadores.
» Un conjunto H de secuencias o historias, con las siguientes propiedades:

— () € H (la historia inicial).

— Si (a")g=1.. xk € Hy L < K, entonces (a*)g=1. 1 € H

— Si (a*)g=1... es una secuencia infinita tal que (a*)ps;,” x € H. para todo K,
entonces (a*)y=1.. € H.

» Un subconjunto Z C H dethistorias terminales/ tal que h € Z 5k

— h es una secuencia infinita, o

- h = (ak)k:17,,,,K és/una secuencia’ finitay no existe K 4+ 1 tal que

(ak)kzl,...,K+1 c H.

» Una correspondencia jugader Pw’ H\Z = N que asigna a cada historia no
terminal un conjunto, no( vacio”de jugadores, tal que existe una coleccién de
conjuntos {A;(h)}icpn) donde:

A(h) ={a :{h,ape H} = ® A;(h)

i€P(h)

El conjunto de historias que sigue estdn creadas por ese producto.

» Una funcion de pagos™w,; ( Z++ R, para cada jugador ¢ € N.

Observacion 5.:4.2. En este contexto:

» Una historia es una secuencia finita (o infinita) de vectores (la dimension

depende de |R(h)}) de acciones:

donde cada a’ es un vector cuyas componentes corresponden a las acciones

elegidas por los jugadores que tomaron decisiones en la etapa . En particular,

k

el vector a” es elegido por los jugadores en P(h), es decir, quienes juegan justo

después de la historia h = (a', ..., a"1).
» En cada etapa k, los jugadores que deben actuar lo hacen simultaneamente,

k

eligiendo acciones que se agrupan en un vector a” = (af)ie P(h)-
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» Para cada historia no terminal h, el conjunto de acciones disponibles para un

jugador i € P(h) es denotado por A;(h).

» Desde una historia h, los jugadores en P(h) eligen simultdneamente una ac¢ion
en sus respectivos conjuntos A;(h). Se asume que todos observan completamente

la historia h antes de actuar (informacién perfecta)s

» El conjunto total de acciones posibles desde h es:

A(h) € {ib (h,a) € H} EXE) Ail),

icP(h)

lo cual representa todasJas/combinaciones-conjuntas de acciones factibles por los

jugadores activos-eni“ese punto.

» Una estrategia para €l jugador- es mna funcién que asigna una accién a;(h) €
A;(h) a cada historia no_terminal.k en la que'é € P(h). Esto representa un plan
completo de contingencia [que le‘indica al jugador qué hacer en cada nodo donde

le corresponde tomar una ‘decision.

» Esta estructura permite modelar juegos con multiples decisiones simultaneas y en
distintas etdpas del siempo. A. menudo se los llama juegos multi-etapa, donde
todas las historias de la misma longitud pertenecen a una misma etapa temporal.

=)

En la etapa k,/los jugaderes observan la historia acumulada h = (a', ..., a y

deciden en _consecuencia.

El resultado o historia inducida por un perfil de estrategias s se denota O(s). Luego,
un equilibrio de Nash es,’como antes, un perfil de estrategias s* tal que para todoi € N
y posible estrategias s; de i: u;(O(s*)) > u;(O(s;, s%;)).. Aqui, O(s*) es el sendero de

equilibrio asociado al equilibrio de Nash s*.

Definicién 5.4.3. Un equilibrio perfecto en subjuegos es un perfil de estrategias s*
tal que para todo ¢ € N y para cada historia no terminal h € H\Z tal que i € P(h),

s*|, es un equilibrio de Nash en el subjuego que le sigue a h.
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5.5. Acciones aleatorias en juegos extensivos

Definicién 5.5.1. Una estrategia mixta de un jugador i € N enun juego extensive
(N, H, P, (u;))
es una distribucién de probabilidades sobre el conjunto de estratégias puras.

Definicién 5.5.2. Una estrategia de comportamientosde un jugador #essuna coleccion
(Bi(h))n:icpny de distribuciones 'de probabilidad independientés, donde 3;(h) es una
distribucién de probabilidades sobre“4;(h).

Observacion 5.5.3. Una estrategia de comportamiento para el jugador ¢ € N es

una coleccion
(Bith ) h:icp(n),

donde cada S;(h) es una distribueién)de probahilidad sobre el conjunto de acciones
disponibles A;(h) en la historialh. Es decir{ en, lugar de seleccionar una estrategia
completa al inicio del juego, el jugador toma,decisiones aleatorias localmente, en cada
historia donde debe actuar. Las decisiones sen independientes entre si: el jugador lanza
un dado diferente¢‘en cadadistoria h, de acuerdo a la distribucion f;(h). Esta estructura
permite una representacion mas flexible de la aleatoriedad.

Interpretacion:

» En.una estrategia mizta, el jugador elige aleatoriamente una estrategia pura al
comienzo del juego y/luego la sigue sin cambiarla. Por ejemplo, en Stackelberg,
una estrategia mixta para 1 es una distribuciéon de probabilidades sobre R, ,

mientras que para 2 es una distribucién sobre el espacio de funciones {f : R, —

R,

» En una estrategia de comportamiento, el jugador elige aleatoriamente una accién
en cada uno de los nodos donde le corresponde jugar, incluso si ya ha tomado

decisiones anteriormente.

Observacién 5.5.4. Dado un perfil de estrategias mixtas (o de comportamiento) o,

un resultado O(c) es la loteria sobre historias terminales inducida por el perfil o.
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Definicién 5.5.5. Una estrategia mixta es equivalente en resultados a una
estrategia de comportamiento si para cada perfil de estrategias puras de los otros

jugadores, ambas inducen el mismo resultado (loterias sobre histOrias terminales).

Ejemplo 5.5.6. Considere la siguiente situacion: El jugador 1 elige)U o D, luego €l
jugador 2 elige Ao Bsih=UyCoDsih=D.

leUAZQZUB 232D0Z4:DD

Figura 5.7 Juego extensivo: el jugador 1'elige U o D, luego el'jugador 2 responde segin

la historia.

Entonces hay cuatro hojas o historiasiterminales:
leUA, ZQZUB, ZgZDC, 2’4:DD.

Una estrategia pura del jugador 2‘consiste en seleccionar una accién en cada subarbol

donde debe jugar-“Por’ejemplo,una estrategia pura podria ser:
“Elegir Asi U, y C'si D”.

Ahora consideremos d¢s estrategias mixtas del jugador 2:

» La estrategia
— (1111
02 = (47 D 4)
consiste en elegir aleatoriamente una de las cuatro estrategias puras posibles (una

para cada combinacién de decisiones en U y D) con igual probabilidad.

» La estrategia
%= (3:0.0.3)
consiste en elegir con probabilidad 1/2 la estrategia pura “A si U, C' si D” y con
probabilidad 1/2 la estrategia “B si U, D si D”.
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Estas dos estrategias mixtas inducen la misma estrategia de comportamiento,

porque generan la misma probabilidad sobre las acciones en cada nodo:

e En el nodo h = U, el jugador 2 elige A con probabilidad 1/2.
e En el nodo h = D, el jugador 2 elige C' con probabilidad 12.

Definicién 5.5.7. Un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.wen un juego
extensivo es un perfil de estrategias mixtas o* tal que para todos los jugadores ¢ y para

cada estrategia o; posible para
u(Oe”)) 2 az(Q(04,07;)).

Definicién 5.5.8. Un equilibrio de Nash en estrategias ‘de comportamiento
es un perfil de estrategias de/comportamiento 5* = (3 )en tal que para todo jugador

i € N, y para toda estrategia de comportamiento alternativa f3;, se cumple:

u(0(8%)) = ui (066, 5,)).

Observaciéon 5.5.9. Ennaplicaciones practicas, es comun referirse a “estrategias
mixtas” incluso cuando en realidad se utilizan estrategias de comportamiento. Esto
ocurre porque, en,juegos extensivosicon informacion perfecta y horizonte finito, ambas
son equivalentes en,térrninos de los resultados que inducen (segun el teorema de Kuhn).
Dado que las(estrategias de comportamiento definen decisiones aleatorias localmente
en cada nodo, su estructuira recursiva permite definir naturalmente un equilibrio
perfecto ‘en subjuegos: Sirt embargo, cuando se introduce aleatoriedad en el arbol,

es importante espe¢ificar si:

» La distribucion’de probabilidad utilizada por un jugador forma parte de la historia,

O

» Solamente se observa la accion realizada, sin conocimiento de si fue elegida de

forma determinista o aleatoria.

Esta distincion es crucial, ya que afecta como se definen los subjuegos. Si el azar forma
parte de la historia, cada realizaciéon lleva a un subjuego diferente. Si no, multiples

realizaciones pueden confluir en un mismo nodo informacional. Por ello, en juegos
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extensivos con aleatoriedad, se debe dejar claro como se modela la evolucion del juego

y qué informacion es observable.

Ejemplo 5.5.10. Supongamos un juego de un solo jugador. En ‘el nodo inicial; el

jugador lanza una moneda para decidir entre dos acciones: A o B.

» Sisale cara, elige la accion A.

» Sisale cruz, elige la accién B.

Ahora comparemos dos formas de modelar el juego:

El azar es parte de la historia. En este caso, la historia incluye no solo la accién

elegida, sino tambiénda realizacién del azar. Las historiassposibles son:
() — moneda = cara —» A, () — ndoneda = cruz — B.

Cada camino incluye informacidn explicita sobre la‘tealizacién aleatoria. Si un segundo
jugador observa esta historia, puede condicionar su decisiéon a si salié cara o cruz,

incluso si la accion observada-es la misma.

Solo se observada accién (el azar no esta en la historia). En este caso, la historia
simplemente registra, la accién tomada, sin revelar si fue elegida de forma determinista

o aleatoria. Las\historias posibles son;
) — A, ) — B.

El jugador ebserva solamente A o B, sin saber si proviene de una decisién estratégica o
de un sorteo. Esto-implica que solo hay dos historias terminales distintas y, por tanto,

menos subjuegos.

Observacion 5.5.11. En un juego extensivo, una estrategia va mas alla del concepto
informal de “plan de acciéon” que se ejecuta segin lo que efectivamente ocurra en el
juego. En cambio, debe especificar acciones en todos los nodos donde el jugador
podria llegar a tomar decisiones, incluso si esas historias no ocurren bajo su propio

plan. Ejemplo:

> P(0) =1, A (0) = {A, B}.
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» Si el jugador 1 elige A, entonces P(A) =2, Ay(A) = {C, D}.
» Si el jugador 2 elige C', entonces P(AC) =1y A1(AC) = {EE}.
» Pagos:

u(B) = (2,1), w(AD) = (0,1), w(ACE) = (0,00 u(ACF) = (1,2).

(2, 1)

E F QL

(0, 0) (1,12)

Figura 5.8 Arbol del juego extensivo con degcisiones de los jugadores y pagos terminales.

Incluso si el jugador 1 planea jugar B desde el inicio, su estrategia debe especificar
qué haria si, contra,lo previsto, dllega al nodo AC. Este nodo no esta en el sendero
de equilibrio si B es|su eleccién, pero es necesario completar la estrategia para que el
juego estéubien, definido y se puedan aplicar conceptos como el equilibrio perfecto en
subjuegoss Por ende, lo que‘imiporta no es solo lo que hace el jugador 1, sino lo que cree
el jugador 2‘que haria eljugador 1 en escenarios contrafactuales. Estas creencias afectan
la racionalidad de-das*sespuestas incluso fuera del camino previsto. Esto plantea una
cuestion fundamental: ;por qué las creencias de los jugadores sobre acciones fuera del
sendero de~equilibrio deberian ser correctas? Este es precisamente uno de los motivos
que da lugar a refinamientos del equilibrio de Nash, como el equilibrio perfecto en
subjuegos, que exige consistencia racional incluso en nodos que no se alcanzan con

probabilidad positiva.

Observacion 5.5.12. Juegos extensivos con incertidumbre exégena. En muchas
situaciones estratégicas, los jugadores enfrentan incertidumbre que no proviene de

las decisiones de otros jugadores, sino de factores externos. Para modelar esta
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incertidumbre exégena, se introduce en el juego la posibilidad de que ciertos nodos
estén controlados por la naturaleza (también llamada “chance”). Un juego extensivo

con informacién perfecta y movimientos de la naturalezasse define como una

tupla (N, H, P, f., (>=;)), donde:

» N es el conjunto finito de jugadores.
» H es el conjunto de historias, como en el modelo estandar.

» P: H\Z — NU{c} es la funcion, jugador, que asigha a cada histeria no terminal

quién decide a continuaciémy, SiP(h) = ¢, entences quien elige-€s la naturaleza.

» Para cada historia~h, talque P(h) = ¢, s¢ asigna una medida de probabilidad
fe(+ | h) sobre el conjunto de aéeiones disponibles 4 (h). Es decir, f.(a | h)
representa la probabilidad de (quewla naturaleza“elija la accién a luego de la
historia h. Estas probabilidades se asumen indepéndientes entre distintos nodos

de la naturaleza.

» Para cada jugador i €N, la preferencia ¥ se define sobre loterfas (distribuciones

de probabilidad)«sobre las historias-terminales.

La nocion de estrategia para cada=jugador sigue siendo la misma: una estrategia
especifica quéaceion tomar en‘eada historia no terminal donde el jugador esta llamado
a actuar. El resultado de un perfil de estrategias es ahora una loteria sobre historias
terminalesy, inducida tanto-por las decisiones estratégicas como por los movimientos
aleatorios de la naturaleza. Finalmente, el equilibrio perfecto en subjuegos se define
tal como en el modelo sin incertidumbre exdgena: cada estrategia debe ser 6ptima no
solo globalmente, sino también en cada subjuego (incluso después de las jugadas de la

naturaleza).

Observacion 5.5.13. Creencias en juegos extensivos. En un juego extensivo, los
jugadores toman decisiones en distintos puntos del arbol de juego, (en las historias no

terminales). En estos puntos, un jugador debe preguntarse:

“,Como llegué hasta aqui? ;Qué decisiones tomaron los demas?”
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Esto lleva a la nociéon de creencia condicional, que refleja la interpretacion que un

jugador tiene sobre el camino recorrido hasta ese punto.

Definicién 5.5.14. Una creencia del jugador i, denotada p;, es una funciéon que asigna
a cada historia no terminal h € H\ Z tal que i € P(h), una distribucién de probabilidad
sobre los eventos pasados o sobre las estrategias de los otros jugadotres, consistente con
lo que el jugador cree que ha ocurrido hasta llegar a h. Informalmente, ;(h) representa
la creencia condicional del jugador 7 en el nodo h: qué acciones tomaron les-demas para

que el juego haya llegado hasta alli.
Con base en estas creencias, el jugador eligesu.mejor accion.

» En un equilibrio de Nash, las,creencias suelen_ser implicitas: cada jugador

actua de forma optima dado el/pexfil completo.

» En un equilibrio perfecto-én subjuegos;las creencias se asumen correctas en

todos los nodos, incluso los'gue no ge alcanzan en equilibrio.

» En un equilibrio auto=confirmado, las creencias solo deben ser correctas en los
nodos que efectivamente ocurren; fuera de ellos, pueden ser incorrectas (supers-
ticiones racionales). En el juego del cienpies, puede observarse {(SS5S), (CCC)}
en el laboratorio puesieljugador 1 nunca le da la oportunidad al jugador 2 de

mostrarique es cooperativo:

Ejemplo5.5.15. Juego del ultimatum y aprendizaje. Consideremos el juego del
ultimétum donde eljugador 1 debe proponer una fraccion z € [0, 1] de una suma total
para quedarse, y/el jugador 2 puede aceptar (A) o rechazar (R). Si acepta, los pagos

son (z,1 — x); si rechaza, ambos jugadores reciben cero.

El equilibrig perfecto en subjuegos (SPE) predice que el jugador 1 ofrece x = 1
y el jugador 2 acepta. Esto se debe a que, ante una oferta de z = 1, el jugador 2 es
indiferente entre aceptar (recibe 0) y rechazar (también recibe 0), por lo que aceptar
es igualmente una mejor respuesta. A su vez, la mejor respuesta de 1 ante que 2 acepte
cualquier oferta x < 1, seria ofrecer la x — 1. Sin embargo, justo en x = 1 hay una

discontinuidad en el juego si el jugador 2 decidiera rechazar x = 1. Por ende, el jugador
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1 no tendria una mejor respuesta, pues cualquier x +¢ < 1 con 1 — z > ¢ le daria un

mejor pago que x pero al llegar a 1, la utilidad cae.

R A (x, 5= 1)

(0,0)

Sin embargo, los experimentos en laboratorio muestran,que el jugador 1 suele
ofrecer cerca de 0.5, y"quetofertas muy bajas suelen ‘sex, rechazadas. Esto contradice
la prediccién del SPE y,sugiere que los jugadores actuan influenciados por factores
psicolégicos o sociales. Fudenberg and/Levine (1997) demuestran que esta desviacién
se debe principalmente a que les™jugadores tieénen creencias equivocadas sobre las
probabilidades de que el/otro rechace por rencor. Es decir, el jugador 1 teme que
el jugador 2 se comporte ‘de manera vengativa, incluso si eso le causa una pérdida, y
por tanto ofrece mas de lo estrictamente.necesario. Por ende, el temor al rencor puede
tener un mayor peso en la formacién de estrategias que el rencor mismo. Mas atn, en
Henrich (2000), se.eneuentra que 16s-Machiguenga del Amazonas peruano se comportan
de forma significativamente distinta a-los sujetos de sociedades industrializadas en el

juego del ultimatum: hacen ofertas mas bajas y rara vez rechazan ofertas.
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Negociacion

El analisis de la negociacion se sittia’ eni]a interseccion’entre los juegos de estrategia
y los juegos coalicionales. Por un lados los'modelos estratégicos destacan el papel de las
decisiones individuales, donde| cada jugador seleeciona un plan de accién anticipando
las posibles respuestas de/dos demas. En este contexto, conceptos como el equilibrio de
Nash, el equilibrio perfecto,en subjuegos (EPS). y el equilibrio bayesiano (EB), permiten
incorporar elementos como la revisién de estrategias y la informacién privada. Por otro
lado, el enfoque ¢oalicional o cooperativo introduce la posibilidad de que los jugadores
formen alianzas, enfoeandose en come.deben distribuirse los beneficios de la cooperacion
para garantizar tanto la estabilidad interna de las coaliciones (a través de principios
como la’eficiencig, equidad.y poder de negociacion) como su estabilidad externa (frente
a desviacignes individuales_o' de subgrupos). En este capitulo, abordamos modelos
de negociacion quesintegran elementos de ambas perspectivas, resaltando cémo los
resultados dependenncriticamente de las reglas del juego, la informacién disponible y

el poder de las partes para comprometerse o desvincularse de acuerdos.

117
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Teoria de juegos

/ \) Juegos de coalicion

- (cooperativos)
Juegos de estrategia

e Solucién de Nash

(no cooperativos)

e Nucleo (core)

/ \ e Valor de Shapley

Forma extensiva
Forma estrategica
e Equilibrio de Nash (EN)
e Eq. bayesiano (EB)

e Eq. perfecto en
subjuegos (EPS)
e Eq. bayesiano perfecto (EBP)

La negociacién ha sido desde hace'mucho %iempo un tema central en las ciencias
sociales, debido a su presencia” transversal.en multiples contextos donde intervienen
conflictos de interés, toma“de decisiones conjunta -y acuerdos entre partes. Las
aplicaciones son diversas: desde el regateo en mercades sin precios fijos, hasta
negociaciones internacionales sobre comercio, migracion.o disputas territoriales. Incluso
dentro de un hogar, surgen procesos de.negociaciémimplicitos sobre quién asume ciertas
tareas o responsabilidades. No lobstante, en sus orfgenes, la teoria econémica evitaba
tratar directamente estos procesos. En lugar delanalizar como se llegaba a un acuerdo,
se limitaba a estudiar las condiciones‘de.equilibrio una vez que la negociacion se habia
resuelto. Un ejemplo temprano de interés por formalizar estos procesos se debe a
Edgeworth, quienypropuso ver el equilibrio competitivo como el resultado limite de

una serie de praocesos de negociacién entre agentes.

El andlisis formal y sistematico de la negociacién comienza con John Nash, quien
en su influyente articulo=publicado en Econometrica en 1950, propone un enfoque
axiomatico ‘del preblema_(Nash, 1950). En este enfoque, tipicamente asociado a la
teoria de juegos eoeperativos, Nash busca caracterizar una solucién para problemas
de negociacion.mediante un conjunto de principios normativos o axiomas. La llamada
solucion denegociacion de Nash se construye a partir de tres postulados fundamentales:
eficiencia (la solucién debe pertenecer a la frontera de Pareto), simetria (los jugadores
idénticos deben recibir resultados idénticos) y la independencia de alternativas
irrelevantes (la solucién no debe depender de opciones no elegidas si estas no afectan la
eleccién racional). Un axioma adicional que se considera, aunque no es explicitamente

mencionado en (Nash, 1950), es que las preferencias son de tipo vNM.

Una observacién importante es que esta solucién axiomatica de Nash no esta
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directamente relacionada con el concepto de equilibrio de Nash que desarroll6 en
el mismo ano, salvo por el hecho de haber sido propuestos por el.mismo autor.
Reconociendo esta brecha, Nash plante6 una pregunta crucial:”jexiste un juego mo
cooperativo cuya solucién en equilibrio coincida con la soluciéon™ de négociaciéon que
él propuso en su marco cooperativo? Esta inquietud, conocidascomo el programayde
Nash, motiva el desarrollo posterior del enfoque estratégicorde laynegociaciéon. Décadas
después, este programa fue formalmente resuelto por ArielhRubinstein, quien modelo la
negociaciéon como un juego dindmico de ofertas alternadas, mostrando ¢ue, bajo ciertas

condiciones, su solucién coincide ¢on larsolucién denegociacion de Nash.

6.1. La solucion.de Nash

Consideremos la siguiente situaeion:

» Dos jugadores con preferencias sobre loterfag a las von Neumann-Morgenstern.
» Un conjunto de posibles-acuerdos.A = {a’,a" a", ---}.
» Cada acuerdo genera pagos a los jugadores (u1(a), uz(a)) € R?, a € A.

» Los jugadores, pueden, ponerse de acuerdo en loterias: el conjunto de posibles

pagos gue eSun conjunto eenvexo y compacto de R2.

» Unelde los puntos-de'dicho conjunto es (uy(d), ua(d)) que corresponde a los pagos

del desacuerdor d'e.A.

» Dado «que |trabajamos con preferencias sobre loterias a la vNM, podemos

renormalizar:

(uy(a), uy(a)) = (u1(a) — i (d), us(a) — uz(d))

de forma que el desacuerdo es el punto (0,0). Ver figura 6.1.
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U2 Uo

Figura 6.1 Normalizacién.

Definicién 6.1.1. Conceptoy’de solucidon. ‘Dado” el_cenjunto de problemas de

negociacion
U= {U C R?y Ul eseompacto y(convexo con 0 € U}
definimos el concepto de golucién como la, asignacion
Fi U= R?
tal que F(U) € Uy (U) se interpreta como una prediccién o recomendacion.
Ejemplo 6.1.2: Solucién igualitarista o Rawlsiana.
R(U) = argmax, .y min{uy, us}.

Es tinica dado que ¥ es compacto y convexo.
Ejemplo 6:1.3.'Solucion utilitarista o de Bentham.

B(U) = argméx, . (u1 + ug).

La unicidad no esta garantizada. Para ello se requiere seleccion. Por ejemplo, seleccién

igualitarista R(B(U)).
Ejemplo 6.1.4. Solucién de Nash.

N(U) = argmax,,cyuq us.



Capitulo 6. Negociacion 121

U2

——————————— min{u1, uz}

- U YU

Nur 4 ug

0

Figura 6.22Congeptos de solucion: Nash, Bentham y Rawls.

La pregunta que naturalmente surgees: ;cudl ‘solucion deberiamos considerar como
la mejor predicciéon del acuerdo. entre lag partes? Para responderla, se han propuesto
criterios normativos que toda solucién.razonable-deberia cumplir. Estos criterios pueden
formalizarse mediante axiomas que una correspondencia de soluciéon F' debe satisfacer.

En su articulo clésico, Nash (1950)4dentific cuatro axiomas fundamentales. El

» [Eficienciasel acuerdo aleanzado no sea dominado por otro disponible para ambas

partes, capturando asi la idea de 6ptimo de Pareto.

» Simetria: establece que’si los agentes se encuentran en una situacion simétrica,
entonces deben, recibir un tratamiento equivalente, lo cual refleja el principio de

anonimidad.

» [ndependencia de alternativas irrelevantes: si desaparecen opciones que no iban a
ser elegidas, la solucion no deberia cambiar siempre que el punto de desacuerdo

se mantenga.

» Independencia de escala: solo importan las preferencias ordinales sobre loterias,
de modo que las transformaciones afines de las funciones de utilidad no deben
alterar la solucion. Con estos cuatro axiomas, Nash logré caracterizar de manera

unica su famosa solucién de negociacion.
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Definicién 6.1.5. Eficiencia. Si existe u € U tal que u > v/, entonces F(U) # u'.

U2

max Us

Figura+6.3 Eficiencia.

Definicién 6.1.6. Simetria. Si (v,u) &U para todo (u,v) € U, entonces F(U) =
(u,u) para algin (u,u) € Uk

U2

AN

Figura 6.4 Simetria.

Definicién 6.1.7. Independencia de alternativas irrelevantes. F(U) € U’ C

U = F(U) =F(U).
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Uz U

Uy Uul

Figura 6.5 Independencia de alternativas irrelevantes:

Definicion 6.1.8. Independeneia ‘de escala. Siv(uj,us) € U= (auy,[us) €
U’ para o, > 0, entonces F{U) ="(uj,u3) <= F(U') = (aufyfus;).

i F(U).= (7, u3) h F(U') = (auf, Buj)

Figura 6.6"Independencia de escala.

Teorema 6.1.9¢ Teorema de negociaciéon de Nash. Existe una tnica asignacion

(que resulta ser una funcion)
F:U—R?* tq FU) eU

que satisface..los axiomas de eficiencia, simetria, independencia de alternativas

irrelevantes eindependencia de escala, y es la solucién de negociacion de Nash.

Demostracion. Es sencillo notar que la solucién de Nash cumple los cuatro axiomas.
Ademas, también es facil ver que Bentham y Rawls no cumplen los axiomas
(independencia de escala). Ahora bien, el trabajo consiste en demostrar que para
cualquier conjunto la solucion es solo la de Nash. Para ello, consideremos un conjunto

factible de utilidades U C Ri con punto de desacuerdo en 0, y supongamos que la
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solucion de Nash es N(U) = (4, 2). Aplicando el axioma de independencia de escala,
transformamos el conjunto U en un nuevo conjunto U’ mediante la transformacion
coordenada:

Uy Uz

(ur,ug) €U <= ( ) el

Por construccién, el punto correspondiente a N(U) en U’ es (1,1), ycomo la selueién de
Nash maximiza el producto u; - us, la frontera de U’ debe tener una pendiente tangente

de —1 en ese punto.

~~ . Pendiente ="y /1,

~ (A

0 Y

Figura 6.7 Pendiente = —1.

A continuacién, construimos un conjunte U” que es un cuadrado simétrico alrededor
de U’, conteniendowa U? y compartiendo el punto (1,1) como frontera. Por simetria
y eficiencia, se (tiene que F(U”) = (1,1). Luego, por independencia de alternativas
irrelevantes, como U’ y U” compatten el mismo punto solucién y el resto de alternativas

en U"\WU//no son elegidasse sigue que F(U') = (1,1).

U

.
Rendiente = —1
<
Uy
v

Figura 6.8 Transformaciéon U’ — U” = 0.
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Finalmente, revirtiendo el escalamiento inicial y usando nuevamente el axioma de
independencia de escala, se concluye que F(U) = (i1, 12) = N(U). Asi, toda funciéon
F' que satisfaga los cuatro axiomas coincide necesariamente con la'solucién’ de Nash ‘en

cualquier conjunto U, lo que demuestra la unicidad. []

Ejemplo 6.1.10. Basado en Nash (1950). José y Lugia “pueden intercambiar los

siguientes bienes:

Bienes Utilidad para José Utilidad para Lucia

Bienes de José

libro 2 4
soga 2 2
pelota 2 1
bate 2 2
caja 4 1

Bienes de Lucia

lapicero 10 1
juguete 4 1
cuchillo 6 2
gorTO 2 2

Cuadro 6.1 Utilidades de los bienes para José y Lucia.

Asi, las posibilidades de utilidades netas para amos son (utilidades netas significa

que se descuenta la utilidad que ya poseen inicialmente, 12 José y 6 Lucia):
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Lucia

—10 —5 . e eDe

ooogwooooc
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Y
.
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o

Figura 6.9, Posibilidades deé utilidad neta.

ooogwooooc

Figura 6:10 Envolvente convexa y soluciéonn de Nash.

Recordemos que la envolvente convera de un conjunto X C R", denotada por
conv(X), es el.conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos en X, es decir:
k k
COHV(X) = {Z)\lxl x; € X, )\1 Z O, Z)\Z = 1, ke N} .
i=1 =1
En este contexto, conv(X) representa todas las combinaciones factibles de utilidades
que José y Lucia pueden alcanzar mediante intercambios o promedios entre combina-
ciones discretas, y permite identificar la frontera eficiente de Pareto sobre la cual se

ubican las soluciones de negociacion.
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Usando el concepto de soluciéon de Nash, se resuelve el problema de intercambio
eficiente entre José y Lucia maximizando el producto de sus ganancias respecto
al punto de desacuerdo. En este caso, la solucién consiste en“encomtrar el punto
dentro de la envolvente convexa de combinaciones posibles que maximiza el produeto
Ganancia José x Ganancia Lucia. Como resultado, se alcanza, un valor éptimoyde
12 x 5 = 60, correspondiente al intercambio en el cual José entrega a Lucia el libro,
la soga, la pelota y el bate, y Lucia entrega a José el lapieero, el juguete ynel ‘cuchillo.
Esta asignacion constituye el acuerdo mutuamente beneficioso-segun (la)solucion de

negociacion de Nash.

.Y si consideramos la soluciéon de Bentham?

Uy iy, kS

Figura 6.11Envolvente convexa y soluciéon de Bentham.

La solucion utilitarista “"de Bentham consiste en maximizar la suma total de las
ganancias de, utilidad,de ambas personas como resultado del intercambio. En este caso,
el objetivo_es maximizar u; + ug. Se evalia cada bien y se asigna a quien le otorga
mayor utilidad. Por ejemplo, el 1ibro proporciona una utilidad de 4 > 2 a Lucia, por lo
que debe transferirse desde José hacia ella. De igual forma, el lapicero, el juguete y
el cuchillo tienen mayor valor para José que para Lucia, por lo que deben transferirse
en la otra direccion. Hay bienes con igual utilidad para ambos (soga, bate, gorro),
los cuales pueden asignarse arbitrariamente sin afectar el total agregado, y por ello
hay varias soluciones. Con estas decisiones, la ganancia total alcanza su valor maximo

posible, 12 4+ 6 = 18, siendo esta la asignacion utilitarista eficiente segin Bentham.
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Introducir dinero en el modelo permite convertir las ganancias de los agentes en
una unidad comun y transferible, haciendo que las utilidades sean comparables y que
sea posible redistribuir el valor generado por el intercambio. Al‘incorporar dinero,“el
conjunto factible deja de ser discreto y pasa a ser convexo, ya que ¢ualquier distribucién
del excedente total es alcanzable mediante transferencias monetazias: Por ejemplo, si'la
ganancia total por intercambiar bienes es 18, entonces cualquiér combinaeion’(u, us)

tal que u; + us = 18 con uq, uy > 0 es factible:
U= {(u17u2) UL U2 S 18,U1,U2 Z 0}

Esto permite separar la eficienciaw(maximizar_el total de ganancias) de la equidad
(cémo repartirlas), lo que.da‘sentido a soluciones como la(de Nash, que propone una

distribucién igualitaria,del excedente, por ejemplo (9, 9), sin sacrificar eficiencia.

Observacién 6.1.11. Roth (1977). demuestra que el axioma de eficiencia de Nash
puede reemplazarse por el axioma  méas débil de racionalidad individual (IR),
que simplemente exige F(U) >-(0,0).£Con gimetria, dependencia de alternativas
irrelevantes e independencia de_escala, Roth prueba que esta combinacion caracteriza

de manera equivalente_la solucion de Nash.

Por otro ladoy{la selucion de negociaciéon de Nash no satisface el axioma de
monotonicidad, (quesexige que si“se amplia el conjunto factible sin reducir el maximo
que puede aleanzar el otro jugader, ningiin participante deberia resultar perjudicado.

(una | ex)

d (e, 0) v

Figura 6.12 Solucién de Kalai-Smorodinsky.
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Reemplazando la dependencia irrelevante de alternativas por esta monotonicidad, se
obtiene la solucion de Kalai-Smorodinsky (Kalai and Smorodinsky, 1975) que consiste
en escoger el punto maximo en U en la linea conectando al origén,al punto en el que

cada jugador obtiene su maximo (ver figura 6.12).

La solucion de negociacion de Nash proporciona una caracterizacion elegante basada
en axiomas normativos, como eficiencia, simetria e imdependencia deésalternativas
irrelevantes. Sin embargo, esta formulacion es esencialmente estatica y no‘explica cémo
los agentes podrian llegar efectivamente a ese resultado. Para abordamesta limitacion,
el enfoque estratégico propuestosporyRubinstein (1982) modelata.megociacion como
un proceso dinamico de ofertas alternadas en-el tiempo. Esteumodelo permite derivar
la solucién de negociacion cemo el equilibrio de un juege, extensivo, incorporando de
manera explicita la impaeiencia de los jugadores y laslestrategias individuales. Asi, se
conecta el resultado de Nash con un proceso de interaccion realista y secuencial entre

partes racionales.

6.2. Modelo de negociacién de Rubinstein

En el modelo ‘de, Rubinstein4(1982), dos jugadores alternan propuestas, y cada
uno puede aceptar o rechazarla propuesta del otro. Si se llega a un acuerdo, el juego
termina; simo, eontinua al siguiente periodo, con la utilidad de los jugadores descontada
por facteres d; y dy respectivamente, donde 6; € (0,1) representa la impaciencia del
jugador 7. El modeloesun modelo de negociacién estratégico con informacion completa

y horizonte de tiempo infinito.

Formalmente, sean N = {1,2} los dos jugadores. El conjunto factible de acuerdos

que se considera es de la forma:
U= {(ul,u2) ERZ 1wy < g(ul)},

donde g : [0,b;] — R, es una funcién continua, céncava, estrictamente decreciente,
tal que ¢g(0) = by > 0y g(by) = 0. Los puntos (by,0) y (0,by) representan las
utilidades maximas posibles para cada jugador si tuvieran poder absoluto para imponer

su preferencia.
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Observaciéon 6.2.1. Los supuestos son més fuertes que los originales hechos por Nash.
Luego,
= las posibles historias son:
1. @ (historia inicial) o (u°, R, u', R,...,u’, R) donde v* € U,y R)significa rechazo
(historias donde le toca a un jugador hacer una propueésta)

2. (u®, R,ul, R,...,u?) (historias donde le tocaya unyjugador eonteéstar una

propuesta)

3. (u®, R,ul, R,...,ut, A) \(historias terminales donde sel aceptayla propuesta u'

en el periodo t)

4. (v, R,u', R,...) (historias terminales donde nunga se,acepta una propuesta)

= funcién jugador

si h es tipo (1) y h es vaeialo t es impar, P(h) =1y A(h) =U

si h es tipo

(1)

si h es tipo (1) y.t e cerowo par, P(h) =2y A(h) =U
(2) y t esimpar, P(h) =1y A(h) = {A, R}
(2)

si h es tipo (2) y t"es cerd opar., P(h) =2y A(h) = {A, R}.

Cada jugador i tiene un factor de descuento d; € (0,1). Si h es de tipo (3), ui(h) = o4u}
y ua(h) = dyub. Asi, los individues descuentan el futuro de manera exponencial. Si h

es de tipo (4)"ui(h) = uz(h) =0,

Figura 6.13 Arbol del juego.
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Rubinstein demostrd que, bajo este entorno, existe un tnico equilibrio perfecto en
subjuegos (EPS) en estrategias puras y estacionarias, y que dicho, equilibrio conduce

a un acuerdo inmediato en el primer periodo. Consideremos a contintiacién 6; = v

(0,1).
Sean u* = (uf,ul) y v* = (v],v}) dos propuestas de reparto tales que:

*

w ul = g(uf) y vi = g(vf) (ambos puntos se encuentran sobre la frontera del

conjunto factible U),

V] = 0ui, y ub = ov;.

Estas condiciones reflejan quéessi el jugador 1 propone u*, el jugador 2 es indiferente entre
aceptar o rechazar y/hacer la contraoferta v*, y viceversanPara que estas propuestas
constituyan un equilibrio“perfecto en subjuegos, debelcumplirse que las estrategias
de ambos jugadores sean mutuamente éptimas dades_los descuentos intertemporales.

Sustituyendo las condiciones. anteriores, se deduce que uj debe satisfacer la ecuacion:

f(uf) = g(uy)—dg(duy) = 0.

Para analizar la existencia y unicidad de'soluciones, observamos lo siguiente:

= f(0) = 9(0)-= 8g(0) = (1 =0)ba:> 0, ya que g(0) = by >0y d € (0,1);

v f(b) =9(b1) — dg(dby) ="0— 6g(db1) < 0, pues g(by) = 0y g es positiva en el

intervalo (0, b;);

» Como g es una fancién coéncava y continua en el intervalo [0, b;], se concluye
(véase Folland,(1999)) que g es diferenciable en casi todo punto de su dominio.
Por tanto, f*también es diferenciable casi en todo punto. De este modo, podemos
escribir: f/(z) = ¢'(z) — §%¢'(6z) < 0, donde la desigualdad se deduce del hecho
que g es comcava y d € (0,1): ¢'(z) < ¢'(6z) < 0y 6% < 1. Finalmente, se
concluye que, al set f' < 0 en casi todo punto, como es absolutamente continua
en el compacto [0, b1], por el teorema fundamental del célculo, f es estrictamente

decreciente:
fly) — f(x) —/:f/(s)ds<0, y > .

Asi, la ecuacién f(u}) = 0 admite una tnica solucién en (0, by).
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Teorema 6.2.2. En el modelo de negociacién de Rubinstein hay un tnico equilibrio

perfecto en los subjuegos. Sea x la solucion de

9(x) = 69(5a).

En todo equilibrio perfecto en los subjuegos, el jugador 1 siempre_propone (a3g(x)) v
acepta cualquier propuesta (2, g(z")) tal que 2’ > dz; el jugador 2 siempre propone

(0x,g(dx)) y acepta cualquier propuesta (2, g(z)) tal que's’ < x.

U2

Figura 6.14,Las propuestas estan en la misma curva de indiferencia.

U2

ba

Solucién de Nash

U1Ug = K

U1
by

Figura 6.15 6 — 1.
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Demostracion. Sea M el mayor pago que el jugador 1 puede obtener en el subjuego que
inicia en el periodo 2. En tal caso, en el periodo 1 el jugador 1 estara dispuesto a aceptar
cualquier oferta que le proporcione al menos d M, por lo que el jigador.2 debe recibir
al menos g(dM). Esto implica que, en el periodo 0, el jugador 2 no aceptard menoside
dg(6M), y por lo tanto el jugador 1 podra obtener como maxitho ¢~ (dg(6M)). Dado
que los juegos en los periodos 0 y 2 son idénticos, se requiere que M = g=l(dg(dM)),
lo que implica que g(M) = dg(0M). De manera anédloga,si se define m como el pago
minimo que el jugador 1 puede obtener en el periodo 2, entonces em ¢l periodo 1 el
jugador 1 no aceptard menos de dm, y-el jugador 2 no podra, recibir'més de g(dm).
Esto implica que en el periodo” Orel jugader, 2 no aceptara menos de dg(dm), por lo
que el jugador 1 podrd obtener al menos g~ (dg(dm)). Nuevamente, por simetria del
problema, se debe cumplir que m = g~ *(§g(dm)), es decirpg(m) = dg(dm). Por tanto,
concluimos que M = m, ynque el equilibrio’perfecto ensubjuegos (EPS) es tinico. Sea

u* el pago del jugador 1y v* = g(u*)-eldel jugader:2. O

A continuacion, se presenta un ejemplo ilustrativo para una forma especifica de g(-).

Ejemplo 6.2.3 (Reparto lineal de una.tarta).” Supéngase que g(z1) = 1 — x1, es decir,
el jugador 2 recibe lo que el jugador 1 no recibe. La condicién de unicidad del EPS se

escribe como z = ¢=1(§§(0x)) = k—§(1 — dx), de donde se obtiene:

r=1—6+0x

e(1-6*)=1-6
1-6 1

r = =

S 1—=62 1496

1
1+46

5

+5- Conforme § — 1,

Por lo tantogel jugador 1 recibe y el jugador 2 recibe g(z) =

ambos jugaderes:convergen a un reparto equitativo de la tarta: (1/2,1/2).

Observacién * 6.2.4. Este equilibrio tiene varias propiedades destacadas: (i) es
eficiente, pues se alcanza acuerdo inmediato y en la frontera de Pareto; (ii) las
estrategias son estacionarias, es decir, no dependen del periodo; (iii) si el juego es
simétrico, el jugador que hace la primera oferta (jugador 1) tiene ventaja, pero esta
ventaja se desvanece conforme § — 1, y se cumple que x/g(x) — 1; (iv) en el caso

lineal, esto implica convergencia al reparto equitativo (1/2,1/2).
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Observaciéon 6.2.5. De forma general, podemos definir las preferencias de los
individuos sobre (X x T) x D, donde X es el conjunto de acuerdos, T = Z, y D

es el conjunto de historias. La relacién de preferencias >; satisfaceo siguiente:

» (x,t) =; D para todo (z,t) € X x T,

» El tiempo es valioso: (z,t) =; (x,t+ 1) para todo ¢ € Thy para cialquier acuerdo
x € X. Ademés, (z,0) =; D.

» Las preferencias son estacionarias:)(z,t) & (y,£4'1) si y solo&in(z,0) =; (y,2),
y (ZE,t) tz (y7t) si y solo si (.7),0) >_—z (y7 0)

» Continuidad: si zz€.X ey, € X para todo n &N, y {z,} converge a x € X e
{yn} converge &y € X |y (x,,t) Zn(yn, s) para todo ny entonces (x,t) =; (y, s).

Estos supuestos implican que para cualquier ¢ € (0,1) existe u; : X — R continua tal

que =; queda representada sobte /X X T por ¢'u;(z)en el sentido que
(@,1) 7 (y,8) <0 wfw) > 6°u;(y).
Esto se demuestra en (Fishburn and Rubinstein, 1982).

Observacién 6:2:6. Si ¢'u,;(x) représenta >=;, entonces para todo € € (0, 1), la funciéon

e'vi(x) con v(r) =(u;(z)) ™/ W@ también representa ;. En efecto,

lne>0
o= — .
Iné
Luego,
Ine
t: 5tOé — :5“:: = —
e = (5" € o s

Asi, como z — z% es estrictamente creciente para o > 0, concluimos.

Observacién 6.2.7. Si §'u;(-) y €v;(-) representan dos relaciones de preferencias y
0 > €, no podemos decir que la primera relacion es mas paciente que la segunda, salvo

que v; = U;.

Ejemplo 6.2.8. Consideramos un juego de dividir la torta en el que cada jugador

i tiene preferencias representadas por la funcién d'z;, con §; € (0,1). Ahora no
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imponemos que los §; sean iguales. A partir del sistema de ecuaciones que debemos

tener en el equilibrio (donde u* es la oferta que hace J1 y v* la qu ha@%): Q
Q

= g(uy)

con g(x) =1 — x. Se sigue que




Capitulo 7

Juegos repetidos

Para este capitulo, seguimos fundamentalmente a/Mailath and Samuelson (2006)
y Osborne (2003). Los juegos repetidosexaminan la légica de las interacciones de
largo plazo. Los jugadores toman~en cuenta efectos de su conducta actual sobre la
conducta futura de los otros jugadores. Asi, temas como la cooperacién, la verguenza,
las amenazas o la reputacion son de interés en estos juegos. En particular, los juegos
repetidos son un caso especial de los juegos extensivos con informacion completa y

jugadas simultaneas.

7.1. ~Conceptos fundamentales

Definicién'7.1.1. Juego infinitamente repetido. Sea G = (N, (A;), (u;)) un juego
estratégico (el juego“de cada etapa), y sea A = @,y A;. Un juego infinitamente
repetido de’G._esiun juego extensivo con informacién perfecta y jugadas simultaneas

(N, H, P/(u;)) efiel que

» las historias no terminales: H\Z son U, A, K € Ny, donde A° = {) es la historia

inicial,
» la funcién jugador: P(h) = N para todo h € H\Z,

» historias terminales: Z = A>,

136
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» funcién de pagos:

U(h) = (1— )3 d'us(a'), 6 € (0,1))

Definicién 7.1.2. Una estrategia pura del jugador i es una funcién
S; ¢ H\Z — Al

donde H es el conjunto de historias, Z las historiag!terniinales y A;»el espacio de

acciones de 1.

Observacién 7.1.3. Por lo general,” o bien el conjunto A; es finito y se consideran
estrategias de conducta (distribuciones de probabilidad sgbréy A;)!, o bien A; es un
conjunto convexo y cémpacto de R¥. En (@l tltimo caso, sésastime que las funciones de

pago u; son continuas y cuasiconcavas:

Definicién 7.1.4. Una estrategia-de conducta del jugador ¢ es una funcion
En algunas ocasiones, se introduce una loteria publica, que sirve para hacer que
todos los pagos de la enyolvente convexa de u(A) sean factibles.

Observacién 7.1.5. En alguuas ocasiones se escribe

donde h es la historia inducida por el perfil de estrategias o.

Definicién 7.1.6. Un perfil de estrategias o es un equilibrio de Nash si para todo 7 y
toda estrategia.c;

UZ<0') Z Ui(dg, O'_i).

Definiciéon 7.1.7. Un perfil o es un equilibrio perfecto en los subjuegos si para toda

h € H\Z, o|, es un equilibrio de Nash del juego repetido.

Observaciéon 7.1.8. En un juego repetido, todo subjuego es idéntico al juego repetido

original.

'Notar que esto es distinto a estrategias mixtas.
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7.2. Autématas y enfoque recursivo

Ejemplo 7.2.1. Consideremos el dilema del prisionero repetido:

jugador 2
cooperar  desertar
cooperar 3,3 0,4
jugador 1
desertar 4,0 151

Podemos considerar en este/contexto; To,que llamamosieéstrategia sombria: cooperar
en el primer periodo, y en cada periodo siempre quelos dos jugadores hayan cooperado

hasta entonces. Desertar em.cualquier otra circunstancia.

Entonces, si —¢ juega'la estrategia sombria, €4 también, entonces el pago es

—5)3 5 3) = (1= )3+ (1o i(st

~(1-6)3+(1-6 52&3
— (1-6)3+63=3.

Ahora bien, si i se desviayel.pago del periodo es 4, y en cada periodo futuro a lo mas 1,
pues el otro jugador/deserta y, por como se defini6 la estrategia, lo 6ptimo es desertar

siempre a contingacién. De este modo, el pago del desvio es
(1—=8)4+0(1) =4 - 30.

Por lo tanto, para

1
324—35@525,

la estrategia sombria es un equilibrio perfecto: jla cooperacion es posible en el sendero

de equilibrio!”

2Si el juego se repite solo finitas veces, el tinico EPS es jugar el EN en cada periodo por induccién

hacia atras.
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Observacién 7.2.2. Podemos pensar en:

(1=0)34+30 >4(1—9)+ 1(0)
=

6(3-1)> (1-0)(4-3)

—— —_—

Castigo. Beneficio del crimen.

Observacion 7.2.3. Estrategias como autématas finitos: Una estrategia en un

juego repetido puede representarse como un autématafinito (2, w°, fi 7)ndonde:

Q) es el conjunto finito de estados, que resuine las-historias no terminales del juego

H\Z}?
» W €0 es el estddo inicial;

f:Q — Aesla funcion de recomendacion, que indica qué jugada se realiza en

cada estado;

T:Qx A= Qeslla funcion de transicion, que determina cémo evoluciona el

estado segun las acciones-Observadas'y elrestado.

Primero, extendémos el deminio de(la funcién de transicién de Q x A a Q x H — {(}

como sigue (de forma.recursiva):

htfl — (ao’ .. ’at72)

7(w, ") = 7(7(w, A1), a’h).

Con esta definicion, una estrategia s puede describirse como sigue:

Definicién 7.2.4. Estado accesible. Un estado w’ € Q es accesible desde otro estado
w € () si existe una secuencia de perfiles de accion tal que partiendo de w se llega a w'.

Formalmente, existe h' tal que w’ = 7(w, ht) = 7(7(w, K1), a’1).

3El conjunto € es una particién de H/Z, agrupando las historias que tienen la misma estrategia

de continuacion.
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Definicién 7.2.5. Perfil de continuacion. Cuando un perfil de estrategias o es
descrito por un autémata (2, w°, f,7), el perfil de estrategia de continuacién luego de
la historia h', o], es descrito por el autémata que se obtiene uSandong(w?, h!) como

estado inicial. Esto es:

(Q, 7(W°, A, £, 7).

Ejemplo 7.2.6. Dilema del prisionero usando -autémata: estrategia. Una

estrategia sombria (grim-trigger) puede representarse cdon:

» QO = {wp, w1}, donde wy es’ehestado de ceoperacion y wy el estado de castigo

eterno, esto es una particion por come se.ha definido;
- f(OJo) = (Oa 0)7 f(wl) N (DaD)7
» funcién de transicion:

W, siw=typya=(CC),

7w, a)/=
w1, \en otro caso.
e, C) (*, %)
wo a # (07 C) N w1
(C,0) "\ (D, D)

Figura 7.1 Perfil de estrategias sombrias como autémata.

Este tipo de representacién permite verificar si un perfil de estrategias es un equilibrio
perfecto en subjuegos (EPS), al asegurar que no existen desvios unilaterales rentables
desde ningtn estado w € ). Ademas, facilita la visualizacion mediante diagramas de

estados y transiciones.
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Ejemplo 7.2.7. Dilema del prisionero usando autémata: funcion valor. Con
relacién al perfil de estrategias sombrias, el valor de cada estado (figura 7.1) viene dado

por

V(wg) = (1 — )3 + 0V (wp) = V(wp) =3

V(w)=(1—-0)14V(w) = V(w)=l.

Luego, no hay desviaciones unilaterales ventajosas en wy si
(1=08)(4)+ 0V (w) <V{wg) < (1 =08) (1) <3< 06 2>1/3.
Anélogamente, para ws:
(F="0)0+ 0V (w1) < V(wg) = 0< 1.
Asi, el perfil de estrategias sombria es un EPS si y solo si § > 1/3.

Ejemplo 7.2.8. Cournot repetido.“Se tienen<'empresas que escogen cantidades

(las acciones) a; € (0,7, donde g < 1% La funcién de-demanda inversa viene dada por

P(Q) = méx {1 — an%o}

=1

con costo marginal ¢ < 1 y beneficios

i) = (o (i {1 a0} ).

Ahora bien, bajo colusién,

g | (1 - T )

provee
1—c
a; =
2n
2
4dn
En efecto, la CPO provee
1-2Q"—c=0
. 1—c
2
. 1—c
q; =

on
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Por otro lado, el equilibrio de Nash del juego en una etapa (Cournot) es (ver subseccién

3.1.1)
1—c¢c

a; =
n+1

N2

v = L=

(n+1)2

En este caso, la estrategia sombria corresponder a coludir enrtodos los“periodos, i.e.

producir (1 — ¢)/2n si todos han hecho eso en cada periodo pasado, y sivno, producir

la cantidad de Cournot (1 — ¢)/(n A+ 1.
La pregunta natural es: jes(la estrategia.sombria‘es un equilibrio perfecto si d esta

suficientemente cerca de 17 Veamos. Si los otrosjugadores juegan colusion e ¢ se desvia,

produce
—1)(1 —
a; Eargmax{ai (1 Y Gl —c—ai>}.
2n
Se obtiene facilmente aplicando CPO
T (n& 1)L —=¢)
! 4n

Por lo tanto, el pago de la desviacién éptima es menor o igual al pago de la colusién si:

(n+ 1)(1 —¢) (1-¢)?  (1—c)?
1L—9 ) < . 7.1
( )< 4n +(71—1—1)2_ 4n (7.1)
ui((nﬂig—c)’g;c)
Por lo"tanto, de (7.1) corclwimos que si
B 1— 4n 5
9> 0d(n) = S 2 = 14 )
- (G2e) T eer
(n+1)2 (n+1)

entonces Ja=eolusion es un equilibrio.
Observacion 7.2.9. No es inmediato que haya competencia con varios competidores,

aunque el numero de competidores hace la colusion més dificil (lim,, o, 0(n) = 1).
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Figura 7.2 Perfil de estratégias-sombrias err Cotirnot como autémata.

Ejemplo 7.2.10. Bertrand repetido. Consideramos n/ empresas que deciden en
precios a; € [0,00). Ka demanda es max{l — min; a;, 0} ‘. el costo marginal de cada

empresa es ¢ < 1. Bajo colusion, debemos. résolver

méx {501 <) — ¢) ¢ 4 i (1= p)(p — ).

1

n(—p)(p+e)
La CPO provee que se debe cobrar p = % Por ende, para cada produce:
. 1l—c
a. =
{ 2n
y obtien€ heneficios iguales a
1 — 2
oo =02
4dn

Por otro lado, en‘el*equilibrio de Nash,

= p > ccon igualdad para al menos dos competidores,

L] ulz()

La estrategia sombria en este caso es vender al precio (1 + ¢)/2 si todos han hecho
eso en cada periodo anterior, y si no, a precio c. Para encontrar el 4 > 0 tal que la

estrategia sombria es preferida, analizamos el desvio. En este caso, es vender a precio
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p = (1+¢)/2 — € (e arbitrariamente chico), y quedarse con todo el mercado. En dicho

caso, los pagos por la desviacion son

(1— 5)(1;@2 +5(0).
Asi
1= L 0 < L (72)
(7.2) ocurre si y solo si
S 5m) = 1— %

Observacién 7.2.11. Para n 5 2,8(n) >4(n):* por lo tanto, la ¢olusién es mas facil

en competencia a la Cournotique a la Bertrand.

Lema 7.2.12. Si a* és_un jequilibrio ‘de,Nash del juego &, entonces s*, dada por
si(h) = a; para toda h € H\Z para'tedo’i es un equilibrio perfecto en los subjuegos

del juego G repetido infinitas veces; G™.

Demostracion. Desviarse .en un periodo no'puede beneficiar en ese periodo pues a* es
un equilibrio de Nash del juego G, v no“puede beneficiar en periodos siguientes pues

las estrategias de<os demas son independiéntes de la historia O

Teorema 7.2.13=Teorema Folk."Sea a un perfil de acciones tal que u(a) > u(a*)
para algtn eqtilibrio estdtico de Nash a*. Entonces existe 0 € (0, 1) tal que para todo
0 > 9 existe un equilibrio perfecto en los subjuegos del juego repetido de G' con sendero

de equilibrie a’ = a para todo t.

4 Tenemos que:

n—1_ (n+1)?
n — (n+1)2+4n

((n+1)%>+4n)(n —1) > n(n + 1)

(n?+6n+1)(n—1)> (n+1)*n
n3+6n2+n—n2—6n—12n3+2n2+n
5n2 —5n—1>2n%+n
3n® —6n > 1

3n(n —2) > 1.
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*

Demostracion. Sea a* = (af,...,a’) un equilibrio de Nash del juego estdtico G con
pagos e = (e1,...,e,) yseaa = (aj,...,a,) un perfil de acciones tal quew;(a) = z; > e;
para todo jugador i. Supongamos que cada jugador representa st‘estrategia mediante

un autémata finito de dos estados:

= wy: estado de cooperacion, donde se juega f(wy) = @;

» w;: estado de castigo, donde se juega f(w;) = a*.

La transicién 7 : 2 x A — Q) estdvdefinida por;

. Wy, si‘w=wgyad =a,
T(w,al) =
w1, en cualquier otre caso.
Esta estrategia sombria juega a en el primeryperiodo. Si,en todos los periodos anteriores
se jugd a, se continda en wy y se juega.a nuevamente. 3i en algtin periodo se observa
un desvio (es decir, a’ #, a){ sé transita a w;y se juega a* para siempre. Sea
di = MmaXyea, u;(a_;, a;) €l pagorque obtiene el jugador ¢ por desviarse unilateralmente
en el primer periodo. Si el jugador 7 desvia; obtiene d; en el primer periodo, y a partir
del siguiente se juega a@* indefinidamente;-con valor presente de;. Asi, el valor total de

desviarse es:
VAT (1 — §)d; + be;.
Si en cambio sigue la cooperacion:
cooperacién __
Para que no sea rentable desviarse, se requiere:

x; > (1 —=9)d; + de;.

Despejando §:

Definiendo

se tiene que para todo d > ¢, ningtn jugador tiene incentivos a desviarse del equilibrio

propuesto. Queda probar que se trata de un equilibrio perfecto en subjuegos (EPS). [
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Ejemplo 7.2.14. El dilema del prisionero revisitado. La paciencia de los
jugadores es una condicion necesaria, pero no suficiente, para sostener,la cooperacion
en juegos repetidos. En particular, existen perfiles no Pareto eficientes ni simétrices
que pueden sostenerse como equilibrio perfecto en subjuegos [Silosyjugadores son
suficientemente pacientes. Considérese la estrategia sombria par;definida de la siguiente

manera:

= En el primer periodo, y en todos los periodospares, ambos jugadores ejercen

esfuerzo (juegan C).
» En los periodos impares, @mhos jugaderes eligen ocio (juegan D).

» Si en cualquier periodo el outcome no es el preserite (es decir, algin jugador
desvia), se entra“a un estado de eastigo permanenté consistente en jugar el

equilibrio de Nash estatico a*,

En los periodos impares, no.hay incentivos a~desviarse, ya que el plan prescribe D
para ambos jugadores. El analisis relevante,se eentra en los periodos pares, donde un

jugador podria obtener un pago mayor mediante una desviacion unilateral.

Valor de seguir la estrategia: en los periodos pares se recibe un pago de 3 y en los

impares un pago de %, El valor presente de este flujo es:
UFe™ = (150) (340 140%-340%-1+4---)
=(1-9) [3252’%525%]
k=0 k=0

1 1)
=(1-0) [31_52“_52]
3496
1446

Valor de desyiarse en un periodo par: si un jugador desvia en un periodo par,

recibe un pago de 4 ese periodo, y luego se entra a castigo permanente con pago 1:

desviar — 4(1 — §) +§- —— =4 — 30.
Condicion de incentivo: se requiere:
31054 3

1+0
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Multiplicando ambos lados por 1 + §:
340> (4-38)(1+6)=4+03— 30,
lo que implica:

34+6—(4+6-30)>0 = 30°>1 "= 9

o|%,

Por tanto, la estrategia sombria par constituye un equilibrio perfectonen ‘subjuegos
siempre que:
V3

0> —.
T3

Este ejemplo demuestra que la=cooperacion parcial o salternada también puede
sostenerse en equilibrio bajo amenazas ereibles de castigo, incluso si no se alcanza

el 6ptimo de Pareto simétrico.

(*)

Figura 7.3 Perfil de estrategias sombrias pares como autéomata.
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Desde el enfoque del autéomata (figura 7.3):

V(wo) = (1 —=0)(3) + 0V (w)
Viwy) = (1—=0)(1) + 0V (wp)

349
Vi) =575

1+30
Vi =375
V(LUQ) =1.

Luego, analizamos desviaciones:

Viw) > (1= 0)4) FoV(wy) =8>1/V/3
V(w1) 21 —0)(0) + dV (ws) siempre se cumple para § < 1

V(wse) > (1 —20)(0) + dV.(w3). siempre se cuniple.

Ejemplo 7.2.15. Tit-for-tat( (0jo- por ojo). Gonsidere la siguiente situacién: se
empieza cooperando, y luego cooperar si ehotro(jugador coopera en el periodo anterior,
y desertar si el otro jugader~desertéo.en ‘el periodo anterior. ;Es tit-for-tat EPS?

Consideremos primero©los pagos:

jugador 2
cooperar  desertar
cooperar 33 -1, 4
jugador 1
desertar 4, -1 1,1

» Sean a; € {C,D}.

» Sea V la funcién valor para J1 (si bien no tenemos la simetria perfecta, los

jugadores son intercambiables).

» Denotamos {wy,ws,ws,ws} = {wee, wpp, wep, wpe }-
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» Wy = Wee-

> Luego,
f(waya,) = (a1, a2)
y
T(Wayas (A1, 02)) = Wayas™
» Asi,
Viwec), =3
V(wpph, =1
Vwep) = (1=0)(=1)+ 0V (wnc)
Viwpe) =@(1—9)+ 0V (@ep):

Resolvemos el sistema lineal:

- - - -1 L - -
V(wee) 1(076° 0 3 3
V(UJDD) 0 1 0 0 1 1
- T 451
V(w(;D) 0 0 1 —0 0—1 1+ 5
4—9
V 0 0"~ 1 41 -9
Vo) |, | IR I
Evaluamos ahora si hay desvios rentables en los distintos estados del

automata.

CasoA: En wee se prescribe cooperacion. Para que esta sea 6ptima, debe cumplirse:

46 — 1

V(wcc) 4 (1 — 5) -4+ 5V(WCD) = 4(1 — (5) +6 —.

1+

=V(wpc)
Sustituimos V(wde)= 3, y resolvemos:
5(46 — 1)
3>24(1—-90)+ ——=
Z A=+

Esto es equivalente a:

0>

RS

Caso 2: Para que la respuesta sea Optima, se requiere que

V(WCD)Z(l—é)-l—i-é'l:l.

=V(wpp)
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Sustituyendo:

45_1>1 = >
1+06 — -

Caso 3: En wpe, praa evitar desviaciones debemos tener

[GSR )

V(wpe) > (1—8)-3+5-3=3.

=V(wce)
Sustituyendo:
1704 o
1% 64
Con los casos 1-3 llegamos a qué no existe ningun valor de o€ (0,1) que satisfaga
simultdneamente:
1 2 1
g > - 0> —, 70 < A
4’ — 3’ !

En particular, la dltima‘eondicion contradice las anteriores, Por lo tanto, tit-for-tat no
es un equilibrio perfecto en subjuegos ((EPS), ya que no es un equilibrio en todos los
estados alcanzables por la estrategia. Sin embargoy, puede ser un equilibrio de Nash del

juego repetido si § > %, como se mostré e€n un analisis separado.

Ejemplo 7.2.16. Tit-for-tat(otros pagos). Consideremos ahora los siguiente pagos:

jugader. 2

cooperarw, _desertar

cooperar 313 0,4

jugador ¥

desertar 4,0 1,1

Del anélisis en el ejemplo 7.2.15, deducimos que se tienen los siguientes valores de

estado simétricos:
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y los siguientes valores de estados antisimétricos

Por lo tanto, se deduce que

40 4
M) s e B

4 40
o) =75 Valws) =475

Las desviaciones relevantes (dado que 16syjugadores son inter-cambiables) son:

Vi(wo) ZA1= 0)(4) +0Va(ws)
V() 2 (1 —6)(0)st 0Vi(ws)
Vi(ws) = (1 =0W3) = 6V (wo)
Vi(wz) = (B O)(1) + 0V (w1)

Entonces,

46

1+06

4
1> 60— <1
20755 — 0S /3

>3 = §<1/3

3> —6)A) +0 — §>1/3

—_
s[5
(@9

>1 = 0>1/3.

—_
+

De este mode, tit-for-tat es un equilibrio perfecto si y solo si § = 1/3.



Capitulo 7. Juegos repetidos 152

Figura 7.4.Tit for tat, autémata, sin degyiaciones dobles.

7.3. Enfoque del minnmax
El rombo a continua¢iéon constituye elvconjunto factible (mediante secuencias de

acciones cuando el factor de"descuentose.acerca a uno, o mediante una loteria publica

para un factor de,descuento fijo).

U2

Figura 7.5 Conjunto factible.
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El drea sobre (1, 1) es el drea individualmente racional, pues (1,1) es el minimax,
donde cada jugador hace lo mejor posible si el otro minimiza los pages del primero.
Véase el anexo B. En un equilibrio de Nash, los jugadores no ptieden“obtener menes
que el minmax. De modo converso, cuando & — 1, toda el area sobre (1,1) puede

alcanzarse como pago en equilibrio perfecto (por el teorema deEolk).

Definicién 7.3.1. El pago minimax del jugador i en el juegonG = (N,(4;),(w;)) es el
pago minimo que los demas jugadores pueden imponerle:

v; = min max u;(6_;,07) = Max min  ui(o;, 0_;). (7.3)
o_€EA_; 0;EA; O',L'EA(Ai) J,iEA(A,i)

Observacién 7.3.2. La igualdad en (7.3)_ sé“demuestra~usando el teorema de
separacion de conjuntes convexos en el anexo B. Alternativamente, es facil ver que:

v; = min max ;(o;, o_;)(> min u(o}, 04y =wi(o],0",) =W;.

0—4 gq —1

Luego, supongamos que (g, ") es’un equilibrio,de Nash en estrategias mixtas.

Entonces,

r ot )= maxu(o;,0")

:y _
K3 3 o

UZ'<O'

rel) = max u_i(or,0_;).

R

U,i<0'

—1

Como el juego es de/suma cerg,

wi(of,0",) = —u_i(or,0";).

1Y —1 17—
Por lo tanto,
—ui(0],0%;) = max {—ui(of,0-:)}
—1

UKO’:, O-iz) = Iyin Ui(O';, U—i)'

—1

Ahora bien,

min max u;(o;,0_;) < max wi(of,0";)
2

o_; O

ui(o7,07;) < minw;(of, 0-;) < maxminu;(o;,0-).

i o, 0_;

Por lo tanto v; < w;, con lo cual concluimos.
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Definicién 7.3.3. Un perfil de pagos w en G es individualmente racional si w; > v;
para todo i € N (estrictamente si w; > v; para todo i € N). Decimos_que a € A es
tal que u(a) es individualmente racional, entonces a es un resultado individualmente

racional de G.

Observacién 7.3.4. Si p_; resuelve el problema de minimizaciony(7.3), entonces es el

peor castigo que los demés jugadores pueden infligir al jugader,z en G.

Lema 7.3.5. Todo perfil de pagos correspondiente a un, equilibrio de Nash.de un juego

repetido de G es individualmente, racienal en G.

Demostracion. Si w es un perfilFde pagos que ne.¢s individualmente racional, entonces
existe i tal que w; < v;“Seavs; la estrategia dada per la mejor respuesta estatica
luego de cada historia $y(h) = b;(s_;(h))."Como b;(s_;(h)) >, para todo perfil s_; de
estrategias de los demas, s; garantizaan pago mayor 6 igual a v;. Entonces w no puede

ser un pago de equilibrio de Nash ‘pties ¢ gana desviandose a s;. O]

Observaciéon 7.3.6. A (fortiori,"todo perfil«de ‘pagos de equilibrio perfecto en los

subjuegos es individualmente racional

Teorema 7.3.7. Teorema de Folk ayla Nash. Sea w un pago estrictamente
individualmente racional de G. Existe un 0 € (0,1) tal que w es un perfil de pagos

de Nash del juego repetido/de G para cualquier descuento & > 4.

Demostracion. Dado que w. es estrictamente individualmente racional, existe una
loteria publiea sobre perfiles de acciones a € A tal que E[u(a)] = w. Consideremos
una estrategia en la,que todos los jugadores siguen esa loteria en cada periodo. Si
algin jugador i se desvia, los demés juegan a partir del siguiente periodo un perfil que
le garantizasa.i.su valor minimax v; para siempre. El valor de cooperar para el jugador
i es VO =y, Sii se desvia, recibe como mucho (1 —0)d; +§ - v;, donde d; es su pago

maximo posible en el juego de etapa. Para que no convenga desviarse se requiere:

Como w; > v;, esta desigualdad se satisface para todo ¢ suficientemente cercano a
1. Asi, existe § € (0,1) tal que para todo § > 4, ningin jugador tiene incentivos a

desviarse, y el perfil de pagos w es sostenible como equilibrio de Nash. O



Capitulo 7. Juegos repetidos 155

Observaciéon 7.3.8. En dilema del prisionero todo pago estrictamente individualmente
racional es un pago de Nash para un juego repetido con ¢ suficientemente grande.
Mas aun, en este caso no hace falta que sea estrictamente racional: Em el dilema del
prisionero, pago minimax de cada quien se alcanza en un mismo pertfil, y’és un equilibrio

estatico de Nash, esto permite un resultado muy fuerte.

Observacién 7.3.9. Equilibrios perfectos en los subjuegos mediante.codigos
penales. Todo resultado de un equilibrio perfecto enlos subjuegos (ERS) puede ser
implementado mediante estrategias que. castigan a quien se desvia con“el peor EPS

disponible para ese jugador. Estas estrategias funeionan de la siguiente manera:

Si un jugador ¢ se-desvia,del plan de equilibrio,slos demas jugadores responden

ejecutando el peor EPS posible contra i desde esesmomento en adelante.

= Si durante el castigo, otro jugador.deja de castigar a 7, entonces este nuevo jugador

pasa a ser castigado con' su prepio castigo cerrespondiente (el peor EPS contra

él).

= Si el jugador originalmente castigade.vuelve a desviarse durante el castigo, el

castigo se reinicia desde cero.

= Estos castigos dependen unicamente de la identidad del jugador que desvid

primero| node la historia‘completa del juego.

El conjunte de castigospreestablecidos para cada jugador se denomina cédigo penal.
Este codigo especifiga qué-castigo aplicar a cada jugador en caso de desviacion y permite

implementar, perfileside pago como EPS en juegos repetidos con monitoreo perfecto.

Teorema 7.3:10: Principio de una sola desviacion. Un perfil de estrategias o es
un equilibrio perfecto en los subjuegos (EPS) si y sélo si no existe ninguna desviacién

ventajosa de una sola vez para ninguin jugador en ninguna historia.

Definicién 7.3.11. Desviacién de una sola vez. Una desviacién de una sola vez
para el jugador 7 respecto de una estrategia o; es una estrategia &; tal que existe una
tinica historia finita i en la que &;(h) # o;(h), v 6:(h) = 0;(h) para toda otra historia
h # h.
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Proposiciéon 7.3.12. Dada una estrategia fija o_; para los demas jugadores, una

desviacién de una sola vez G; es ventajosa si:
Ui(Gilg, o-ilp) > Uiloilg, o-ilR)-

Demostracion. (=) Supongamos que o es un equilibrio perfecto en los subjuegos.
Entonces, por definicién, para toda historia h y todo jugador 1, la estrategia o; debe
ser 6ptima en el juego a partir de & dado o_;. Por tante; cualquier desviacion, incluida
una desviacion de una sola vez, fio puede mejorar el=pago’de i €n el subjuego iniciado
en h.

(<) Supongamos ahora que ne existen desviaciones ventajesas de una sola vez, pero
que o no es un equilibrio pexfecto en los subjuegos. Entonces, existe alguna historia h

y algun jugador ¢ tal que.existe una estrategia ; con:
Ui(Gilp0=)) > Uilau, o=il3)-

Como los pagos son desc¢ontados, existetun entero 7' suficientemente grande tal que
seguir &; por T periodos“después de.h, ¥ luégo volver a o;, proporciona un pago
estrictamente mayor que seguir o; desde el principio. Formalmente, definimos la

estrategia:

7i(h), “si h gcurre en los primeros 1" periodos tras h,

o;(h), en adelante.

Por induccién hacia atrds,)existe algin primer periodo en que la desviacién de G; es
estrictamente mejor que) seguir ;. Esto implica que hay una tnica historia h* tal que
modificar la‘accién prescrita por o; en h* mejora el pago esperado, es decir, existe una
desviacion ventajesa de una sola vez, contradiciendo la hipdtesis. Por lo tanto, o debe

ser un equilibrio perfecto en los subjuegos. O]

7.4. Perfiles de estrategias como automatas

En esta seccion establecemos de forma general el enfoque de perfiles de estrategias

utilizando autématas finitos. Como vimos en los ejemplos 7.2.7, 7.2.14, y 7.2.16, este
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enfoque permite representar de manera estructurada estrategias en juegos repetidos,

facilitando el estudio de sus propiedades de equilibrio.

Definicién 7.4.1. Un autémata en estrategias mixtas es una ‘tupla (Q,w°, f,7)

compuesta por los siguientes elementos:

= un conjunto finito de estados €2,
» un estado inicial W° € Q,

= una funcion de recomendacion_ f : Q - @&; AA;, que asigna a/cada estado un

perfil mixto de acciones,

= una funcion de fransicion’T : 2 x A — Q, que indiea el-estado siguiente dado el

estado actual y el perfil de acciones jugado.

Si f(w) es una loterfa degenerada (es decir, un“perfil puro de acciones), denotamos
directamente por f(w) el perfilsS¥'no es degenerada, usamos f“(a) para indicar la

probabilidad asignada al perfil ¢ € A, cumpliendo que Y ,c 4 f“(a) = 1.

Definicién 7.4.2. El"perfil de estrategias’ inducido por el autémata (Q,w?, f,7) es
un equilibrio perfécto en los subjuegos si, para todo estado w accesible desde w?, el

automata (Q,w( f, 7) constituyée un equilibrio de Nash del juego repetido.

Observacién 7:4.3. Usando el principio de una sola desviacion, basta verificar que en
cada estado accesible wlas recomendaciones f(w) son mejores respuestas, considerando

como pago de contimuacién V;(7(w,a)) en caso de que se juegue a en dicho estado.

Definicién7.4.4. La funcién valor del jugador ¢ en un estado w es:

= En estrategias puras:

Vilw) = (1 =0) - ui(f(w)) + 6 - Vi(r(w, f(w))) |

= En estrategias mixtas:

Vilw) = (1= 0) X wla)f*(a) +6 Y Vi(r(w.0) /().

acA a€A
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Proposicién 7.4.5. Un perfil de estrategias inducido por un autémata es:

» un equilibrio de Nash si para todo w en la senda de equilibrie, seguir )f (w) e$ una

mejor respuesta dado el valor futuro V;(7(w, a));

= un equilibrio perfecto en los subjuegos si esto ocurre para todo w accesible desde

WP,

7.5. Aplicaciones

En esta seccién vamos asestudiar las aplicaciones de log jiiegos repetidos. Se sigue

el capitulo 6 de Mailath and\Samuelson (2006).

7.5.1. Guerra de precios.de Rotemberg-Saloner

Consideramos un mercado con n firmas que producen un bien homogéneo. En
cada periodo, juegan un juege-éxtensivo repetido donde la naturaleza escoge primero
un estado s € S y sé les revela a las fitmas. Los estados son independientes y la

probabilidad de soxtear €l estado s es g(s).
Luego de observar los “estados,. las firmas escogen simultaneamente precios
1, PamAstyla cantidad demandada es

s — min p;.
1§z’§npZ

El juego estatico-tiene™un tnico equilibrio de Nash donde cada firma fija p = 0. En
contraste, fijarel precio monopélico p = s/2, que resulta de maximizar (s — p)p, provee
un beneficio.de (s/2)%. Asi, es més lucrativo coludir cuando la demanda es alta, pero

también, es mas lucrativo desviarse.

Asumimos que el factor de descuento § es el mismo para todas las firmas. Vamos a
considerar el equilibrio més colusivo, en el que las firmas fijan p(s) < s/2. Si denotamos
v* el valor del pago esperado de dicha estrategia:

v == 3 pE)6 - p(9)a(s). (74)

ses
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entonces una condicién necesaria y suficiente para que el perfil de estrategias sea un
equilibrio es
1

—(1=0)p(s)(s = p(s)) +0v" = (1 = 0)p(s)(s — p(s)), ¥ 3 5. (7-5)

La ecuacién 7.5 asegura que la firma prefiere el precio p(s) quésdesviarse a un precio

infinitesimalmente menor (se toma el supremo del lado derecho);

Nos interesa entonces p(s) que maximiza o sujetoa (7.4) y=(7.5). Para ¢
suficientemente grande, se maxintiza‘en p(s) = s/2. Fsto sale delas CPO./; Qué sucede

si 0 no es tan alto? Podemos re-escribir (7.5) como sigue:

nov*

(= 1)(1—9)

> pls)(s — p(s)). (7.6)

Viendo a la ecuacién (%6) con igualdad ‘eomo una ecuaciénicuadratica en p, como las
raices del polinomio aumentan conforme's aumenta, existe § < max,cg s tal que para

s > §, p(s) es la menor raiz de

*

> nowv _

Y, en caso s <'S, entonces p(s) = s/2.°Se Sigue que para s > 3, p(s) es decreciente en

s, dando una coluision contra-ciclica, para estados altos.

Observacién 7.5:1. La raiz mayor es mayor a s/2, el precio de monopolio, y no es

sostenible.

Los shecks de demanda.se suponen independientes e idénticamente distribuidos
(i.i.d.) a lo largo del tiempo. Esta independencia implica que las trayectorias futuras
del equilibrip son independientes del valor actual del shock de demanda, lo cual
simplifica la restriccion de incentivos. No obstante, este supuesto entra en tension con la
interpretacion_del modelo como una descripcién de guerras de precios en expansiones
econdmicas o cambios en las politicas de precios a lo largo del ciclo econémico. Es
mas realista suponer que los shocks de demanda exhiben cierta persistencia. Si esta
persistencia es lo suficientemente fuerte, la colusion puede dejar de ser contraciclica.
Aunque sigue siendo especialmente rentable desviarse del acuerdo colusivo cuando la
demanda es alta, en ese caso también lo son los beneficios de continuar con la colusion,

haciendo mas costosa la desviacion. Para ilustrarlo, se presenta un ejemplo con dos
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empresas. La demanda puede ser alta (s = 2) o baja (s = 1), y el factor de descuento

es 6 = 11/20.

» Con demanda baja, el precio colusivo es 1/2 y cada firma gana 1/8.

» Con demanda alta, el precio colusivo es 1, y cada firma (gana,1/2.
En un equilibrio colusivo con shocks independientes y equiprobables:

» En estado de baja demanda, se'fija precio 1/2.

= En estado de alta demanda; se fija un=precio p tal que se satisface la restriccion

de incentivos:

Ind 11

sup(1 = PR < (1—8) 52 =) +0(5 75 + 5 372~ )

Resolviendo esta desigualdad se~obtiene p =°0,22.

Esto implica que la colusién es(nuevamente)”contraciclica: los precios son més bajos
en el estado de alta demanda,.-ya que-los incentivos a desviarse son mayores y solo se
pueden disuadir haciendo que la colusién sea menos rentable. Ahora bien, si el estado

sigue un proceso de Markov:

= El estado en.f es igual al de t—1 con probabilidad 1—¢, y cambia con probabilidad
@’

» Cuando ¢ es pequeno)(alta persistencia), los valores de continuacion se estabilizan
en:
« 1/8si la-demanda es baja,

« 1/2.si la demanda es alta.

Las restricciones de incentivo se vuelven:

sup (1 —0)p(1 —p) <1/8, sup(l —4)p(2—p) <1/2.

p<l1/2 p<l

Estas se satisfacen si y solo si § > 1/2. Como § = 11/20, existe un ¢* > 0 tal que,

si ¢ < ¥, existe un equilibrio en el que se fija el precio monopdlico miope en cada
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periodo. Asi, con shocks persistentes, la colusién puede volverse prociclica, ya que
los precios y beneficios son mas altos cuando la demanda es alta. Los juegos repetidos
permiten estudiar patrones de colusion a lo largo del ciclo econémico, pere los resultades

dependen criticamente de la naturaleza del mismo.

7.5.2. Consistencia temporal: modelo de Stanley Fischer

En este modelo, inspirado en Stanley Fischer (Fischery, 1980),sé-analiza el problema
de la consistencia temporal de las, politicas fiscalesien un entorno con dos tipos de
agentes: un gobierno benevolente, yun continuo de ¢onsumidores/inversores anénimos
y pequenos. Este continuo se.comporta como un agente miope que juega siempre su

mejor respuesta, lo cual es equivalente a tener un jugador 2'miope en un juego repetido.

» Cada consumidor posee una unidad del bien‘de consumo que puede destinar a

consumo ¢ o a inversién en capital 1 — ¢. El capital rinde R(1 — ¢), donde R > 1.

» El gobierno imponejun impuesto ¢, recanda tR(1 — ¢) y produce G = vtR(1 — ¢)
unidades del bien publico, con R — T"< v < R.

» La utilidad del consumidor viene dada por:
u(e, tp=c4 (1 —t)RAL—¢) +2VG = c+ (1 —t)R(1 — ¢) + 2y/1tR(1 — ¢).

Aunqueel’'gobierno es benevolente, se genera un conflicto con los consumidores debido a
su comportamiente_miope. En equilibrio de Nash, los consumidores anticipan impuestos
altos y consumen-tedo-(c = 1), lo cual impide la inversién y la provision eficiente de

bienes ptublicos. En.efecto, cada consumidor maximiza
c+ (1 —=t)R(1 —¢),
Entonces, la mejor respuesta es

0, sit<%
c=31, si ¢ > L
R—1

R

{0,1} sit=
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Cada consumidor escoge c. Luego, la mejor respuesta del gobierno es escoger t tal que

maximiza u(c,t). Aplicando CPO se obtiene

, v
t:mln{R(l_c),l}.

t
NE
1 4
a
Y, .. )
optimo social
R—1
B
c
0 1

‘ —— consumidor — gobierno ‘

Figura 7.6 Curvas,de mejor respuesta del consumidor y del gobierno. El equilibrio de

Nash es (¢ = 1,t/="1),/mientras-que el'éptimo social es (¢ = 0,t = v/R).

Optimos/y restricciones:

» El 6ptimo social se alcanza en ¢ = 0 y t = /R, pero este punto no es un

equilibrio perque el consumidor no esta jugando una mejor respuesta.

» El 6ptimo restringido, sujeto a racionalidad del consumidor, es ¢ = 0 y
t* = (R — 1)/R, ya que este es el valor maximo de ¢ compatible con que el

consumidor quiera invertir todo.

Para implementar el optimo restringido, el gobierno necesita un mecanismo de

compromiso creible. Este se introduce mediante un juego infinitamente repetido.
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Estrategia dinamica con reputacién:

>

>

>

Se define un juego repetido con estados wy, (cooperacion) yawy (castigo).

Recomendaciones:

Transicién de estados:

W s =wp yt=1t*
Thw,(tye)) =
wy en caso coentrario

Valores de continuacion:

La desviacién més atractiva para el gobierno es t = v/ R, que da u(0,7/R) = y+R.

No nos fijamos en desviaciones de los consumidores pues son un continuo.

La estrategia es sostenible si:

(L=0)(v+R)+0-1<1+42y/v(R-1).

Esto se cumple, si:
21 (R~ 1)
y+R—-1"

§>6=1-—

Como 0-€ (0,1), existe un margen para que la reputacién discipline al gobierno.

Proposicién 7.5.2. Existe un valor 6 € (0,1) tal que, para todo & € [§,1), el perfil de

estrategias (£, wr, f, 7) representado en la figura 7.7 constituye un equilibrio perfecto en

subjuegos del juego repetido, en el que se implementa la asignacion eficiente restringida

en todos los periodos.
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Demostracion. Dado ¢ = 0, la desviacién mas rentable por parte del gobierno consiste
en aplicar la tasa impositiva éptima de corto plazo ¢t = v/R. El incremento de utilidad

derivado de esta desviacién es:

{R(l—;)my}—[l%(l—R];1>+2\/7(T—1)} <A > 0.

u(c=0,v/R) u(c=0,t=(R—-1)/R)

La estrategia presentada en la figura 7.7 es un equilibrig_si.la’ ganancia“presente por

desviarse no supera la pérdida futura de valor de continuacion, es deciry si-se cumple:
(]_ N 6)A S 5(131 L~ 1)1),

donde vy es el valor minmax del.gobierno. Esta desigualdadwse cumple para todo ¢

suficientemente cercano a 1. OJ

» Siguiendo a Chari y Kehoe, los" planes sostenibles son autématas que resuelven

problemas de inconsistenciastemporal.

» En entornos méas complejos)(como modelos.con decisiones intertemporales o deuda
soberana), ya no se trata de juéges.repetidos con estructura fija, sino de juegos

dindmicos.

= A pesar de estola intuicion‘permanece: el gobierno (jugador paciente) enfrenta un
continuogrde consumidores, (mjopes), lo cual permite sostener resultados eficientes

mediante reputacién-o mecanismos dindmicos.

t=t* otro t cualquier ¢

Figura 7.7 Autémata que sostiene un plan sostenible con reputacion.

7.5.3. Reparto de riesgos

Esta seccién se basa en el trabajo de Kocherlakota (1996) y Ligon et al. (2002),
también analizado en Ljungqvist and Sargent (2004) (capitulos 19 y 20) y Mailath
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and Samuelson (2006) (capitulo 6). Condicionando en el consumo agregado, el nivel
de consumo individual esta positivamente correlacionado con el nivel actual y pasado
del ingreso, la gente consume més cuando gana mas, y cuando ha_ganado mas enel
pasado. Esto suena natural, los ricos consumen mas que los pobres; pero’el consumonde
tanto ricos como pobres es sensitivo al ingreso pasado y presefite. Es natural.supomer
que tanto ricos y pobres son adversos al riesgo. Pero entonces, ;Por qué nosse aseguran

completamente contra fluctuaciones del ingreso? Dos posibles respuestas son;

» Monitoreo imperfecto: puede ser,_dificil asegurar.un agente comtra choques de

ingresos si y solo este observa 10s choques.

» Compromiso imperfecto: los agentes pueden renegar del contrato si no les

conviene cumplirlo.
El modelo es el siguiente:

» Dos agentes, 1 y 2 yiven perfodos ti= 0,1 - 3~

» En cada periodo, las dotaciones sonwe(l) = (7,y) o e(2) = (y,y) cong=1—-7 €
(1/2,1). Ambos estados s € {1,2} son igualmente probables.

» Después de-ebservar ¢(i), los consumidores efectiian transferencia no negativas
al otro,§ censumen c;(i)pce(?), evaluando de acuerdo a una funcién céncava y

estrictamente creciente u(-) y factor de descuento 6.

» Una historia_ex ante en periodo t es una secuencia de dotaciones y consumos

previos

ht = ((607 C(1)7 Cg)v T (et_lv Cﬁ_la CtQ_l>)‘

» Una historia ex post en el periodo ¢t es una combinacién historia ex con ht =
t t
(h',e").

» Una estrategia es o; : H — [0,y;] especificando transferencia al otro agente,

siendo H' el conjunto de historias ex post hasta t.

Definicién 7.5.3. Un perfil de estrategias exhibe un seguro completo si todos los

periodos el agente 1 consume c y el agente 2 consume 1 — c.
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La pregunta que nos hacemos es jcudndo es el seguro completo simétrico ¢ = 1/2

sostenible como un equilibrio perfecto en los subjuegos?

Observacién 7.5.4. En autarquia (minmax),

1 1

v = Suly) + 5u(®). (%7)

Esto cumple el rol de la amenaza.

De este modo, segtin (7.7), la_compatibilidad de incentivos impone
u(1/2) > (1L=0)u(y) ¥ dv

O sea,

U(CQ)“

u(y)

u(3)

U(Z) >
u(y) v u(z) uly) u(a)

Figura 7.8 Seguro completo.

Ahora supongamos que 0 < 0* es imposible. ;Sera factible un seguro parcial?
Considere (7 — €,y +€) en estado e(1) y (y +€,7 —€) en e(2), con 0 < e < (F—y)/2.

En este caso, la compatibilidad de incentivos provee

(1—08)u@) +ov<(1—08u(y—e) +0 (“(y—e) +U(y+e>> '

2
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En este caso,

- u(@) —u(g — e
6 >6(c) =2 (u(y) —u(—e) +uly+e) —Uj(y)> '

Notar que d(e) es creciente en € y §(0) = —2; < 0* = 5(%) 0> dle] implica
1+

que la asignacién parcialmente asegurada es sostenible comorequilibrio perfectoten’ los
subjuegos. Asi, incluso si 2/(1+ u'(y)/uv' (7)) < 6 < §*, puedeexistir unseguiro, parcial
simétrico compatible con incentivos: (7 — €*,y + €*) en el'estado 1, (€7 — €) en
el estado 2, con €* tal que 0[¢*] =70, De hecho, podemos escribir el pago del mejor

equilibrio perfecto simétrico como
U@) = (1/2)u+(1/2)u,

donde

w= (1 +90)u(y + )+ 0oU(5).

En el limite, cuando § | 8(0), se requiere 'que ¢ | 0, lo que implica que la asignacién

converge al perfil sin seguro (7, y), con utilidad promedio convergiendo a v.

u(ca)

<l <

Figura 7.9 Seguro parcial.

Observacién 7.5.5. Supongamos ahora que hay tres estados: e(1) y e(2) como antes,

y un nuevo estado e(m) con distribucion e(m) = (1/2,1/2). El valor de minimax bajo
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autarquia es

Q:

(u@) + u(y) + u(1/2)) :

W

Con seguro completo, no hay transferencias en e(m), y en los estados’e(i) el agénte
¢ transfiere

€ =

2

al otro agente. Supongamos que los agentes no son suficientemente paeientes para

Ty

sostener el seguro completo, pero si pueden sostener unseguro parcial Definimos:

(u(y — Nt uy +€) + u(l/Q)) )

_ _ 1
u:(l—é)u(y—e)—l—é-g

Como antes, la condicién de,compatibilidad de incentives es:
u= (T'=0)u(y) + dv,

la cual permite encontrar el mejor, valor posible‘de e consistente con incentivos.

Pero ahora podemos mejorar este esquema utilizando la historia pasada. Definimos
una historia como de categoria-i si elaltimo estado distinto de e(m) fue e(7), es decir,
el agente 7 fue el ultim® en realizar transfetencias. En una historia de categoria i, en el
estado neutral e(m) se asigna consumo diferenciado: el agente i consume 1/2 + ( y el
otro agente 1/2~ (jcon ¢ >».0 suficientemente pequetio para no violar las restricciones
de incentivos« Este ajuste incrementa el valor de continuacion del agente ¢ en el estado
e(i), y'por/tanto, su disposieion a transferir al otro agente. Asi, el agente que recibe
ingreso altojen un periodo no solo tiene consumo alto en ese periodo, sino que también
espera mayor consumo en el futuro, fortaleciendo la sostenibilidad del seguro parcial

dindmico.



Capitulo 8

Juegos extensivos coninformacion

imperfecta

8.1. Introduccién

En este capitulo se estudia-los juegos.extensivos con informacion imperfecta (accién
oculta). Las referencia$ principales son losgapitulos 11 y 12 de Osborne and Rubinstein

(1994) y el capitule 9 de Fudenberg and Tirole (1991).

Definicién 8.1:1. Juego extensivo-con informacién imperfecta.

N =A1,--- N} el conjunto de jugadores,

H secuencias,o historias, Z C H las historias terminales,

» funcién deljugador P : H\Z = N U {c}, (aunque podemos acomodar el juego
siemipresde-forma que P : H\Z — N U{c}) asignando a cada historia no terminal

un conjunto de jugadores, donde P(h) > ¢ significa que la Naturaleza juega (azar),
» una funcién f.(-|h) de probabilidad sobre A(h) para cada h tal que P(h) = ¢,

» una particién de informacién Z; de {h € H : P(h) = i} tal que A(h) = A(R') si

h y h' estan en el mismo elemento de la particién I; € Z;,

» funcién de pagos u; : Z — R.

169
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Observacién 8.1.2. Las historias en el mismo conjunto de informacion I; € Z; son
indistinguibles para el jugador 7. No significa necesariamente que no haya podido
observar toda la secuencia de historias. De manera mas generaljpodemos decir, ‘en
términos de medibilidad, que el o—4&lgebra es el mismo (similar & las filtraciones eon

los procesos estocasticos (Gall, 2022)).

Ahora bien, si el jugador i llega a una historia h € I;, sabe.que estd‘en una historia

contenida en I; pero no sabe cudl. La condicién

refleja la idea de que el jugador/no puede identificar la historia solo observando sus

acciones disponibles.

Observacion 8.1.3. Loswjliegos extensivos con infommaciéon completa son un caso
especial en el que los elementos de Z;*son las singletons {h} para todos los h tales

que P(h) =i.

Ejemplo 8.1.4. Consideremos ¢l siguiente juego:

(0,0) (1,2) (1,2) (0,0)

Entonces, las particiones de informaciéon son:

I, = {{(D}’{LAa LB}}> 1, = {{L}}

Definicién 8.1.5. Estrategia. Una estrategia para el jugador ¢ € N en un juego
extensivo (N, H, P, f., (Z;), (u;)) es una funcién que asigna una accién en A(I;) para

cada I; € Z;.
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Definicién 8.1.6. Estrategia de comportamiento. Una estrategia de comporta-
miento para el jugador ¢ € N en un juego extensivo (N, H, P, f.,(Z), (u;)) es una

coleccién (5;(1;)) de distribuciones independientes donde 3;(I;) tiene soporte en A(T).

Ejemplo 8.1.7. En el ejemplo 8.1.4, una estrategia para 1 es s; € {L} R} x {{,»}, una
estrategia pura para 2 es sy € {A, B}.

Ejemplo 8.1.8. Una estrategia de comportamiento pata 1 és o1 = (B(L);P(¥)) €

[0, 1], una estrategia de comportamiento para 2 es o5'= P(4) € [0, 1].

Definiciéon 8.1.9. Un equilibrio, de™ Nash'es un perfil ‘¢* de estrategias de

comportamiento tal que para todowe N,

w; (0o}, 0,))> w(O(0;,073))

—1
para cualquier estrategia oy’'del jugador.

Ejemplo 8.1.10. En el ejemple.8.14, estos soen todos los equilibrios de Nash en
estrategias de comportamiento:“a./'= (04p), (g9 "= ¢ para todo p € [0,1], ¢ € [0,1].
Sin embargo, muchos sonyincreibles; por ejemplo, si el jugador 1 elige L y ¢ < 1/2,
entonces la mejor respuesta del jugador.1l €8 p = 1...podemos imponer perfeccién en

subjuegos.

Ejemplo 8.1.11. En’el ejemplo=8,1.4, el iinico sub-juego es

(0,0) (1,2) (1,2)  (0,0)

Esto es equivalente a un juego simultdneo entre 1 y 2, los equilibrios de Nash en el

subjuego son (A,r) y (B,{), equilibrio de Nash en estrategias mixtas (1/2,1/2).

Ejemplo 8.1.12. Juego del ultimatum revisitado. Con probabilidad ¢, la jugadora
2 es “rencorosa” y no aceptard menos de 1/2, mientras que con probabilidad 1 — ¢, la

jugadora 2 es “normal” y acepta 0 o mas.
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(0,1/2) (0,0)

Consideramos tres subjuegos: €l'juego originaly los'subjuegos'gque comienzan después
de que la Naturaleza realice sw tirada y J1 escoja (pues J2 conoce entonces toda la
historia). En el dltimo meyvimiento, J2 de tiporencoreso acepta la oferta x si y solo

six < %, mientras quésJ2 normal aceptascualquier x €40, 1}» En concreto, de acuerdo

con las reglas del backward induction, elhjugador 1 elegira
% si'a> 3,
i =11, sig < 3,

{%,1}, Siq:%.

El pago esperado, del jugador 1 viene dado por (varfa con ¢), x para x € [0,1/2] y

(1 — q)x para x >l /2hasta x =_1:

E[uq]

(1,0.8)

[ R e G

Figura 8.1 ¢ = 0,2.
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Sig> %, el jugador 1 ofrece x = % y la jugadora 2 (sea normal o rencorosa) acepta.
Sig < %, el jugador 1 ofrece x = 1; la jugadora normal acepta, pero la rencorosa

rechaza. Finalmente, los pay-offs en equilibrio (valor esperado) son

11 ; 1
(575)7 Slq>§7

(1—q,%), siq<%.

(w1, uz) =

Observacién 8.1.13. La perfeccion en subjuegos puede no ser_suficiente. La
perfeccion en los subjuegos no siempre es suficiente paraspredecir en juegos extensivos

de informacién imperfecta; por ejemplo; consideremos:

(3,1) (0,2) (0,2) ~(1,1)

(L,7) es un equilibrio de Nash . .al no haber subjuegos propios, es un EPS, ...pero
si el jugador 2 se encuentra=en el conjunto de informacién {M, R}, necesita formar
expectativas después de un evento de probabilidad cero. En {M, R} no hay un EN en

estrategias (de comportamiento) puras.

8.2./ Equilibrio-secuencial

Definicién 8.2.1 (Equilibrio secuencial, Kreps and Wilson (1982b)). Sea
G = <N7 H7 p7 fca {L}a{iz})

un juego extensivo con recuerdo perfecto', donde cada conjunto de informacién contiene

un numero finito de historias. Una evaluacién (assessment) es un par (3, u) tal que:

» 5= (0;)ien esun perfil de estrategias de comportamiento (behavioral strategies).

= 4 es un sistema de creencias, es decir, una funciéon que asigna a cada conjunto de

informacién I una medida de probabilidad () sobre las historias en .

! Los jugadores recuerdan, distinguen qué acciones escogen.
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La evaluacion (3, 1) es un equilibrio secuencial (definicién 8.2.2) si se cumplen:

1. Racionalidad secuencial: Para cada jugador i y cada conjunte deinformacion
I; € T;, la estrategia ; maximiza la utilidad esperada de i dada la distribucion

de resultados O(5, i | ;).

2. Consistencia: Existen secuencias de estrategias 3% “%.3 (5;1C #10) tales'que las
creencias p* inducidas por la regla de Bayes con base.en 3* conyergenya . como

limite.

Definicién 8.2.2 (Racionalidad seeuencial). \En,_ el juego extensivo con recuerdo
perfecto I' = (N, H, P, f.,{L;},{%:}), donde (5, [t) es una evaluacién. Denotemos por
O((/B, w) | 1 ) la distribucién sebre historias terminalesscondicionada a que el juego
haya llegado al conjuntorde informacion 7:5Si h* = (aq{. /. ;ax) es un historial terminal

y h = (ay,...,ar) € I es la subhistoria/de longitud (L. < K, entonces

0, si no hay subhistoria de h* en I,

O((8,m) | T)(h*) =
w(IYCR) T /BP(hl:k)(ak+l ] hlzk), si h € I es subhistoria de h*.

El caso 0 indica que,la historia terminal A* es incompatible con I, por lo que su

probabilidad eendicionada es_cero.

» En casg(contrario, h = (afy. .. ,ar) es la subhistoria exacta en I que precede a las

acciones posteriores:

» El factor (1) (h)sepresenta la creencia de que el juego se encuentre en la historia

h dentro de L.

= La productoria 5} Bphy.)(@rt1 | hig) multiplica las probabilidades de cada
accion agyq segun las estrategias de comportamiento, asumiendo independencia
condicional gracias al recuerdo perfecto. Se descompone en:
» [3: la estrategia de comportamiento (behavioral strategy) del jugador.

» P(hyy): el jugador que toma la decisién en el nodo de informacién que sigue

a la historia parcial hq..

» ax.1: la accidn elegida en ese nodo.
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» la barra “|” indica condicionamiento, es decir, dado que la historia hasta ese

punto es exactamente hj.g.

» Cada término en la productoria es la probabilidad que ese jugador asigna‘a

la accion ag.1 en el contexto de la historia hy..

= En conjunto, la expresion cuantifica la probabilidad: de alcanzar h* partiéndo de
I: primero se selecciona h con probabilidad p(I)(M){ luego se realiza, la secuencia

de acciones hasta h*.

Decimos que la evaluacién (3, )’ es, secuencialmente, racional si, para cada jugador i
y cada conjunto de informacién [;v€ I;, latestrategia 5;(- | I;) maximiza su utilidad

esperada condicionada a~d;:
Bi-| 1) e arg max {Z u;(h?) O((ﬁ—uai)aﬂ ’ Ii) (h*)}
3 h*

Ejemplo 8.2.3. Considérese el juegonde la observacion 8.1.13, y las estrategias para

los los jugadores:

= Jugador 1 elige L conprobabilidad 1-~2¢yM con e y R con € (con € > 0 pequeno).

= Jugador 2, en su conjunto de informacién {M, R}, adopta la estrategia pura r.

Definamos el sistema de creencias, . en el conjunto de informacion del jugador 2 por
B(M) e 1 1
P(M)+P(R) e+e 2 B

Al tomar el limite € —/Opelperfil (5, p.) converge a:

ME(M) =

Demostremos que (3%, %) es un equilibrio secuencial:

1. Consistencia: Por construccién ., se obtiene aplicando la regla de Bayes? a 3¢

y, en el limite e — 0, converge a u°.

2El sistema de creencias g en un juego extensivo con recuerdo perfecto es estructuralmente
consistente si, para cada conjunto de informacién I, existe un perfil de estrategias S tal que I se

alcanza con probabilidad positiva bajo 8 y u(I) se deriva de § mediante la regla de Bayes.
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2. Racionalidad secuencial:

» En el nodo inicial, L garantiza un pago (2, 2) y domina cualquierotra mezcla,
por lo que es 6ptimo.
» En el conjunto de informacién de jugador 2, con ul(M) = u°(R) =x1/2,

aceptar r da utilidad esperada

sus(r | M)+ 2up(r | R) =3~ 2%45 - 1=

[\eJ[oV]

9

mientras rechazar (o jugar l)-transportaral menos uno dé (0,0) o (1,1) con

probabilidad 1, con exXpectativa menor.

Por lo tanto, (3°, u°) €s un equilibrio secuencial del juego.

Observacién 8.2.4. Se tiene la siguiente’ inclusions(¢en’las definiciones que hemos

adoptado):

Equilibrio de Nash O Equilibrio Perfecte en®$ubjuegos O Equilibrios secuenciales.

8.3. Juegos extensivos con informaciéon incompleta

Definiciéon 8.3.1. / Un juego, bayesiano extensivo con acciones observables pero

informacion incempleta es

» un juego en formaextensiva (N, H, P),
» un conjunto deitipos ©; para cada jugador,
» una distribucion p sobre los perfiles de tipos ®;cy ©; = O,

» una funcién de pagos u;(0, h), 6 € O, para cada jugador que depende de la historia
y del perfil de tipos realizado.

El azar (c¢) determina el perfil de tipos, cada jugador aprende su tipo en privado, cada
jugador observa todas las jugadas anteriores (excepto la accion inicial de la suerte) y

actualiza creencias sobre los tipos de los otros jugadores: p(6_;|6).
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Ejemplo 8.3.2. En el juego del ultimatum del ejemplo 8.1.12, se tiene:

» O; = {normal},
» Oy = {normal, rencorosa}.

Definicién 8.3.3 (Equilibrio bayesiano perfecto, Harris"and *Lownsends(1981)). Un
EBP en un juego con acciones observables es un perfil (o5.,u)-="(0;(6;)), (fu(h))ien que
asigna a cada jugador una estrategia y creencias sobre/los tipos deiotros jugadores para

cada historia observable, tales que

las estrategias son Optimas para cada. tipe dadas las,creencias (racionalidad

secuencial),

las creencias inicialesyson correctas, (p(0) = p),

las creencias estan determinadas/solo por las acciones,

actualizacion bayesiana de\creencias.

Observaciéon 8.3.4. En un juego bayesiano con acciones observables, cada equilibrio

secuencial es un EBP.

Observacion 8.3.5. Creeneiag fuera del equilibrio:

» Ausencia de restricciones bayesianas fuera de ruta: Cuando, bajo el perfil
de estrategias de sequilibrio, un conjunto de informaciéon I se alcanza con
probabilidad cero; la regla de Bayes no define u(7). Por tanto, el EBP no impone
ninguna restriceion sobre p(I) en esos I: el jugador puede creer cualquier cosa
acerca~del.nodo en I, siempre que esas creencias sean coherentes con la regla de

Bayes enJos nodos que si tienen probabilidad positiva.

= Eleccién de peores creencias para sostener el equilibrio: Para evitar que un jugador
quiera desviarse, asignamos en cada informacion fuera de ruta las creencias
w1(I) que hagan més costosa o inttil cualquier desviacién. Estas peores creencias
minimizan la valoracién esperada de cualquier accién distinta a la estrategia de

equilibrio, quitando incentivos a desviarse.
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8.3.1. Juegos de senalizacion

Un juego de senalizacion es un juego bayesiano con acciones observables en el cual
hay varios tipos del jugador 1 (el emisor) y un solo tipo del jugador.2 (el receptor).
El juego consiste en que el jugador 1 observa su tipo 6; € 0, elige una acciénumn o
“mensaje”, el jugador 2 recibe el mensaje (aunque no observa.f;) y elige una aecion
a € As. La recompensa o pago de cada jugador depende d¢ 64, ¢l mensaje'm y la accion
a. A continuaciéon una definicién general para el caso de_juegos de senalizacion con dos

jugadores.
Definicién 8.3.6. Un equilibrio Bayesiano.perfectoren un juego de senalizacion es un

perfil de estrategias {s1(6), sa(a;)}; en conjunte_con unas creencias p(f|a;), tal que:

1. La estrategia del jugador 1 resuelve'dada la estrategia’del jugador 2:

51(0) € argmax, s, u1(a1,82a1),0), V0 € O.

2. El jugador 2 actualiza sus‘ecreencias seglinla regla de Bayes: si a; se juega con
probabilidad positiva,

P{si(0) = a1 }p(0)
Yodo P{s1(0") = a1 }p(¢')

3. Finalmente, la‘estrategia dél<jugador 2 es 6ptima dada sus creencias:

p2(6ar) =

so(ar) € argmax,sc 4, {Z u2(a17a2,9)u2(9|a1)} , Va € A
0O

En este'gontexto, el articulo seminal Spence (1973) es clave al introducir este tipo
de juegos para resolver-interrogantes al nivel del mercado laboral. Por ejemplo, ;Por

qué contratan a doctores en fisica en Wall Street? Consideremos la siguiente situacion:

» El trabajador (emisor) conoce su talento ¢, pero el empleador (receptor) no.

» El empleador paga al trabajador el valor esperado de 6; y por ejemplo, tiene una

funcién de pagos —(w — 61)%. O sea, resuelve

méx —/@(w(@) —0)2f(e)do.

w(6)>0

Esto conlleva a w(6) = E[f|e].

34, se interpreta como m.
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» El mensaje del trabajador es el nivel educativo e y la recompensa es w — e/6 (la

educacion es menos costosa para un trabajador talentoso).

» Se interpreta como: La educacion en el modelo es inttil salve, como una sénal

costosa.

» El trabajador tiene un talento 6; = 0 o 6, = 0 < 0%, con probabilidades p” v
p! respectivamente; estrategias puras e(fy) = el ye(fy) = el.

H

Definicién 8.3.7. Decimos queunvequilibrio es agrupador si ¢ = e, Decimos que

un equilibrio es separador si efl #el.

La pregunta inmediata es ;Qué valores de ey e’ son consistentes con cada tipo de

equilibrio?

1. Equilibrio agrupador: Ambos*tipos eligen el mismo e/ = e* = e* y el empleador

paga w = E[0] = pyln Fprbi. Sea w(e)s= E(fle) el salario pagado por el
empleador. Para evitar desviaciones, debemos tener

w* XL > Elfle] — e/0F,

Pago bajo agrupacién. Desvio.

para K = H, L.°Por ejemplo, podemos tener E[fle] = 6 para e # e* o
E[0]e"] =0 para e’< ¢* WE[0ef] = 0] = p"0" + ploF para todo e > e*.

Siempréses posible desviarse a e = 0 con pago w(0) = 6%. Luego,

PO plol —e* 08 > 08 < e < 0LpH (07 — o) = e.

w(e) w—e/0, =0

preferencias w — (’,/()“ = ()L

}
0e* -
€

Figura 8.2 Equilibrio agrupador donde 6 = px 0% + p; 6.
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La figura 8.2 nos muestra w(e) para las creencias donde se asegura monotonia.
La azul roja representa una curva de indiferencia para el jugador de tipo bajo,
que pasa por 6. La curva roja corresponde a una curva désindiferencia parasel
jugador de tipo alto que pasa por #*. El jugador de tipo bajo e§ indiferentenen
¢ entre educarse o no hacerlo. Respecto al de tipo alto;la ctirva roja interseca

w =0 en un e > é (lo cual es consistente con el heeho que estariardispuesto a

educarse mas).

2. Equilibrio separador: si ambos, tipos eligen Tiiveles diferentes; debemos tener
el = 0. Entonces, w(0) = 0 'y aw(ef?) =04, Para evitaridesviaciones debemos
tener

oF > 0" — " JOk

oH L eHypf > oF.

Definiendo e = L(0% — 0F)y @<= 01 (6 —6L), 1a condicién de equilibrio es

(e

Il

D

h
| =

Q)

:,

Figura 8.3 Equilibrio separador.

En la figura 8.3, la curva azul representa la curva de indiferencia del jugador
de tipo bajo. El nivel de utilidad alcanzado es #”. En cuanto a las curvas rojas,
corresponden a las del jugador de tipo alto. En la puntiaguda, es indiferente entre

e=0ye=c¢e. Para e < e* < e, el jugador de tipo alto mejora.
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Observacién 8.3.8. En un equilibrio bayesiano perfecto con recuerdo perfecto, las
creencias fuera de la ruta no estan restringidas por la regla de Bayes y. pueden fijarse
de modo que cualquier desviacién sea atribuida de forma naturahal tipo’que méastla
beneficie. Al aplicar este criterio de “prueba de comunicacién” al pooling eliminamos
cualquier equilibrio en que ambos tipos elijan el mismo nivel de, seéfial e*, pues existe
una desviacion que seria rentable solo para el tipo alto cuando séjle atribuye a él. Entre

H

los posibles equilibrios separadores—con e* = 0 y cualquiex e¥ “—solo permanece el més

barato, aquel que satisface

o — =P = e oo — 9T ),

oL
ya que solo en ese punto la(desviacion atribuida naturalmente al tipo bajo lo deja

indiferente, y por tanto ningun 'otro nivelde e supera éhtest-de comunicacion.

Observacion 8.3.9. En un pooling equilibrium todosdos/'tipos eligen el mismo nivel
de educacién e*, de modo queel empleador paga siempre w* = p?07 + p=H*. El mejor
pooling, desde el punto de vista del bienestar agregado, es aquel que minimiza el coste

total de senal sin induciriincentivos a desviarse,.es decir
er = pLpiet —oh).

En un separating'equilibrium los tipos eligen sefiales distintas (eX = 0 y ), de modo
que el salario es #7al uno y @ al-etro. El equilibrio separador que maximiza el bienestar

neto—produccion menos costes ‘de‘educaciéon—se obtiene al elegir
€H — QL <0H . QL)7

que es el minimo eff’ que-satisface la restriccién de no desviacién del tipo bajo. Si la
educacién sdlo sirve'¢omo senal (no aumenta la productividad real), entonces todo el
coste de e_es un_deésperdicio de recursos. Ni el mejor pooling ni el mejor separating
mejoran la produccién agregada; por tanto, la educacién en este modelo es un mal

necesario solo para disipar la asimetria de informacién.

8.3.2. Paradoja de la cadena comercial

El analisis en esta subseccion es similar a las variaciones de Kreps and Wilson

(1982a) y Milgrom and Roberts (1982) sobre la paradoja de la cadena de Selten. El
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modelo en cuestiéon puede modelarse como un juego bayesiano extensivo con jugadas
observables: (I',(0;),(pi),(u;)). La idea central es la existencia de diferentes tipos de
cadenas comerciales y la incertidumbre es sobre la funciéon de pagos, de la cadena
(permite que gane o pierda reputacién). También se introducen distintos tipestde

competidores potenciales.

» Una cadena comercial (jugador 0), tiene sucursales‘en las ciudades k=K, --- , 1

(de atras para adelantes).
» En cada ciudad k£ hay un competidor comercialy el jugador k.

» Al inicio de cada periodo k-€ {K,--- 1}, el potencialscompetidor k decide si

entra a competir o se queda fuera.

» Luego de que el competidor k£ degide si entra o moyda cadena comercial decide si

lucha o coopera con el competidor.

» La cadena comercial decideantes de que fel competidor siguiente k — 1 decida a

su vez si entrar o no.

Figura 8.4 Subjuego representativo en la ciudad k.

Tenemos que hy, € H, = {F,DL,DC}yh e H={0,H;,H; X Hy,...,H; X ... x Hg}.

» Los tipos de la cadena comercial: Oy = {N, D} (“normal” o “dura”).

» La cadena regular prefiere que competidor quede fuera a cooperar, y cooperar a

luchar; cadena dura prefiere luchar a cooperar siempre.
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» Hay una creencia previa: P(6p = R) =1 —p=1— p¥.

» El objetivo es construir un equilibrio en el que si algin periode _k >1 se observal

que hay entrada y cooperacion, pp = 0 para todo k' < k.
Consideramos los siguientes pagos:

» Para la cadena comercial:

K
tp(h{R) = Z U(hw)s
k=0
donde
a ~si hk =F
Uhi) =4 0 si hy =DC
—1 si hk =DL
» Respecto al competider en ciudad k:
0, si hk =F
u(h|R) = b sih,=DC
—1 sihp,=DL

» Para coincidir’ con la descripcion del modelo, debemos tener a > 1,b > 0. Esto es,

el tipo duro de cadena.siempre lucha y tipo duro de competidor siempre entra.

El EBP se va a encentrar-por induccién hacia atras.

La reputacion de una cadena al inicio del periodo k es la probabilidad con la que
competideres=creen que es dura: pp = P{D|hg,--- , ki}. Luego, en el periodo 1, la

cadena normal,eoopera siempre, de modo que el competidor no entra si

b
1—p)b —1 N — _—7
(1—=p)b+pi(—1) <0 P>y =D

En el periodo 2, para la cadena normal:

= po > p: lucha si hay entrada pues —14-a > 0, en el periodo 2 la firma competidora

no entrar.
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= py < P: no puede luchar en equilibrio con probabilidad 1 (pues sin cambio en las
creencias, habria entrada en el periodo 1) ni con probabilidad cero (pues luchar

llevaria a p; = 1 pero pérdida en el periodo 2).

= Se sigue que si p; < P, la cadena normal lucha con probabilidad positiva a.en el
periodo 2, que hace indiferente al entrante en el periodé.l, yrel competidor.en el

periodo 1 entra con probabilidad y que hace indiferentera la cadena normal.

= Por la regla de Bayes:

(L) = P{Lucha|Dura}P{Dura} 1-po NN o R
&) = P{Lucha} 2+ (19 po)a (I =p)b

3

= La probabilidad totalde'que la cadena luche es

b+1
1'p2+(1—p2)$:L( 5 )

ST

» El competidor normal no/entra-si —ps /P + (L~ p2/P)b < 0, o equivalentemente

py > P2, v entra si py < P

El procedimiento/analisis es similar en el.periodo 3: si p3 > p?, l;a cadena normal lucha
con probabilidadil en el periodo 34y el competidor queda fuera. Si p; < p?, entonces
la cadena normak-lucha con probabilidad positiva de modo que py(L) = p?, etc. De
manera mas general, en la senda de equilibrio, el competidor queda fuera en todo
periodd desde K“hasta k*tal que p < p* . En los primeros K — k* periodos, la cadena
normal obtiene un pago @ per periodo, y en equilibrio p; = p (la reputacién no cambia
en esos periodos). En los iltimos £* periodos, el competidor entra con probabilidad
positiva y la normal\se acomoda con probabilidad positiva. Si pelea, su reputacién

aumenta, .y si acomoda cae a cero.

En la figuras 8.5, la linea continua azul representa la reputacion e la cadena en la
senda de equilibrio hasta el periodo k£*, las lineas de trazos diferentes sendas de la

reputacion con probabilidad positiva.
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Pk

K EX OWNE* =1 k* —2 1

—e— p;, (reputacién) —— p* (umbral)

Figura 85 Reputacion.

Conforme K — o0, el pago promedio de la cadena normal converge a a para p fijo.

La reputacion es un sustituto detla habilidad(de*comprometerse.

Ejemplo 8.3.10. Valor de-la firma. Un importante resultado en finanzas es el
Teorema de Modigliami-Miller (Modiglianiand Miller, 1958), el cual sostiene que el
valor de una empresa es independiente de su estructura financiera. Es decir, no importa
si se financia con deuda o coen capital propio: su valor serd el mismo. Sin embargo, este
teorema descansa Sobre supuestos-fuertes: (1) no hay impuestos, (2) no existen costos

de quiébra/y (3) todos log agentes poseen la misma informacion.

Cuando se relaja el'supnesto (3) y se introduce informacion asimétrica, el teorema
puede dejar de cumplirse. Ross (1977) desarrolla un modelo en el cual el gerente de la
empresa conoee ehyerdadero potencial de ingresos, pero los inversionistas no. En este

contexto, la_deuda puede funcionar como una senal del tipo de la firma.

Supongamos que los ingresos z ~ U(0, k), donde k es conocido solo por el gerente. La
firma escoge un nivel observable de deuda D, y si los ingresos no alcanzan para cubrirla

(x < D), incurre en un costo de quiebra L. El objetivo del gerente es maximizar
u(D) = (1 =7)V(D) +~-EMWM(D)],

donde Vj es el valor percibido en el momento inicial, y V; el valor esperado en el futuro.
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Asi,

kx D 1
u(D) = (1 —~)Vo(D) +~ (/D %dx + ; (x — L)kdx>
1

1 L
= (1 —7)Vo(D —(k* — D? D2—~D)
(1= DVo(D) +7 (5 (6 = D) + 5 (D) 5
k  D-L
=(1-— D —— .
- 0) + (5 - ZE)
Se supone que hay dos tipos de empresas:
kY > k7,

y que el tipo kY (empresa bueha) tiene menor.costo esperado de quiebra, por lo
que puede soportar més déudayLa idea central es que“si el.tipo k¢ elige una deuda
positiva D¢ > 0 mientras que el tipo kZ elige D? = 0,(los inversionistas podran inferir
correctamente el tipo a partir del nivel de deuda dbservado. En tal caso, se dice que

existe un equilibrio separador.

Para que este equilibrio sea creible, sé debén cumplir dos condiciones de incentivos:

» El tipo k® no debe querer imitar al tipo k©:

(1_)kG+ kP DY L <@
R S i:B 9

» Eltipo kS debe preferir emitir deuda y no ser confundido con el tipo k7:

kS K¢  DY.L kP k¢
(1—7)'74‘7(2—]{@) >(1—’Y)'2+’Y<2—L>-

Estas condigiones geheran una cota inferior y superior para D¢, es decir, existe un

rango dedeuda~gue solo los tipos buenos pueden utilizar como senal creible de su tipo:

Y. <<1 ST K)o (L= )RS = ) k,) |

2L~ 2L~

Este resultado ilustra como, en presencia de informacion asimétrica y costos de quiebra,
el endeudamiento puede ser una herramienta estratégica para transmitir informacion

privada sobre el valor de la firma.
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8.4. Conclusiones

Para introducir informacién imperfecta en juegos extensives, imcorporamos+el
concepto de conjuntos de informacion. Estos representan situagionesyen las quesun
jugador debe tomar una decisiéon sin saber con certeza en qué*nodo especifice se
encuentra dentro del juego, es decir, enfrenta incertidumbze sobre el historial exacto
que lo condujo a ese punto. Esta estructura permite medelar juegos enwlos que los
jugadores no observan completamente las acciones pasadas de lossdemas 6-desconocen

ciertos estados del mundo relevantés para la interaecion:

El analisis de este tipo de.juegos requiere incorporar de forma explicita cémo
evolucionan las creencias-dé les jugadores sobre aquello que no observan. Conceptos
como el equilibrio sécuencial o el equilibrio bayesiano-perfecto (EBP) abordan esta
dimension al exigir consistencia entre/lasiestrategias yalas.creencias: las creencias deben
actualizarse mediante la regla de Bay€s,en los conjuntes-de informacion que se alcanzan
con probabilidad positiva,-ylas /estrategias deben’ser 6ptimas dado ese sistema de

creencias.

Los juegos extensivos con informacién imperfecta permiten representar de forma
rigurosa situaciones estratégicas con informacion asimétrica, es decir, cuando un
jugador conoce su.tipe.o caracterfstieas privadas mejor que los demas. Dos aplicaciones
centrales de estas herramientas son “los modelos de senalizacion y los modelos de

construccion deweputacion.

En el contexto del mercado laboral, por ejemplo, los trabajadores conocen su propia
productividad, perolas-firmas no. A través de decisiones observables como el nivel de
educacion, lgs trabajadores pueden intentar transmitir senales creibles de su tipo. Este
es el nucleordelmodelo de senalizacion de Spence, donde la educacion no necesariamente
incrementa la productividad, pero sirve como mecanismo de filtrado si es més costosa

para los trabajadores de baja productividad.

Por otro lado, los modelos de reputacion capturan escenarios dinamicos en los que
una parte con informacién privada toma acciones observables con el objetivo de influir
en la percepcién de los demas. Un ejemplo clasico es el de una empresa establecida que

enfrenta la amenaza de entrada de competidores ocasionales. Si esta empresa puede
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ser de tipo “dura” o “normal”, y entra en una guerra de precios al observar la entrada,
podria convencer a futuros entrantes de que es dura, desincentivando agsi la entrada en

periodos posteriores.

Ambos fenémenos —senalizacién y reputacion— muestran que los jugadores actuan
no solo por los pagos inmediatos, sino también por el valor estratégico de la informacion
que generan sus acciones. Las decisiones presentes afectanslas creenecias futuras de
los demés y, por tanto, su comportamiento posterior. Este tipo de.razonamiento
intertemporal es esencial para entender dinamicas estratégicas en entornos econémicos

reales.

Una pregunta natural que/surge a partir de este analisis es:,qué otros fenémenos en
economia o ciencias so¢iales pueden modelarse con las herramientas de juegos extensivos
con informaciéon imperféeta?/Algunos ejemplos incluyén: pafses que escalan conflictos
para senalar determinacién a sus.adversarios, deudores que pagan a tiempo para
mantener su acceso al crédito, ‘eleeciones (Martifielli and Matsui, 2002) o plataformas
digitales en las que vendedores nuevos sagrifican ganancias iniciales para construir una
reputacion. Estos escenaries, entre otros, muestran la potencia del enfoque bayesiano

en contextos dindmicog y estratégicos.



Apéndice A
Teoria de la utilidad esperada

La teoria de la utilidad esperada que,vamos a exponer en este anexo es la que
desarroll6 von-Neumann en 1944. Még adelante, Savage introdujo las probabilidades
subjetivas en Savage (1954). La-teoria de Savage ha tenido su propio desarrollo en
al literatura (Echenique and Saito; 2015), (y/bdsicamente trata las probabilidades
subjetivas. La teoria de lajutilidad esperada‘también se vio beneficiado del trabajo de
los célebres matematicos John Milnor (medalla fields, 1962) e Israel Hernstein (Herstein
and Milnor, 1953). La notacion y demostraciones a continuacion estan basadas en el

capitulo 6 de Mas-Colell et al. (1995).

A.1.~ Preliminares

En teoria de la decisién, consideramos un espacio de consecuencias C = {1,..., N},
que represefita los posibles resultados de una decision. Un ejemplo historico es el
desembarce_de 1os Aliados en Normandia, donde la eleccion de la ubicacion fue una
loteria estratégica, y el general Patton utiliz6 un ejército fantasma en Dover para

enganar a los alemanes.

Las loterias se representan como distribuciones de probabilidad sobre C| es decir,

elementos de:

N

i=1

189
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Mas generalmente, se consideran [oterias compuestas, donde una loteria se elige

aleatoriamente de entre varias posibles:
(Ll,...7LK,(){1,...,OéK) S ANE s AK,

Cuando N = 3, el simpler A% puede visualizarse como un tridngulo equildtero,en R
Sus caras incluyen los vértices (0-células), las aristas (1-células) y susinteriory-que es

una 2-célula. Ver figuras A.1y A.2.

22N

Figura A.1°Simplex en R

b3

Figura A.2 Simplex en R3.

Geométricamente, cada punto L € A? tiene coordenadas p;, que pueden
interpretarse como la distancia ortogonal a la proyeccion sobre el lado opuesto en el

triangulo. Este hecho motiva el uso de una representacion bariocéntrica en el triangulo

de probabilidades.
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L= (p17p27p3)

Figura A.3 Representacién del simplex de dimension 2(en ceordenadas-bariocéntricas.

Matematicamente, una loteria compuesta puede expresarse CoOmMO:

K
Pn = arli.
=1

Esto implica que solo losyresultados fimales importany no los medios por los cuales
se alcanzan. Sin embargo, este supuesto planteasun.dilema: si fuese cierto en todos
los contextos, en la toma de decisiones con encuestas podriamos inferir preferencias

directamente de los resultados observados;ilo cual no siempre es adecuado.

Denotamos por .Z el espacio de todas tas loterias A(X).

Definicién A.1.1¢ Una preferencia > sobre . es continua si y solamente si para

cualesquiera L, L'JEL’E€ £ 4se enmple que

{ael0,1]:al+ (1 —a)l' = L"} C[0,1]
{fore0;1): L" = aL+ (1 —a)L'} C [0,1]

son cerrados en [0,1] eon la topologia usual de R inducida sobre el intervalo [0, 1].

Las preferencias sobre £ son entonces continuas si alteraciones menores en las

probabilidadesno alteran el orden.

Definiciéon A.1.2. > sobre .Z cumple el axioma de independencia siV L, L', L" € ¥
y a € (0,1) se tiene que

L-L'sal+(1-a)l’"=al'+(1-a)L"
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Definicion A.1.3. U : ¥ — R tiene forma de utilidad esperada si existe
(1, ,uy) ERN tal que V L = (py1, -+ ,pn) € L

N
U(L) = polin.
n=1

A U* se le conoce como funcién de utilidad esperada de von,Neumann-Morgenstern.

Proposiciéon A.1.4. Una funciéon de utilidad U : £ + R tiene una representacion

por utilidad esperada si y solamente si es lineal. Esto‘es,

U <Z oszk> = Z OlkUe(Lk:)a

k=1

para cualesquiera Ly, - =l x'€ .Z v oy > 0 tales que S5 [ oy &= 1.

Demostracion. Denotemos, por 6" =+(0,5--,1,---0) a la loterfa que le asigna

probabilidad 1 al outcome x,,.. Entonces; para cualquier/' L € .,
N
L= Z Do
n==1
Entonces, si U€ es lineal,
N N N
UL)=U <Z p5”> => U((0") = pat.
n=1 n=1 n=1

Por el contrariopsi U tiene lavforma ‘de una funciéon de utilidad esperada, dadas las

loterfas Ly, - Wox, Ly =%, -+ ,p%) v a1, -+, ax con Zszlak =1y a,>0,
K N K K N K

v (z akLk) IG5 (z akpfz) ~ Y e (z unp:z) = 3 U ().
k=1 n=1 k=1 k=1 n=1 k=1

]

Proposicién A.1.5. Sea U : £ — R una utilidad de von-Neumann-Morgenstern
para > definida sobre .Z. Entonces, U es otra funcién de utilidad de von-Neumann-

Morgenstern que representa = si y solo si existen § > 0y v € R tales que
U(L)=pU(L)+~, VLeZL.

Demostracion. Sean L, L € £ tales que L = L = L para toda L € .%. La existencia

de dichas loterfas viene asegurada por el hecho que el simplex es un compacto y U(-)
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al ser lineal es continua. Si L ~ L, entonces toda funcién de utilidad es constante y el
resultado es inmediato. Supongamos entonces que L > L. Entonces,

U (é akLk> = BU (fj oszk) + 7

k=1

- S aulsU (L™

De este modo, U tiene una forina de utilidad esperada. Ahorabien, sean U(-) y U(-) con
forma de utilidad esperada. Veamos que existen g > 0 y % €R tales que U =pU+ .

Para ello, sea L € .Z cualquiera y A€ [0, tal que U(L) )= ALU(L) 4+ (1 — A)U(L).
De este modo,

U(L) - U{L)

U(L) 7Ly

Como AU(L) + (1 — A)U(L) = UL+~ — X\p)L) vy U(:) representa a =,
L ~ AL+ (1 —\g)L. Ahora bien, conio U también es lineal,

L:

U(L)= UL+ (1 4A)L) = AL(U(L) = U(L)) + U(L).

Usando la expresion) para Xpnge deduce que

]

Ejemplo A.1.6. Considere el juego del ejemplo 2.3.5, donde los pagos estaban dados

por:

Nadal: A Nadal: M

Federer: A (0,1) (1,0)

Federer: M (1,0) (0,1)
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Aplicando invarianza lineal (proposicion A.1.5), el siguiente juego es equivalente al

original

Nadal: A Nadal: M

Federer: A (0,0) (500,—1)

Federer: M | (500,—1) (0,=1)

Note que los pagos de Federer se multiplicaron por /Svw= 500 y a lossde Nadal se les

sumo v = —11.

A.2. Teorema de la utilidad esperada

El teorema que estamos a punto.de demostrar, nos dice que si un agente de decision
tiene preferencias sobre el espacio’de/loterias quésatisfacen la propiedad de continuidad
y el axioma de independencia, entonces su preferencia puede ser representada por una

funcién de utilidad esperada U.

Teorema A.2.1. Suponga que una preferencia racional > sobre .Z satisface la
propiedad de continuidad y el-axioma de independencia. Entonces, > admite una
representacion por-funcién de utilidad esperada. Esto es, podemos asignar nimeros

reales 4y, -+ ,uny de mamera que para cualesquiera dos loterias L,L' € % con

L= (plv"' 7pn) yL/: (p,17 7p;L)7

L>L’<:>§: > S
> Plin =Y Py,

n=1 n=1

Demostracién. La prueba se divide en varias etapas. Primero, tomamos L y L tales
que L = L = L para toda L € £ (tal y como se hizo en la proposicién anterior). Si

L ~ L, el resultado es inmediato y trivial. Por ende, supongamos que L > L.

1. Paso 1:si L = L'y a € (0,1), entonces L = alL + (1 — a)L' >~ L. Esto es

consecuencia del axioma de independencia:

L=aL+(1—a)L=aL+(1—a)l' =al'+(1—a)l' =1L
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2. Paso 2: sean a, 3 € [0,1]. Entonces L+ (1 — )L = aL + (1 — )L si y solo si

[ > a. Escribamos
BL+ (1= B)L=7L+(1—7)[aL+(1—a)L}
con y = i;g € (0,1]. Sabemos que L = oL + (1 — a)L por.el'paso 1. Por enide,

YL+ (1 —7)(aL+ (1 —a)L) = al+ (- )L

y por ende BL + (1 — B)L =.«L + (1 — a)L. Parala conversa, supomgamos que
B < a. Si son iguales, BL +(I —B)L ~ ad + (1 /~'e)L. Supongames entonces que
B < a. Se sigue, por los miSmos ‘argumentos, que oL + (1 —ayE"> 3L+ (1—3)L.

3. Paso 3: para todaf, €+, existe un unico ay, tal que [a;L + (1 — ar)L] ~ L.

La existencia es eensecuencia de la'continuidad yta umicidad del paso 2.

4. La funcion U : .Z — R tal que asigna a L el'wyalor «ay, es la que representa a .

En efecto, por el paso 3, dadasl, L' € ¥

L > I & Ole—F (1 AN OéL)L ~ OéL/Z—i— (1 — Oé[/)L

Asi, L = L' si y solo si ay, > ayp.

5. Paso 5: la funcién de utilidad U(-) que le asigna oy a L € £ es lineal, y por

ende, tiene la forma dewutilidad esperada. Lo que queremos es probar que
VL, IVe %, 3€0,1]: UPBL+(1—p)L")=pU(L)+ (1—3)U(L).
Por définicién, Ihn< U(L)L + (1 —U(L))Ly L' ~ U(L')L + (1 — U(L"))L. Por

ende, aplicando“dos veces el axioma de independencia,

BL+ (1< B)L' ~ BU(L)L + (1 = U(L))L] + (1 = B)L'

~BIUL)L+ (1= U(L)L] + (1 = B)U(L)L + (1 = U(L))L].

Re-agrupando términos,

BL+ (1=B)L" ~[BU(L) + (1 = B)U(L)L + (1 = BU(L) = (1 = B)U(L))L

De este modo, concluimos que

U(BL+ (1= pB)L) = pU(L) + (1 = BU(L).
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]

El teorema A.2.1 nos permite concluir que las curvas de indifereneia ew el simplex
son hiperplanos, rectas paralelas si nos situamos en N = 3. Sin pérdidade generalidad,

si tomamos 1 como L y 2 como L, dado L € A, con 3 £ 1 0 2,

E'OéLE[O,l]I CYLZ—F(l—OéL)LZL, Y e ZL.

Una version de la demostragionydel teorema A.2.1 seyencuentra en\(Herstein and
Milnor, 1953). En efecto, Milnor, y Hersteinwextienden la ‘secuencia de trabajos
Von Neumann and Morgensterns(1944); Marsehak (1950); Milnor (1953); Rubin (1953).
Esta secuencia responde-a-la necesidad de considerar espacios dejconsecuencias infinitos
y supuestos menos fuerte desde la perspectiva econémiea. En el articulo Herstein and
Milnor (1953), se establece’con detalle log) pasos parar peder obtener la representacion

de utilidad esperada, haciendg uses«dé argumentos bésicos de topologia general.

A.3. Argumente-de Separacion

Estas notas quedrian incompletas sin presentar una prueba alternativa al Teorema
A.2.1, basada en uno de losswresultados . mas notables del Analisis Convexo: el Teorema

de Separacion. Seguimos a Gilboa(2009).

Nuevamente vamos a.considerar que X es un conjunto finito. Sin embargo, la
extension al caso infinito pasa por elementos de andlisis funcional. Sean L, L' € £ C

RY. Por lo tanto, L —L’' € RY. Considere los conjuntos

A={L-LeR": L=1'}

B={L-L'eR": L'~ L}

Ciertamente, se cumple que L” = L" si y solo si L” — L" € A. Del mismo modo,

L" = L" siysolosi L” — L" € B. Esto para cualesquiera L”, L' € Z. Ahora bien, el



Apéndice A. Teoria de la utilidad esperada 197

objetivo es probar que tanto A como B son convexos. Esto es consecuencia del axioma

de independencia. Supongamos que L — L', L” — L' € Ay consideremos,para « € [0, 1]
(L — L)+ (1—a)(L" = L") = (aL + (1 — &) L") — (aL — (2= &)L").
Entonces, como L = L'y L" = L" por el axioma de independeneia, aplicados2 veees,
aL+(1—a)l" = al’ + (1 —a)L".

Asia(L—L)+ (1 —a)(L" — L") = (oL + (1 — o)) —Hal' ~ (I wa)L"”) € A. Por
un mismo procedimiento, concluimos que B es'convexo. Ahora ‘bien, es claro que A es
cerrado y B abierto usando la topologia que se«usa‘en la definicién de continuidad de
las preferencias sobre el“espacio_de loterias. Esto’es, una vecindad de L € % se define

U) {aL+ @/~a)L' : ae(0,e)},

L'ey
para e, > 0. Asi, por el teorema desseparacion, existe un funcional lineal que separa

los conjuntos. Este funcignal lineal es justamente U y es tal que

UL+ (1 —a)Ly="elU(L) + (1 — a)U(L).

A.4. Paradoja de Allais

La“paradoja de Allais_demuestra una inconsistencia en la teoria de la utilidad

esperada. Se¢ presentan, dos)pares de loterias:

Ly = (0,1,0): recibir 500,000 con certeza.

L} =10,1,0,89,0,01): con 10 % de probabilidad recibir 2,500,000, con 89 % recibir
500,000, y con 1% recibir 0.

= Ly, =(0,0,11,0,89): con 11 % de probabilidad recibir 500,000, y con 89 % recibir
0.

L}, = (0,10,0,0,90): con 10 % de probabilidad recibir 2,500,000 y con 90 % recibir
0.
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En la primera eleccion, la mayoria prefiere L; sobre L), lo que implica que:

us00000 > 0,1u2500000 + 0,89us500000 + 0,012p.

Restando 0,89us00000 €n ambos lados y sumando 0,89, se“obtiene:

0,11us00000 + 0,891 > 0,1ugs00000 059uo.

Sin embargo, en la segunda eleeciony.la mayoria ‘elige"L,, sobre Lof lo-que contradice
la relacién anterior y muestra mna‘violacion ‘de™a independernicia de alternativas

irrelevantes en la teoria de la\utilidad esperada.

La paradoja de Allais pone en evideneia una violacién,del axioma de independencia
en la teoria de la utilidad’ esperada, lo“que ha llevadowa-distintas interpretaciones y

posibles soluciones.

» Interpretacién normativa: La paradoja sugiere que las decisiones reales no
siguen siempre la utilidad espérada, lo ‘que cuestiona su validez como modelo

normativo de racionalidad.

= Limites cuando p — 0 o p== 1: La violacion de la independencia se vuelve
mas evidente ¢uando una, opc¢ion ofrece certeza, ya que los individuos muestran

una fuerteyaversiéon a.la incertidumbre.

= Posible arrepentimiento: Los individuos pueden anticipar la insatisfaccion de
perder una cantidad segura, lo que influye en sus decisiones y genera sesgos hacia

opciones con certeza.

= Renuncia al axioma de independencia: Modelos como la teoria de prospectos
o las teorias del arrepentimiento han sido propuestas para explicar estas

desviaciones del comportamiento esperado.
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A.5. Pagos monetarios y dominancia

Para esta seccién, usamos los slides del profesor Federico Eclienique (Berkeley ) de

utilidad esperada y riesgo.

Antes de Daniel Bernouilli, se pensaba que un prospecto riésgoso debia serevaluado

via su valor esperado.

De alguna manera, un hombre muy pobre obtiene un, billete de loteriarque, con igual
probabilidad, le dard o bien nada, o, bien-wveinte mil dueados. ;Hvaluard este hombre su
posibilidad de ganar en diez mil dueados? ;No ‘seria imprudente vender este billete
de loteria por nueve mil ducawdos? A mi me-parece que la respuesta es negativa. Por
otro lado, me inclino 4 creer que un hombre rico cometeria un error si se negara a
comprar el billete de loteria)por nueve mil ducados. [ .. la determinacion del valor
de un objeto no debe basarse en su®precio, sino en la utilidad que proporciona. Fl
precio del objeto depende unicamente de la cosa‘en si misma y es igual para todos; sin
embargo, la utilidad depende de las-circunstanciaswarticulares de la persona que hace la
estimacion. Ast, no cabe duda de que una gamancia de mil ducados es mds significativa

para un mendigo que para un hombre rico, aunque ambos ganen la misma cantidad.

Ejemplo A.5.1.~La paradoja de San Petersburgo. Propuesta por el primo de
Daniel Bernouilli, Nicolas Berneuilli: Consideremos un juego en el que un casino lanza
una monedasjusta-hasta que sale.eara por primera vez. Si la primera cara aparece en
el lanzamiento nimero n; el.pago es de 2™ ducados (el pago se duplica por cada vez
que apareceycruz). El valor esperado de este juego se calcula de la siguiente manera:
La probabilidad de’que salga cara por primera vez en la lanzada n es 27". Asi,

E[X}= klgr;()é[?{X =n}-X(n) = i (21n2”> = 0.

n=1
. Pagaria uno infinito para jugar el juego descrito en el ejemplo A.5.17 Ciertamente
no. Daniel sugirié que la utilidad marginal era proporcional al inverso de la riqueza, o
sea
a
Du(x) = —.
() =2
Por lo tanto,
T q
u(z) = C+/ ;dt =C+alnz.
1
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O, tomando una transformacion lineal afin, u(z) = Inz. Por ende, la wutilidad esperada

del juego viene dada por

! .. L= (1/2)

Esto es consecuencia de que, si planteamos

n 1— xn—i—l
_ k_
f(x) - kzox 1 —r
y derivamos, )
1 & (n+1)a™ [_a"t! —1
/ i )5 k A
fz) :c,;)m x—1 (x —1)2

Digresién sobre distribuciones y probabilidades. Sea X = [a,b] v A(X) el
conjunto de la medidas de probabiliddd, de Borel sobre X: Para cada p € A(X),
definimos F), : X — R por

FAt)y s n({r € X v st}),
la funcién de distribuciéntacumulada (cdf) aseciada con pu.

Proposiciéon A.5.2. Cualquier funcién Fj satisface :

1. F}, es débilnente mondtonancreciente.
2. Fjes continua por la derecha.
3. F,(bp= 1.

4. limy_,q F,(t)=0"

Inversaniente, para cualquier funcion que cumple estas propiedades, existe una pu

asociada. En efecto, si I’ satisface estas propiedades, definimos
X(t) =inf{z € [a,b] : F(z) >t} = F'(t).

Consideremos X como una v.a. definida sobre [0,1] con distribucién uniforme.

Entonces, la distribucién de X tiene como cdf a F'.
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Cuando pu € A(X), escribimos

y para g : X — R escribimos

E,(9(x)) = [_g(@)dn(a)

Teorema A.5.3. Sea u : X — R una funcion integrable. Entonces, u essconeava si y

solo si

[ wtwpdite) < o (o[ dpts)

para cualquier p € A(X).

Demostracion. Sea x*=E, \Dado que uqes concava, existe b.e’Ou(z*) de forma que
uw(@) <ux ()Pblx —2%), Vaee X.

Integrando,

Sean ahora x,yl€ X|y A €40, 1)."Sea pr € A(X) una distribucién de probabilidad que
le asigna-probabilidad A a x y 1 —X a y. Entonces, la desigualdad de Jensen justamente

define’la, concavidad de . O

Loterias monetarias. Interprete € X como un pago monetario y u € A(X) como
una loteria sebrelos pagos monetarios. Asumamos que el agente escoge entre las loterias
en funcién=de.un.a funciéon de utilidad V' : A(X) — R. Més ain, asumamos que esta
funcién de utilidad V tiene la forma de utilidad esperada. Esto es, existe u € L'(X)

tal que
Vi) = [ ul@)du(z).
La funciéon u es conocida como funcién de utilidad Bernouilli asociada a V' (llamada

también utilidad de vonNeumann-Morgenstern). Note que podemos escribir

V(E,) = /X u(z)dF,(z).
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Finalmente, la funcién de utilidad de Bernouilli es tinica salvo una transformacion lineal

afin. Esto implica que las preferencias sobre las loterias representadas por

V) = [ u(x)du()

son las mismas que las que son representadas por
W) = [ (a+ Bu@)du(e), 55,0

Dominancia estocastica de primer orden. La dothinancia estocastica de primer
orden (FOSD) es un orden parcial sobre las loterias basado’en lasidea de que mas dinero

es preferido a menos dinero. Considere el conjunto
Uy = {w: X~ R, u mondtona creciente}.
Definimos la relacioninaria,>7 sobre A(X) por
uzlyﬁ/uduz/udu, auhe U7 .
Como la funcién identidad es ereciente, en partieular ;o >; v implica que E, > E,.

Teorema A.5.4. > v/siy solosi F, (&) >4, (%) para todo z € X.

Demostracion. Considere las funciones
0, sit<x
t—
1, sit>ux.
Estas son monétonas crecientessEntonces, ¢ >; v implica que 1 — F,(z) <1 — F,(z).
Asi, B,(z)) > F,(z). Ahora. supongamos que F,(x) > F,(x) para todo z € X y
definamos
X(t) =inf{z € [a,b] : F,(x) >t} (A.1)
Y (t) = inf{z € [a,b] : F,(x) > t}. (A.2)
Ya sabemos-que X ~ F, e Y ~ F,. Por hipétesis, X (t) > Y (¢). Fijemos entonces

u € U;. Entonces,
/ wdF, = / w(X (1)) dt
> / w(Y (£))dt

= /udFl,.
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Asi, i > v siy solo si existen tres v.a. X, Y y Zcon X ~ F,, Y ~ F,, Z > 0 tales
que

X=Y+7Z
Demostracion. Consideremos X e Y como en (A.1), (A.2) y definimos Z = X — Y4, [

Aversion al riesgo. ;Qué es la aversion al riesgo? Prefiere™100 USD"seguros o con
probabilidad un medio 0 USD y probabilidad un medio.200 USD. La aversion‘es preferir

el pago seguro.

Considere un agente con utilidad ‘esperada W yautilidad de Bernouilli u. Decimos

que el agente es averso al riesgo si-para todo p.€ A(X)

/. u@)dnt) < u(E,),

Proposiciéon A.5.5. Un agente con funcion de utilidad Bernouilli u es averso al riesgo

si y solo si u es concava.

Definamos Us como
Uy ={u: X - R, u céncava}.
Definamos >4 sobre,A(X) por
uzgyﬁ/udMZ/udu, YV u e U,.

Recordemos que si g, esconvexa, entonces —g es concava, entonces p >o v si y solo si

E.(g9(z)) <E,(g(x)) para toda g convexa.

Como la funcidon-identidad es convexa y coéncava, j1 >9 v implica que E, = E,.

Teorema A.5:6. ;1 >4 v siy solo si

para todo x € X.
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Demostracion. Para toda F
/a C Pt = tF(1)| - / " 1dF(t)
- x/ F(t)dt—/j tdF(t)
- /:(:c —1)dF(D)

- / mméxc{z — 1, OVE(L).

La funcién ¢t — max{z —t,0} es convexa por ser el maximo de dos funciones afines, y

decreciente. Por ende, t — — max{z —#;0} es‘edncava. Asi, u >, v implica que

b b
/a (—1) max{z =t 0}dF,(t) > /a (=1)méx{x — t,0}dF,(t).

Entonces,

/a VB, ()dt = / i {z — ¢, 0YdE(t)

a

b
§/ max{x~ t,0}dF,(t)

- /a CE,(Ddt

La funcién identidad es convexa y céncava.a la vez, por lo que

/:chu(x) = /:UdF,,(x).

La conversa se/prueba usando~que una funcién céncava es aproximada como una
combinaciénalineal de funcioneswde la forma ¢ — (—1) max{z — ¢,0}, constante, y

la identidad. O

Riesgo y dominancia estocastica de segundo orden

Teorema AL5.7. u >5 v siy solo si existen tres v.a. X, Y, Z definidas en un mismo

espacio déprebabilidad tales que X ~ F,, Y ~ F, y E[Z]|X] = 0 tal que
Y =X+ 7.

Observaciéon A.5.8. Hemos visto que la dominancia estocéstica de primer orden
(FOSD) es la respuesta cuando preguntamos en qué estédn de acuerdo todos los agentes
que prefieren mas dinero a menos. Entonces, jen qué estan de acuerdo todos los agentes
que, 1) prefieren mas dinero a menos y 2) son adversos al riesgo? La respuesta es la

dominancia estocéstica de segundo orden (SOSD).
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Definicién A.5.9. Sea U;s = U; N Us. Definamos >15 sobre A(X) por
,u2121/<:>/udu2/udy, V u € Uss.
Decimos que F), domina en segundo orden a F, si pt >3 v.

Teorema A.5.10. p >15 v si y solo si

/x F,(s)ds > /x Fu(s)ds, ¥ 2 E.X.

Demostracion. Queremos demostrarsla, equivalenciasde las [dos définiciones. Para
simplificar, supongamos que u es diferenciable \y'que existe algn z-tal que F,(z) =

F,(x) =1 (esto se puede relajar), Recordemos que, tras integrar por partes:

/ w(x)dE, () N / u(z)dF,(r) = / o (@) [Ealm), = F,(2)]dz.

Ahora, dado que F, y F), tienen la misma media, otra integraciéon por partes implica:

/xdFl,(:U) = /:chM(:c) & /F,,(x)dx = /Fﬂ(x)dx.

Si tomamos la primera expresion, integramos por partes una tercera vez (1) y realizamos

algunas cancelaciones, obtenemos:

—/U”(w) [/; F,(y)dy — /; Fu(y)dy| dz.

Dado que u” £ 0, si
/ Fy(y)dy = /_ Fu(y)dy,

entonces claramente la/expresion completa es positiva y toda funcién u concava prefiere

F, sobre F),. Reciprocamente, supongamos que en un entorno de algin z,

/; F,(y)dy < /_; Fu(y)dy.

Podemos tomar u como una funcion lineal por debajo y por encima de z, y estrictamente
céncava en el entorno de x, de modo que la expresion sea negativa y u sea una utilidad

concava que prefiera F), sobre F,. O

Teorema A.5.11. u >15 v siy solo si existen tres v.a. XY v Z definidas en un mismo

espacio de probabilidad tales que X ~ F,, Y ~ F, y E[Z]|X] < 0 tales que

Y=X+72
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Apartado matematico. Las relaciones binarias >; para i € {1,212} estan definidas
sobre el cono que resulta de los vectores positivos de una coleccion de funciones lineales.
A(X) no es un espacio vectorial, pero puede ser incrustado en ufi*espaeio vectorial de

medidas con signo. Entonces p >; v si y solo si p — v € P;, dondg¢

Pi={p:f(n) >0,V fe Ty

con .%; la familia de funciones u — [wudp para u € U;/WUna coleccién désfuncionales

lineales.

A.6. Riesgo

Desde ahora consideramos tnicamente, utilidades (Bernouilli que son continuas y
estrictamente mondétonamente crecientes. Para un agente con funcién de utilidad
Bernouilli u, el nimero ¢(u, nu)-esel equivalentéde certeza para la loteria p y agente

u si cumple que
[ udy = ategiw)).

Proposiciéon A.6.1.Si u es estrictamente monétona creciente y continua, c(f,w)

existe y es tnico.

Proposiciéon A.6.2. Un agente con funciéon de utilidad Bernouilli es averso al riesgo

si y solosivc(ppu) < E, para toda loterfa p € A(X).

Demostracion. Se sigue de)que

Definicién A.6.3. La prima de riesgo de pu para u es

R, u) = B, — c(p, ).

Por lo tanto, R(u,u) cuando u es averso al riesgo.
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Cuando dos agentes, uno con utilidad de Bernouilli u y el otro v, ;qué significa que

uno sea mas averso al riesgo que el otro?

Decimos que u es al menos tan averso al riesgo que v si E u(®) >yu(f) cuando

E, u(z) > v(6) .

Proposicién A.6.4. u es al menos tan averso al riesgd quewv, si y s6lo st existe g
estrictamente creciente concava tal que u = g o v. O sea, u’es una transformacion

concava de v.

Demostracion. Sea g la funcién en cuestién y fi, 6, tales que E, u(z) >/'u(f). Entonces,

u = g ov implica que E,(g(v(@))(> g(v(8)).0

9 (Eug(0())) = v(0).

Mas atn, por la concavidad de g

E,g(v(x)) < g(Eyuo(w)),

lo que implica que

97 (Bug(v(2)) < g7(9(Eyv(2))) = Euo(z).
Por ende,
Eo(z) > g7 (Bug(v(z))) > v(0).
ConverSamente,sea g : v(X) — R estrictamente creciente tal que u = g(v(x)). Dicho ¢
existe pues,ambas son funcienes estrictamente crecientes (por lo que son ordinalmente

equivalentes). Notepque v(X) es un conjunto convexo. Ahora bien, supongamos que ¢

no es concava. Existen y, z y A € [0, 1] tal que

g Az + (1= N)y) < Ag(z) + (1 = Ng(y).

Sea z = v(2') e y = v(y') y considere la loteria que le asigna a 2z’ probabilidad A y a ¢/

probabilidad 1 — A. Entonces,

9(E,0(2)) < Eg(v()) = E,ulz) = ulc(u, ).

Por ende,

E,0(x) < g~ (ule(u, p)) = v(c(u, p)).
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Una contradiccién porque u estd dispuesto a renunciar a la cantidad segura c(u, p) por

i (de hecho, es indiferente entre ambos), mientras que v no esta dispueste a hacerlo. [

Observacién A.6.5. Si u es al menos tan averso al riesgo que v si ywsolo si para todo

W
c(p,u) < ep, v).

Supongamos ahora que u vy v son clase C?. Sabemosquési u es al menos tan averso

al riesgo que v si y solo si existe/g ¢éncava tal que u= go'v. Por ende,

u'(x) = @'fu(#)v'(z)
u'(z)y< " (@) ()4 g (v(2)v():

Sabemos que ¢’ > 0y ¢"4< 0. Por ende,

_u'(@) | g"u(w) .
u'(x) gvlx)

Asi,

Tule) Y v
La magnitud )
ra(Tyu) = — W (2)

es conoeide ‘como el coeficiente de aversion absoluta al riesgo, Arrow-Pratt. Es una

medida lecal de la curvatura de w.

Ejemplo A.6.6. 7i(x;u) depende de z. Cuando es constante, igual a p, define una

utilidad en particular;

ra(x,u) = — =p = u(x) =Cy — Che™ ™.
Esta funcién de utilidad se conoce como CARA.
Recordemos la cita de Bernoulli. Daniel pensaba que el valor de una apuesta

depende de la riqueza de una persona. Por ejemplo, una loteria 50-50 que otorga 20,000

ducados o nada tiene menos valor para una persona pobre que para una persona rica.
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Fijemos una funcién de utilidad v : R — R, continua y estrictamente creciente.

Consideremos la familia de utilidades u,,, donde
Uy = u(w + ).

Interpretemos u,, como la utilidad de un agente con riqueza w/@R ™. Ahora, un agente
con utilidad u exhibe aversion al riesgo decreciente si u,, ©s al'ymenos tan,adverso al

riesgo como uy,, cuando w < wy.

Recordemos que considerama$ A([a, b]). Ahora asumamos que a >,0:Consideremos
un riesgo multiplicativo relativo a la_riqueza w;“pensemos, poriejemplo, en un riesgo

relacionado con una tasa de retorno: Definamos

Uy ()= u(wz).

Sea w < wp y supongamos que U, es al menos tan adverso-al riesgo como ,,,. Entonces,

existe una funcién concava g tal que

u(wzx) =g (ulwer)).

De esto se obtiene
wu' (wz) = ¢ (u(wez))u' (wez)w,

w?ufwa) ' g (u(wez) ) [t (wor)wo)? + ¢’ (u(wox))u” (wor) (wo)?.
Entonces,
) g (o) (woa) (w
wu! (wx) g\(u(woz))u' (woz)wy g (u(woz))u' (woz)wy

wu" (wz)  glt(wox)) [u (wox)wol

Lo que implica que
wu” (wz) wou” (wox)

u(wx) —  u(wer)
Esto sugiere. el coeficiente de aversion relativa al riesgo:
ul/(l,)

u/(x)

TR('I? U) =

De modo que cuando rg(z,u) es una funcién decreciente en z, entonces u exhibe

aversion al riesgo decreciente. El caso limite en que rg(x,u) es constante implica (para

p#1) que
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lo que da como resultado (fijando una normalizacion)

que corresponde a la funciéon de utilidad con aversion relativa al riesgo constante

(CRRA).

Ejemplo A.6.7. Consideremos un agente con una funciéon de utilidadsde Bernoulli
u y riqueza inicial w que estd considerando comprar/un seguro contra,/incendios. Un
incendio ocurre con probabilidadwzry,»en) caso de ocurrir; la pérdida.asociada es D. El
contrato de seguro funciona de-la siguiente manera: cada unidad.de seguro tiene un
costo ¢ y paga un délar en caso de'incendio."Si €l'agente compra una cantidad o > 0
de seguro, su riqueza/en cada escenario es: - Si no ocurre un-incendio, su riqueza es
w — aq. - Si ocurre un incendio, su riquezares w — D+'a\— aq. Dado esto, el agente

desea maximizar la utilidad esperada:
mu(w= D4 a — aq) +(H—m)u(w — aq).

Ahora, supongamos que el'preeio delsseguro es’ q = 7, lo que significa que el contrato
de seguro es actuarialmente justo, es decir, el precio por unidad de cobertura es igual

a la probabilidad“dé ocurrencia del evento asegurado.

En este caso, la riqueza’del agente en cada escenario se reescribe como:

= Si,no hay incendio,(surriqueza es w — ar.

= Si hay incendio, su-riqueza es w — D + a — ar.

Podemos calcularia-riqueza esperada:
EW]|=n(w—-D+ ol —m)) + (1 —7)(w — an).
Distribuyendo términos,
EW]=7mw—7D+ma(l —7) +w(l —7) —an(l — ).

Simplificando,
E[W] =w —nD.
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Observamos que, si el agente elige o = D, la riqueza en ambos estados es exactamente
w—7D, asegurando asi que la riqueza no dependa de la ocurrencia del incendio. Por la
desigualdad de Jensen, dado que u es céncava (es decir, el agente eS'adverso al riesgo)la
utilidad esperada maxima se alcanza cuando la riqueza es constanté’en’ambos estades.
Por lo tanto, la mejor estrategia para el agente es elegir @ =P, €S decir, asegurarse
completamente. Para formalizar este resultado, podemos analizar las_condiciones de
primer orden. Suponiendo que u es diferenciable, el problema de optimizacion del agente

implica la condicién:
w0 — D+ a(1= D) — q) + (b P (1 — alilg = 0.
Si a = 0, la expresion de la derivada es:
mu' (w— D)(1 =gt (1 — m)u' (w)g 0.
Si a > 0, en el punto éptimo se cumple-ta ecuacion:
mu'(w — DA+ a(1'%q))(1 = ¢) 4 (h="m)u'(w — ag)q = 0.

Al resolver esta ecuacion para «, sérebtiene que la tnica solucién consistente con
la aversién al riesgo del agente es @ = Dy lo que confirma que el agente compra la
cantidad exacta delseguro para eliminar completamente el riesgo. Conclusién: cuando
se le ofrece un seguro actuarialmente justo, un agente adverso al riesgo siempre optara

por asegurarse completamente.

A.7. Probabilidades subjetivas

En muchas decisiones reales, los agentes enfrentan incertidumbre sobre qué ocurrira
en el mundo;.sin disponer de probabilidades objetivas. La teoria clasica de utilidad
esperada, desarrollada por von Neumann y Morgenstern, presupone que el agente
conoce una distribucién de probabilidad objetiva sobre un conjunto de consecuencias.
Formalmente, en el modelo de vNM tenemos loterfas L = (py,--+,p,) sobre X =
{z1,-++ ,x,}, donde x; € X son consecuencias y p; son probabilidades conocidas.
El agente elige la loterfa que maximiza su utilidad esperada Y, p;u(z;), donde wu :

X — R es una funciéon de utilidad de Bernouilli. Sin embargo, en muchos contextos
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—como invertir en una startup, predecir un resultado electoral, o decidir si llevar un
paraguas— no hay probabilidades objetivas conocidas, ni frecuencias observables, ni
sorteos explicitos. Leonard Savage propuso un enfoque mas generalel agente elige entze
actos, definidos como funciones f : S — X, donde S es un conjuntorde estadoes ‘del
mundo y X es el conjunto de consecuencias. Cada acto asigna tina consecuencia f(s) a
cada estado posible s € S. Por ejemplo, un acto puede ser ssi llueve, voy al.cine; si no
llueve, salgo a correr, donde los estados son [lueve o no llucve, y las consecuencias son
actividades distintas. El agente posee una relacion de preferencianz definida sobre el
conjunto de actos, es decir, f = g signifiea que €l actol f €s al menos tan preferido como
el acto g. Savage demostr6 quesi‘esta relacion de preferencia sobré los actos satisface
ciertos axiomas (completitud, transitividad, centinuidad, étc.), entonces existen una
funcion de utilidad w.: X — R y una,medida de probabilidad subjetiva P sobre S
tales que las preferencias del agente ptieden representarse mediante la comparacion de

utilidades esperadas subjetivas:

Frg 2 Yulf(9)dPEpz [ ulo(s) dP(s).
Aqui, P no representa unayprobabilidad objetiva dada por el entorno, sino una medida
subjetiva de creencia que el agente asigna a cada estado del mundo. Esta probabilidad
subjetiva se infiere de sus decisionest si el agente prefiere un acto sobre otro, ello revela
como valora las eenséeuencias y_qué-tan probable considera cada estado. Por ejemplo,
si un agricultor decide sembrar,arroz solo si llueve y maiz si no, y revela preferencia
por es¢ plan frente a sembrar soya en ambos escenarios, esto permite deducir que
su creencia, subjetiva sobre-la lluvia supera cierto umbral. Formalmente, aunque S y
Q) pueden representar espacios similares (estados del mundo), su rol es distinto: en
modelos clasicos [de probabilidad, €2 es un espacio muestral sobre el cual se define una
medida de probabilidad objetiva P; en cambio, en la teoria de Savage, el conjunto S
carece de estructura probabilistica exdgena, y la medida P se construye a partir del
comportamiento del agente. Esta diferencia es fundamental: en la teoria clasica, la
incertidumbre se modela como riesgo con frecuencias conocidas; en la teoria de Savage,
se modela como ignorancia gestionada mediante creencias subjetivas consistentes. Por
ejemplo, ante una eleccién entre invertir en bonos o en una empresa emergente, un
agente puede tener una creencia subjetiva de que la empresa tiene 40 % de probabilidad

de éxito. Esta creencia no proviene de un proceso estocastico objetivo, sino de su
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propia evaluacion personal. Del mismo modo, dos votantes enfrentando una misma
eleccién politica pueden asignar probabilidades distintas al resultado de las elecciones,
y tomar decisiones racionales distintas, sin contradiccion logica. Tia gran contribucién
de Savage fue mostrar que incluso sin estructura objetiva alguna;1a coherencia en‘las
preferencias del agente impone la existencia de una representacién basada en.utilidad
esperada con probabilidades subjetivas. Asi, el modelo de_Savage properciona una
base rigurosa y flexible para analizar decisiones racionales,en contextos donde no hay
loterfas explicitas ni probabilidades observables, sino inicamente‘actos| consecuencias

y creencias individuales sobre como podria comportarseé el mundo.

A.8. Savage/in the market

A continuacion presentamos el articulo publicado en Econometrica por Echenique
y Saito (Echenique and Saito,~2015), titulado\Savage in the Market. El objetivo
principal de dicho trabajo’es caraeterizara partiride observaciones de comportamiento
en mercados, cuando las“decisiones de un agente son consistentes con la teoria de
utilidad esperada subjetiva (SEU) bajo aversion al riesgo. Aunque la representacién de
preferencias mediante utilidad esperada subjetiva ha sido comprendida desde Savage
(1954), no se contabaycon una caraeterizaciéon axioméatica basada en comportamiento

observable encel'mercado.

La‘eontribucion del artieulo es el desarrollo de un axioma de preferencia revelada
denominado”SARSEU| (por sus siglas en ingles: Strong Axiom of Revealed Subjective
Expected Utility), el_cual es necesario y suficiente para que un comportamiento
observado sea racionalizable mediante una funciéon de utilidad céncava y una
probabilidad=subjetiva. Es decir, un agente se comporta como si maximizara utilidad
esperada con aversion al riesgo y creencias subjetivas, si y solo si su comportamiento

satisface el axioma SARSEU.

Este resultado se ubica en la tradicion de preferencia revelada iniciada por
Samuelson (Samuelson, 1938) y continuada por Houthakker (Houthakker, 1950),
quienes caracterizaron las elecciones consistentes con la maximizacién de la utilidad

mediante el axioma fuerte de preferencia revelada (SARP). Echenique y Saito extienden
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esta linea al contexto de incertidumbre y subjetividad probabilistica, ofreciendo una
herramienta no paramétrica para testear empiricamente si las decisiongs de un agente

en un entorno de mercado financiero son compatibles con SEU.

El axioma SARSEU no solo tiene importancia tedérica: también permite el desarrollo
de algoritmos eficientes de verificacion, analogos a las desigualdades.de Afriatenel caso
determinista. Ademas, permite sugerir disefios experimentales adecuades para probar
empiricamente la validez de SEU. En particular, los autores-discuten eémojaplicar su
test a los datos experimentales de Héy y Pace (Hey-and Pace, 2014), Ahn et al. (Ahn
et al., 2014) y Bossaerts et al. (Bessaerts et ak, 2010), subrayando que su método

evita suposiciones parametrizadas al ofrecér-uma alternativa robusta y general.

En resumen, el trabajotde Echenique y Saito aporta uma caracterizacion exacta
del comportamiento consistente con la utilidad espetrada, subjetiva bajo aversién al
riesgo, basada exclusivamente en elecciones de mercado, abriendo asi una nueva linea

de investigacion tedrica y empiriea,dentro del andlisis de decisiones bajo incertidumbre.

Considérese un conjunto finito de estados S. En algunos contextos, se utiliza
también la notacién S = |S|-para denotar el’ntimero total de estados. Se define el
conjunto de medidas de probabilidad estrictamente positivas sobre S como A,, =
{ w e ]Ri " ‘ Y oses = 1}. En el modelo desarrollado por Echenique y Saito (Echenique
and Saito, 2013), les objetos de eleccién son pagos monetarios contingentes al estado,

denominados.actos monetarios, representados como vectores en Ri.

Se adopta la convenciéon usual: dados x,y € R", se escribe z < y si x; < y; para
todo 7, y < y si ademés 2/# y. Se denota por R’} el conjunto de vectores no negativos

y por R’ el conjuntosde vectores estrictamente positivos.

Definicién.A.8:1. Un conjunto de datos es una coleccion finita de pares (z, p) € RS x
Ri +- La interpretacion econémica es que cada par (2%, p*) describe una observacion

de mercado: una compra del acto z¥ a un vector de precios p*, con ingreso implicito
ko ok

pt - at.
El modelo de utilidad esperada subjetiva (SEU, por sus siglas en inglés) estd definido
por una probabilidad subjetiva 4 € A,, y una funcién de utilidad v : Ry — R,

estrictamente creciente y céncava (es decir, se impone aversion al riesgo). Dado un
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ingreso I > 0 y un vector de precios p € Ri +, el agente resuelve el problema:

max > peu(ws),

z€B(p,I) scs
donde el conjunto presupuestario estd dado por B(p, ) = {y € Rf_ pry < ]}.

Definicién A.8.2. Un conjunto de datos (x*,p*)& | esacionalizablespor lutilidad
esperada subjetiva (SEU-racional) si existen p € A*TH /'y una funciéon v R, — R,
estrictamente creciente y céncava,-tales que para todo“k y todow. €'“B(p¥, p* - 2%) se

cumple:

Z ,usu(yS) = Z ﬂsu(x];)-

sES s€S

Este marco teérico permite interpretar la racionalidad~de un comportamiento
observado en términos de, maximizacién de utilidad esperada con aversion al riesgo
y creencias subjetivas sobre los estades’/del munde. El enfoque asume que en cada
observacién, el ingreso disponible ¢s igual al valor menetario del acto elegido, i.e., p*-z*.
Asimismo, se modela una sola mercanciay(diniero) por estado, dejando el anélisis con

multiples bienes fuera del alcance delsarticulo.

Para facilitar la exposicion, se asume que la funcion de utilidad u es diferenciable.
Sin embargo, en general; un conjunto.de datos racionalizable bajo SEU no requiere que
u sea diferenciable (Echenique and\Saito, 2015). Las condiciones de primer orden para

el problema ‘de maximizacién de SEU planteado en (1) son:

ps ' (z5) = Aps,

donde p5 es la probabilidad subjetiva asignada al estado s, u/(x) es la derivada marginal
de la utilidad-en~dicho estado, y A es el multiplicador de Lagrange asociado a la
restriccion presupuestaria. Estas condiciones involucran tres variables no observables:
las probabilidades subjetivas js, las utilidades marginales u'(x) y los multiplicadores

A

Caso 2 X 2: K =2y S = 2. Se considera un caso con dos estados del mundo y dos
observaciones de eleccién. Sean (z*1,p*t) y (z*2, p¥2) dos pares observados de eleccién
y precios. Para que este conjunto de datos sea racionalizable bajo SEU, deben existir

una medida subjetiva p € AL, dos multiplicadores A\¥*, \*2 > 0, y una funcién de
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utilidad u estrictamente creciente y céncava, tales que se cumplan las condiciones de
primer orden:

ps ' (%) = Nepf - para s =12y k = ki, ko

S

Estas ecuaciones involucran tanto las variables observables & y)p como Jlas no
observables u’, A\ y pu. Para deducir restricciones empiricas, se.eliminan los términos no
observables dividiendo las condiciones de primer orden _entre.si.” Esto/permite derivar

implicaciones tnicamente en términos de las variables observadas:

(@) ps @) s () (ML A p’;;‘
u'(zh1) s W (P s, (25)) A’”p? CNkipky — pha - ph

k1

En primer lugar, si se tiene que :r:kl > xkz y ka > g,

entonees por la concavidad de
u se tiene u/(z8) < W/(zk2 )y w/(2%2) < /(2%1). Combinande-ambas desigualdades se
obtiene que:
By N
o o = L (A-3)
Ds;i  DPsy

En segundo lugar, si se cumple\que xkl > xkl v x’” > x —es decir, los vectores z*1

y %2 estdn a lados opuestos de| la diagonal de-45 grados—, entonces la concavidad
implica que o/ (z) < /(M5 0/ (2] Eulle), 1o que lleva a:

pikll : pik; <1. (A.4)
pg P
Ambas condiciones’ son implicaciones necesarias de la racionalidad bajo SEU con
aversion al riesgo en el easo K = 2, S = 2. Ademads, capturan dos dimensiones
cualitativas,_distintas delymedelo SEU: la primera refleja el efecto de la concavidad
(aversién al riesgo){ sobre la relacién entre precios y cantidades, mientras que la
segunda estd relacionada con la sensibilidad al perfil de pagos entre los estados.
Estas dos.desigualdades constituyen restricciones testables que permiten discriminar
empiricamente si un conjunto de observaciones es consistente con el modelo de SEU

bajo aversion al riesgo.

Caso general para K y §S. Utilizando las condiciones de primer orden, ya
establecidas, la racionalidad bajo utilidad esperada subjetiva (SEU) requiere que:

/

U/(.Ts//) — Hs . )\k/ ps

w(zh) e AP pE
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La concavidad de u impone restricciones sobre el lado izquierdo de esta ecuacién cuando
k/

2% > 2% pero el lado derecho estd complicado por la presencia de las,probabilidades

subjetivas no observables p y los multiplicadores de Lagrange, A.~Por tanto, “se

k

s,xff) tales que las probabilidades subjetivas/y los multiplicadoxes

seleccionan pares (z

se cancelen. Por ejemplo, consideremos el siguiente patron de desigtialdades:

ks ghe ks 5 gk

Isl 5927 52 537

ko k3
T, > L)

Manipulando las condiciones de primeér orden para estas tres observaciones, obtenemos
la siguiente cadena de igualdades:

ks ko
Ps; Psy

w/(af) W (xl3) W (aR2) pg AR pl
u(zh2) w/(akr) (ks ) s AR pR2 o pg, XU pRi gy N pks o pka o phi pks

NN T G

4 i — (rk1 k2 ks k1 ka k3
Obsérvese que los pares,de datos seleccionados —(xf!,wg2), (232, 251) v (222, 232)

han sido elegidos de modo que los.términos s aparecen el mismo nimero de veces
en el numerador y en el denominador/ y lo mismo ocurre con los multiplicadores \*.
Por lo tanto, estos términos se cancelan y/la ecuaeién resultante impone una condicion

puramente sobre variables,observables: precios y cantidades.

Ademds, bajo la hipétesis de que 2> ak2 2k > a:fj; y xfj; > 2% la concavidad

de u implica que:
w'(w5)) u(z53) w(zd) g
W@ ) wlely) T W)

y por tante, el'producto total de precios debe cumplir:

k k: k
Lok

ks k1 pks —
Ps; Dsy Ds;

Esta desigualdad jconstituye una implicacién empiricamente testeable del modelo
SEU*conaversion al riesgo. En general, la racionalidad bajo SEU requiere que para
cualquier coleceién de observaciones organizadas como en el patrén anterior —de forma
tal que los términos no observables se cancelen—, el producto de precios asociado sea
menor o igual a 1. Esta construccion motiva directamente las condiciones (ii) y (iii) del

axioma SARSEU que los autores proponen.

El axioma central propuesto en el articulo es el Strong Azxiom of Revealed Subjective

Ezxpected Utility (SARSEU), el cual caracteriza completamente cudndo un conjunto de
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datos observados es racionalizable mediante utilidad esperada subjetiva (SEU) con

aversion al riesgo. El axioma se formula de la siguiente manera:

SARSEU. Considérese cualquier secuencia finita de pares de élecciones y precios

e K\ . ..
(1'527 J:SZ> tal que se cumplan las siguientes condiciones:
/) i=1

. . . k!
1. Para todo 7, se tiene x'g > T
1
2. Cada estado s aparece como s; (en el lado izquierdo del par) el mismo ntimero

de veces que aparece como\s), (en el lado derecho);

3. Cada observacion k aparéce eomo k;el.mismorntmero de veces que como k.

Entonces, el producto/de precios asociadosa dicha secuencia debe satisfacer la siguiente

desigualdad:

n ki
Ds;

v s

i=1 Py

Este axioma proporciona=urna condieién necesaria y suficiente para que un conjunto
de datos sea racignalizable mediante el modelo SEU. La estructura del axioma guarda
similitud formal eon otras caracterizaciones basadas en precios de riesgo-neutral,
y su sintaxis réfleja la légica dewcancelaciéon de términos no observables como las
probabilidades subjetivas y los multiplicadores de Lagrange, cuando se construyen ciclos

de comparaciones cuidadosamente balanceados.

Bajo ciettas condicienes sobre los datos, este axioma también implica la existencia
de una funcién de-utilidad suavemente racionalizante. En el marco adoptado por los
autores, dondelostactos son pagos monetarios contingentes a cada estado, la concavidad
de la funcién de utilidad se traduce en condiciones de monotonicidad de las derivadas
(subgradientes), lo que facilita el andlisis en dimensiéon uno. Sin embargo, los resultados
no se extienden directamente al caso multidimensional, dado que la concavidad general
esta asociada a la propiedad mas fuerte de monotonia ciclica, la cual no se conserva en

el proceso de linearizacién utilizado.

Finalmente, a pesar de que la sintaxis del axioma SARSEU no lo hace evidente, el

cumplimiento del axioma por parte de un conjunto de datos puede verificarse de forma
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efectiva. Los autores establecen la existencia de un algoritmo eficiente que decide si
un conjunto de datos satisface SARSEU. Este algoritmo estd basado en un sistema de
desigualdades linealizadas derivadas de las condiciones de primersorden del problema

de maximizaciéon bajo SEU, y puede resolverse mediante programacionlineal.

Luego, el articulo compara el modelo de utilidad esperada subjetiva (SEW), con
una teoria mas débil, conocida como utilidad dependiente deél.estado (State~dependent
utility, SDU). En este modelo, el agente maximiza una funcién de utilidad aditivamente

separable en los estados, de la formag

U™ (x) = 3 usty),

SES

donde cada funciomus @ Ry — R eéswestrictamente eresiente y céncava, y puede
diferir entre estados. Esta formulacién pérmite capturar preferencias donde la utilidad
que un agente asigna a una conseetencia depende del estado en que esta ocurre, sin
imponer la estructura adicionalique requiere” SEU, como la existencia de una tunica

funcion de utilidad comun a todos los estados, y ina medida de probabilidad subjetiva.

En el caso 2 x 2 (dos estados y dos-observaciones), los autores muestran que la
condicion (A.3) ~una desigualdad €ntre precios derivada de las condiciones de primer
orden del problema,SEU-— no solo es'necesaria para SEU, sino que también caracteriza

racionalidad bajo-SDU. Dicha eendicion establece que si:

k1

k1 ko
> o

k2
xsl 51 y xSQ >

entonces se debe cumplir:
ky k1
Ps P o g
ki ke — O
Psi  Ds;
Esta condicion se deriva de la concavidad de las funciones u, y de las condiciones de
primer orden 1, (z¥) = \*p%. Ademés, los autores ofrecen una interpretacion grafica de
céOmo una violaciéon de esta condicion llevaria a una contradiccion con la maximizacion

de utilidad bajo SEU, utilizando un razonamiento basado en normalidad de la demanda

y violaciéon de WARP.

En el caso general, un conjunto de datos {(z*, p*)}X_, es racionalizable bajo SDU si

existe una funcién USP como la anterior tal que para todo k y toda alternativa factible
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y se cumple:

y € B(p*p*-a") = UP(y) <USP(ah).

El articulo formaliza esta nocién a través del siguiente axioma:

Strong Axiom of Revealed State-Dependent Utility (SARSDU): Con-

1 . . AN
sidérese una secuencia finita de pares (x’;?, ISZ> tal que:
i/ i=1

=
. ki k!
1. Para todo i, se cumple ' > ¥/;
K3
2. Se tiene s; = s, para todo

3. Cada k aparecé cemo k; el mismo ntimero de vecesyque como k.

Entonces, el siguiente producte.de precios debe satisfacer:

n Ky
Pl
S
i=1"Py

Este axioma garacteriza completamente la racionalidad bajo utilidad dependiente

del estado.

Teorema,A~8.3. Un conjunto dedatos es SDU-racional si y solo si satisface SARSDU.

Ademasyel articulo demtestra que SARSDU implica el axioma débil de preferencia

revelada (WARP), elicual establece lo siguiente:

Definicién A.8.4..Un conjunto de datos {(z*, p*)}X | satisface WARP si no existen
k, k' tales que:

Proposicién A.8.5. Si un conjunto de datos satisface SARSDU, entonces satisface

WARP.

La prueba de esta proposicién utiliza un argumento por contradiccién: si un

conjunto de datos violara WARP, entonces existiria una secuencia de elecciones que
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permitiria construir un ciclo de comparacién de precios y cantidades que violaria
SARSDU. La clave del argumento radica en seleccionar un estado s* dentro del conjunto
de estados donde el consumo aumenta, y mostrar que bajo SARSDU, se preservan
ciertas desigualdades que impiden que la contradiccion ocurra. Por tanto, SARSD U.es

lo suficientemente fuerte como para implicar WARP.

En resumen, el modelo de utilidad dependiente del estado“efrece unawrepresentacion
mas general y menos restrictiva que SEU, y SARSDU properciona una-caragterizacion
precisa y empiricamente testeable de cuando un cenjunto de datos es.racionalizable

bajo este modelo.

El articulo cierra con tres® extensiones clave:“En primer-lugar, analiza la relacion
entre el axioma SARSEU w, laysofisticacion probabilistica. *Aunque no se ofrece una
caracterizacion completay, se demuestra (proposicién 5(de Echenique and Saito (2015))
que SARSEU excluye violaciones del“ariterio de Epstein (Epstein, 2000), relacionado
con la existencia de creencias subjetivas coherentes. Sin embargo, también se muestra
que existen datos compatibles con”un agente gofisticado probabilisticamente que no

satisfacen SARSEU, lo cual permite distinguir ambos modelos empiricamente.

En segundo lugar, se estudia el modelo.de utilidad esperada maximin de Gilboa y
Schmeidler! (Gilbea and Schmeidler, 1989). En el caso 2 x 2 se prueba (proposicion
6 de Echenique/and Saito £2015)), que los conjuntos de datos compatibles con SEU

también lo sen con maximin, atnque esta equivalencia no se mantiene en casos mas

IEl/axticulo introduce el modelo de wutilidad esperada mazimin (MEU) como una alternativa al
modelo de utilidad esperada subjetiva (SEU) de Savage. Su propuesta parte del reconocimiento de que
los agentes pueden enfrentar incertidumbre ambigua, es decir, situaciones donde no existe una unica
medida de probabilidad'subjetiva sobre los estados del mundo. En lugar de maximizar la esperanza con
respecto a una Unica‘ereéncia, los agentes maximizan la utilidad esperada minima sobre un conjunto

compacto y convexo de probabilidades subjetivas M C A(S):

Este modelo captura aversion a la ambiguedad (no solo al riesgo), y permite explicar comportamientos
inconsistentes con SEU, como los observados en los experimentos de Ellsberg. El articulo también
presenta una azxiomatizacion formal de este comportamiento, incluyendo una version modificada del
axioma de independencia, conocida como Certainty Independence, junto con otros supuestos como

completitud, continuidad y monotonicidad.
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generales.

Finalmente, los apéndices de Echenique and Saito (2015) oftecén, las pruebas
técnicas: el apéndice A demuestra el teorema 1 utilizando una versién ne’lineal de/las
desigualdades de Afriat (lema 7) y técnicas de linealizacion; el apéndice B extiende la
caracterizacién a entornos con probabilidades objetivas (SOEU)ymediante ¢l axioma
SARSOEU (teorema 22); y el apéndice C establece que SARSEU puede“werificarse
computacionalmente en tiempo polinomial (proposicién 2)y-habilitande, su‘aplicacién

empirica.

A.9. La teoria de la decisién y el fenémeno de casi

implica~cerca

El articulo Chambers and Echenique (2025) propone una reformulaciéon metodologi-
ca en teoria de la decisionrmediante la relajacioncuantitativa de axiomas clasicos. En
lugar de exigir el cumplimiento jestricto de axiomas como independencia en la teoria
de la utilidad esperada, los autores introducen una nociéon de grado de satisfaccion
que permite medir la magnitud de su violacién mediante un parametro observable ¢.
A partir de ello, se establece untesultado estructural: si una preferencia satisface un
axioma solo apreximadamente,(es deeir, con error €), entonces existen dos funciones
de utilidad)u yww, donde w representa el comportamiento observado y v corresponde
a una representacion que,cumple estrictamente el axioma, y ambas funciones estan a

una distancia ¢ acotadarque depende de €.

El enfoque tiene implicancias fundamentales. Por un lado, proporciona una
interpretaeién. tedrica rigurosa para racionalizaciones empiricas basadas en pequenas
perturbaciones de la teoria de utilidad esperada, como aquellas que buscan justificar la
paradoja de Allais mediante choques aditivos. Por otro lado, conecta formalmente la
optimizacién aproximada —frecuente en problemas computacionalmente complejos—
con desviaciones medibles del comportamiento respecto a axiomas normativos. Asi,
el trabajo ofrece una justificaciéon microeconémica para el uso de aproximaciones e-

6ptimas, tradicionalmente vistas con escepticismo debido a su caracter cardinal.
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Los autores aplican esta metodologia a tres dominios fundamentales: decisiones
bajo riesgo, decisiones bajo incertidumbre y decisiones intertemporales. En cada
caso, se considera una relajacion de un axioma clave (por ejemiplo, independenciano
estacionariedad), y se demuestra que dicha relajacién garantiza/larexistencia de una
funcién de utilidad cercana a una representacién normativa exaeta. En dos instaneias
especificas, se recuperan representaciones exactas al suponer estructurassadicionales

como homoteticidad o factores de descuento estrictamente, decrecientes.

El tratamiento técnico se @poya en resultades de” estabilidad ‘de ecuaciones
funcionales, permitiendo una cuantificacién preeisa del vinculo,entre,/la magnitud de
la desviacion y la cercania de_las fimciones de-utilidad. En este sentido, la frase “cast

implica cerca” sintetiza-el~aporte central del articulo.

Finalmente, los autores c¢itan una reflexion de Samuelson sobre Savage, incluida
en el propio articulo, que captura-el [espiritu de $u propuesta: “Savage o cualquier
adherente de la teoria bernoulliana.—vy me incluyo entre sus simpatizantes— puede
esperar algin dia encontrar un rango significativo de comportamiento humano que
pueda, con un grado satisfactorio de aproximacion, ser explicado por los conceptos
bernoullianos aplicados a un conjunto finito, especificable y conveniente de entidades

delimitadas.”

Los autores/motivan sw, andlisis a, partir de una version del experimento de la
paradoja_de Allais; ilustrando como ciertas decisiones empiricas que violan la teorfa de
utilidad, esperada pueden interpretarse como casos de satisfacciéon aproximada de sus
axiomas fundamentale§. Consideran cuatro loterias sobre pagos monetarios: (A) $4000
con probabilidad 80% ¥ $0 con probabilidad 20 %, (B) $3000 con certeza, (C) $4000
con probabilidad\20 % y $0 con 80 %, y (D) $3000 con probabilidad 25 % y $0 con 75 %.
Esta configuraeién corresponde a una variante del ejemplo discutido originalmente por

Allais (1953).

En un experimento conducido por Kahneman and Tversky (1979), una mayoria
significativa de participantes (82 %) prefirié la loteria segura B sobre A, mientras que
también prefirieron C' sobre D (83 %). Este patrén de elecciones resulta inconsistente
con la teoria de utilidad esperada, ya que viola el axioma de independencia. En efecto,

si se prefiere B >~ A, entonces deberia mantenerse la preferencia al mezclar ambas
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con una misma loteria base (por ejemplo, la loteria nula). Sin embargo, la preferencia

opuesta en el segundo par implica una inconsistencia estructural con dicho axioma.

Este comportamiento puede ser racionalizado mediante la Teoria de Prospectos
Acumulativa, utilizando la especificacién funcional de Kahneman, y Tversky junto con
los pardmetros estimados por Wu and Gonzalez (1996). En este marco, una lotexia que

otorga x con probabilidad p y z con probabilidad complementaria se évaliascomo:

v(z)g(p) +v(2)(1 — g(p)),

donde v(x) = 295" y la funcién deponderaciones
0,74
P

9(p).= [P0 + (L= p)ora|1/0ma"

Bajo esta representacion; se verifica que B = Ay C' =", reproduciendo las elecciones

observadas en el experimento.

Mas atn, los autores muestran que una pequena modificaciéon en las probabilidades
utilizadas en las combinaciones deslas loterias —especificamente, un ajuste de e = 0,02
en las mezclas— permite aproximar-el comportamiento observado mediante una version
suavizada del axioma de ‘indepeéndencia. En“particular, reemplazar la loteria D por
D' = 0,27x B+0,73 x0,genera una eleccién que es coherente con la preferencia revelada,
y cuya diferenciancon D es suficientemente pequefia como para ser tratada como una
violacion tolerable,del axioma. Estatidea ilustra que ciertas desviaciones empiricas
pueden ser reconeiliadas con una representacion de utilidad esperada cercana, siempre

que sesacepte una nocion,de cumplimiento aproximado de los axiomas normativos.

Los primeros resultados del articulo siguen muy de cerca la motivacién expuesta
anteriormente. El andlisis se sitta en el contexto de la toma de decisiones bajo riesgo,
es decir, en-€l marco de la teoria de utilidad esperada de von Neumann-Morgenstern
para loterfas‘objetivas. En este entorno, el espacio de elecciéon primitivo es el conjunto

de todas las loterias sobre un conjunto finito de d + 1 premios.

Sea A = {p e R ity = 1} el d-simplex en R, Los elementos de A se
denominan loterias. Las loterias que asignan probabilidad uno a un dnico premio se

denominan loterias degeneradas.

Sea = una relacién binaria sobre A, y considérense los siguientes axiomas sobre >,

donde € > 0:
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1. (Orden débil continuo). La relacién = es completa, transitiva y continua.

2. (Eztremalidad). Sean p y p los elementos mejor y peor evalunadoswen A segin
la relacién >, es decir, p = p = p para todo p € A. Se asume, sin pérdida de

generalidad, que ambos son loterias degeneradas.

3. (Monotonicidad). Si A\, N € [0,1] y A > X, entonces se.cumple:
Ap+ (1= Np = Np+ (L= \)p.
4. (e-reduccion de loterias compuestas). Si:
po~ aop+ (1 —ag)p, “p1 ~aup+ (1 —oa)p,  ApoH (15 A)p1 ~ap+ (1 —a)p,
entonces se requiere que:

’Oé — ()\Oé(] + (1 — )\)041)| < e.

Las propiedades recogidas en estos aXiomas/son familiares y resultan naturales
dentro de la teoria estandar."El requerimiento de que > sea un orden débil continuo
garantiza la existencia de una representacién por una funcién de utilidad continua, tal
como establece el’teorema clasico de Debreu. El axioma de extremalidad introduce
premios extremos que act@ian cemo)minimo y méaximo dentro del conjunto de
preferencias, 1o cual es razonable al modelar loterias monetarias. Finalmente, el axioma

de monetonicidad es comummente aceptado y dificilmente controvertido.

El dltimo axioma intreducido constituye la principal contribucién del articulo. Se
trata de una version réelajada del axioma de reduccion de loterias compuestas. Este
establece que una*falla en la reduccién exacta de una loteria compuesta del tipo
Apo+ (1—A)py puede ser enmendada mediante un ajuste en los pesos de mezcla, siempre
que dicha correccion esté acotada por un parametro £ > 0. En ese sentido, el axioma

refleja que la version estricta del axioma de reduccién se satisface “casi exactamente”.

A partir de estos supuestos, se demuestra que existe una funcién de utilidad
esperada (es decir, una funcién afin) cercana a una representacién general de las

preferencias. Este resultado se presenta en el siguiente teorema:
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Teorema A.9.1. Supdéngase que la relacion de preferencia > satisface los axiomas
previos, incluida la e-reduccion de loterias compuestas. Entonces existe un par de

funciones (u,?) : A — [0,1]? tal que:

» u representa = y u(A) = ((A) = [0, 1];
= ( es afin;

= para toda loteria no degenerada p € A se cumple que

[u(p) = @) < (Isupp(p)= 1)e,

y para toda loteria degenerada ¢; convi==_1,... d + 1, se tiene u(d;) = £(J;); en

particular, ||u — lsee< (d~ 1)¢;
= dado u, la funcién“¢ es/inica entre aquellas que satisfacen estas propiedades.

Teorema A.9.2. Siun par (u, {) satisface las propiedades anteriores con ||u—/{||« < ¢,

entonces la relacion > satisfacelel’axioma de 3e-reduccién de loterias compuestas.

El teorema anterior asume/una normalizaciéon comtn entre u y ¢: ambas son
funciones sobreyectivas sobre [0,1] y “coinciden en las loterfas degeneradas. Esta
normalizacion permite daf sentido eardinal al parametro €, el cual tiene interpretacion
empirica en el axiemaycorrespondiente. Ademas, la calidad de la aproximacion mejora
cuando se comsideran loterias eon soporte reducido, lo cual es habitual en contextos
experimentales. También se observa que u y ¢ coinciden sobre las loterias degeneradas;
por continuidad, esto sugiere-que la aproximacion es mas precisa para loterias cercanas
a la certeza. Sin embargo; demostrar esta propiedad de manera cuantitativa requeriria

supuestos adicionales mas fuertes.

A continuwaeién, se introduce una segunda relajacién, esta vez sobre el axioma
de independengia, considerado fundamental en el desarrollo de la teoria de utilidad
esperada (véase Fishburn (1989)). La idea es conceptualmente similar, aunque en este

caso se obtiene una cota de aproximacion mas débil.

Axioma A.9.3 (e-Independencia). Sea p ~ ¢y « € [0, 1]. Entonces, para toda loteria

r € A, existe o € [0,1] tal que |a — &/| < € y se cumple:

ap+ (1 —a)r ~a'qg+ (1 —a)r.
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Teorema A.9.4. Sea > una relacién de preferencia continua que satisface el axioma

de e-independencia. Entonces existe un par de funciones (u, £) : A — R? tal que:

= u representa =, ambas funciones estdn normalizadas con imagen [0,1], y se cumple

u(z) = ¢(x) para toda loteria degenerada z;
= ( es afin;

= se cumple [[u — {]jo < (d+ 1)%.

Los autores sefialan que, a _diferencia del teorema A.9.1 y 'su_conversa (teorema
A.9.2), no se ha establecido @un, si existe una Teciproca para el teorema A.9.1: esto

permanece como una interrogante abierta.

En la parte final del azticulo, los -autores extienden/su marco analitico al caso de
eleccion bajo incertidumbre subjetiva, utilizando el modelo de Anscombe-Aumann. En
este entorno, los objetos de.eleccion son pagos monetarios contingentes al estado, y se
estudian versiones relajadas de“axiomas‘elasicos como independencia, homoteticidad
y convexidad. Los resultades~muestran_que,”cuando estas condiciones se cumplen
aproximadamente, pueden obtenerse representaciones de utilidad cercanas a las formas

funcionales estandar: lineales, homogéneas o cuasi-convexas.

Asimismo, el articulo aberda la eleccion intertemporal, tanto en tiempo discreto
como cemntinue, analizando versiones aproximadas del axioma de estacionariedad.
Se demuestra que pequehas desviaciones de dicho axioma permiten construir
representaciones que, se/aproximan a modelos con descuento exponencial. En el caso
continuo, se formula un’/resultado general que garantiza la existencia de una funcién
de utilidad cercana a’'la forma clédsica, bajo condiciones de regularidad y acotacién del
error temperal. El trabajo cierra senalando que la teoria de la decisién no necesita
apoyarse exclusivamente en el cumplimiento exacto de axiomas normativos. El analisis
de versiones relajadas de dichos axiomas permite justificar, de manera controlada y
cuantificable, desviaciones del comportamiento respecto a la teoria estandar. Esta
perspectiva abre la puerta a nuevos desarrollos empiricos y tedricos en los que la
optimizacién aproximada y las representaciones funcionales cercanas adquieren un rol

central.
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Demostracion del Teorema B.0.1. Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que el
peor elemento p es la loteria degenerada sobre el (d + 1)-ésimo premio,.y que el mejor
elemento p es la loteria degenerada sobre el primer premio. Se define:
d
A_:{xERi:Z$i§1}.
i=1
Cada elemento z € A se identifica con el vector (x1,...,z4). € A_ al omitir 1a ultima

coordenada. En consecuencia, la relacion = puede considerarse definida sobre A_.

Con esta identificacion, el origen’ 0 representa la-lotérfa degenerada, _sobre el peor
premio, y el vector e; representa la leteria degenerada'sobre el mejor prémio. Las demas

loterias degeneradas estan represéntadas por-es vectores base e; para i = 2,...,d.

Por continuidad y mhonétonicidad, para todo x € A% existe’un unico « € [0, 1] tal
que:

xr ~&é + (1 —a) 0.
Se define la funciéon u : A_ — Rihediante u(zr) ='a.

Lema A.9.5. Sean x1,...,2p € A_ vy Afs...3A: > 0 con Zle A; = 1. Entonces se

cumple:

<(k—=1)-e.

k k
u (Zl Aj%’) - ; Aju(z;)

Demostracion del Lema B.0%. Primero se demuestra el caso k = 2. Sean p = xq,

q = T3 yN="A\;. Por definiciéon de u se tiene:

p ~ufp)p+ (1 —u(p))0, q~u(q)p+ (1—ulq))o,

Ap+H (1= Ng~uMp+ (1=Ng)p+ (1 —u(Ap+ (1 —X)q))0.

Aplicando-el axioma de e-reduccion se obtiene:

[u(Ap + (1 = A)g) = Au(p) — (1 = Mu(g)] <e.

Para el caso general, se utiliza inducciéon. Supongase que la desigualdad se cumple
para k' =2,...,k—1.Si A\; = 1, el resultado es inmediato. En caso contrario, es decir,

si A\ < 1, se define:
k )\j
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Por hipétesis inductiva:

u(q) — 2 : ij/\lu(xj)

<(k—=2)-e.

Entonces:

u (Z‘i Aj%’) - Zl Aju(z;)

= u(Az1 4+ (1 — A1)g) — Mu(ry) — (L=ADulg)

]

Con el lema establecido, se completa'la demostracion del teorema. Se ha definido

u(e;) para todo i = 1,.. ., dpast’come=u(0). Cada z € A_ puede expresarse como:
d d
T = (1—2131-) 'O+in~ei.
i=1 i=1

Se define la funcién lineal"¢(x) =% | x,u(e;). Entonces £ : A_ — R es lineal, y

satisface u(e;) =4 (e;) para-todo i, asi como u(0) = £(0).

Para toda loteria x{no degenerada, el lema implica:

u (2} xiei> - ; ziu(e;)

donde supp(Zy="i : x; > 0} + 1{

u(z)y=¢(®)] =

< (supp(z) — 1) -,

E?:l l‘i<1} ’
Las funciones u y ¢ se extienden a todo A definiendo u(d441) = ¢(d4+1) = 0. Como
lap+ (1 —a)q) = al(p) + (1 — a)l(q), se concluye que £ : A — [0, 1] es afin. Ademés,

no existe otra funcion afin que coincida con u en las loterias degeneradas.
Para la reciproca, supéngase que (u, £) camplen las propiedades del enunciado. Sean:

u(po) = u(aop + (1 = ao)p),  u(pr) = u(ap + (1 = ar)p),
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u(Apo + (1 = N)p1) = u(ap + (1 — a)p).
Dado que £(p) = {(e1) = 1y £(p) = £(0) = 0, se obtiene:
l(oip + (1 — a;)p) = .
Ademés, la hipétesis ||u — ]| < & implica:
10(p1) = ol = J£(p1) — U] Se.

Por lo tanto:

[€(Apo + (1 = A)pr) —AAaos (W= Nau)| = [A(Upo) — o) B(L= A)(l(p1) — en)| <&

Finalmente:

la — (Mg + (1 — Naq)| < [l(ap)=L((Aao (1 =A)a1)p)| + €
= |l(ap) — u(ap).+ ulap) — (Ao + (1 — N)ag)p)| + €
< [l(ap) = ulep)| + |u(ap) — (Ao + (1 — N)au)p)| + €

Esto concluye la” demostracion. O

Demostracion del Teorema-B.0.4. Sean p,p € A tales que p = p = p para todo p € A.
Por continuidad y mounotonieidad, para cada p € A existe un tnico a € [0,1] tal que

p~ ap+ (1 —a)p.)Se define entonces la funcién u(p) := a.

Supodngase que se tiene un conjunto de loterias p1,...,pr € A, todas relacionadas
con otras'loterfas.q, . .., ¢x mediante p, ~ qr para cada k =1,..., K, y un conjunto
de pesos \p >0 tales que Z,If:l A = 1. El objetivo es construir un nuevo conjunto de

pesos py > 0 que satisfaga >, pup = 1y | A — p| < Ke para todo k, de forma que:
K K
> Xebk ~ > kG-
k=1 k=1

La demostracién procede por pasos iterativos. Sin pérdida de generalidad, puede

asumirse que A\, > 0 para todo k. Como p; ~ ¢, existe \] € [0,1] tal que |\ — || < ¢
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y se cumple:

K )\k / ! X >\k
)\1p1+(1—)\1)ZK7)\pk N)\1C]1+(1—)\1)Z K Dk
k=2 £uj=2 "] k=2 ijz J

Reescribiendo el segundo miembro como una combinacion conyexa, se definé:

Ak

pi=1=X) =p——, parak=24_K,
j:2/\j
y se observa que |\ — \,| < ¢ para cada k = 2,..., Kyya que:
=Y
A — Al = M [T AL — M\ e
Ak = Akl = Ak T 1_ | 1\ e

Repitiendo este procedimiento K veces, se @btiene un| conjunto de pesos ui que

cumple Y, . = 1 y M — ] < Ke para,todo k, tal que:
K K
D NebE ~ > e
k=1 k=1

Considérese ahora la diferenciaentre la,utilidad de la combinacién convexa >, A\ipx

y la combinacién de las utilidades individualesd", Ayu(px). Para cada k, se tiene:

P ~ u(pr)p + (1 — u(pr))p-

Aplicando la construccion anterior, se'sigue que:

K
ZAkPkNZMk u(pr)pt (1 — u(pr))p (Zukupk>p+<1—z,uku(pk)>p-

k=1

Por definicién de u, esto’implica:

u (Z )\kpk:> = Z_: fi(pr)-

Para acotar-la diferencia con la media ponderada original con los pesos A, se observa
que:

K K

< 1 mu(pe) Z Aer(pr)| = D [k — pxlu(pr).

k=1 k=1

u (kil )\kpk> - zi)\kwpk)

Dado que u(py) € [0,1], se cumple:

Zp\k_,uk‘u D) Z|)\k—ﬂk’<K2

k=1 k=1
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Por lo tanto:

< KZ.

u (;i )\k:pk> - f: Axu(pr)

k=1

Para completar la demostracion, se define la funciéon v : A — R.como:
d+1

v(p) = Z:piu(&-),

donde 9; denota la loteria degenerada que asigna probabilidad 1 al i-ésimo ‘premio. La
funcién v es afin por construcciény Finalmente, como teda loterfa p € A tiene a lo
sumo d + 1 elementos con probabilidad positivayal aplicar la desigualdad anterior con

K < d+1 se concluye que:
[ilp) —v(p)| < (d+1)%,

lo que completa la demostracion del teorema. O



Apéndice B

Teorema min-max: derivacion

alternativa

En esta seccion, vamos a seguirJa clase impartida por el profesor Federico Echenique
en la Pontificia Universidad Catdlica del Perd (6 de junio del 2024) (Echenique, 2024).

Se ha adaptado la notacion por consistencia.*Consideremos un juego con dos personas

I'= {{172}7(A17A2)7<u1’u2)} (B1>

tal que

U1+U2:0.

A esteguego (B.T) se le conoce como juego de suma cero. Podemos interpretar la funcién

de pago u=_u; como ¢l pago que le hace el jugador 2 al jugador 1.

Teorema B.0.1. Min-max. Existe un perfil de estrategias (af, a}) tal que
max ~ min u(ag, ) = u(a],a;) = min max u(aq, o). B.2
afEA (AT aseA(As) (a1, ) (a3, 03) a2€A(A2) a1EA(A) (a1, 02) (B-2)

Al niimero v =u(af, ) se le conoce como el valor del juego.

De acuerdo con el Teorema B.2, (af, a}) es tal que
U(Oél, Oé;) < U(Of{, Oé;) < U(Cf{, 042)7

para todo a; € A(A;) y as € A(Ay). Esto significa que (of, o3) es un punto silla de w.

En particular, (a7, @}) es un equilibrio de Nash de I'.

233
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Demostracion. Primero,

u(o, ag) < alrenfﬁl) u(on, o)

min  u(oq, a9) < min max u(o;
OCQEA(AQ) ( ’ ) QQEA(AQ) a1 GA(Al) ( i )

max  min u(a, @) < min - max  w(agras).
a1 EA(Al) OCQEA(AQ) OLQEA(AQ) al GA(Al)

Por lo tanto, tan solo debemos demostrar que

min ~ max @(af, ) < max ~samin u(d, a)
QQEA(AQ) [e%1 EA(Al) [e%1 EA(Al) QQGA(AQ)

Sea n; = |A;| y, para cada agn € "A(Ay), considere a; +— ufai,as) y el vector

u(ag) € R™, donde las entradas de u(az) sonu(ay, as).

Sea ahora
C = {u(a) jag€ A(Ay) pCR™.

Note que C es compacto pues A(As) lojes, y, pormtro lado, C también es convexo: dado
A € [0,1],
Nu(ab) + (1~ Au(a) =afXad + (1 - Aad).

Definamos ahora m : R™ — R como sigue:

(%) = méx {x}.

A partir de ni(-), definamos también
v="nf{m(x): x € C}
="nf {méx{u(al, as)} i ag € A(Ag)} :

a1€A;
Como C es ompacto, existe aj € A(Ay) tal que
v=m(u(aj)) = max uy(a, as).
a1€A;
Note que u(a, a}) < v para todo a; € A;. Por lo tanto, para todo oy € A(4;),
u(ag,a3) = ap - u(ag) < wo. (B.3)

Ahora, considere el conjunto

A={z e R" :z < vl}.
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Por definicién de v, CNA = ). Como A es convexo, por el Teorema de Separacion,

existe p € R™ no nulo tal que
prrx<p-ula), VreA aye A(Ay).

Como los vectores en A tienen entradas negativas arbitrariamente grandes, debemos

tener p > 0. Por lo tanto, >/, p; # 0,

1
af = € A(Ay).
! <Z?11pi>p ( 1)

Dado que af es un multiplo positivo dep,
af -z < af - u(a)= ula], as), Vo e A, are A(A).
Note que (v — €)1 €/A, paratodo € > Oy.se sigue que
Vg€ A(Ay):" @] (v—e)1 < aj - u(az). (B.4)

Haciendo € | 07,

vi= ol vl K afvu(ag). (B.5)
Entonces, usando o en (B.3) y as = a5 ei(B.5), v = u(af, o3). Luego,
u(on, a3) < =ufay, az) < ufag, ),
para todo oy € A(A1) v as €A(Ay). Por lo tanto, concluimos que
max  min=u(a, az) > min  u(a], as) = u(aj, al)

aléA(Al) O(ZEA(AQ) OLQGA(AQ)

i 3 { * * *
min, ‘max u(og, o) < mix u(ar,al) =ulal,al).
as€A(Ay) a1€A(Ar) (a1, ) aren(Ar) (a1, 03) (a1, @3)

]

El punto elave en esta demostracion es el trabajo realizado por la estrategia 6ptima
del jugador 1, aj. Se comenzé analizando la funcién m, que asigna, para cada estrategia
as del jugador 2, el peor escenario posible en términos de utilidad. Una forma de
interpretar m es imaginar que el jugador 1 se mueve en segundo lugar, después de
que el jugador 2 ha elegido as, lo que determina un vector de utilidades u(az). En
este contexto, la estrategia éptima a3 del jugador 2 es aquella que maximiza su propio

resultado bajo la suposicién de que el jugador 1 se mueve después de él.
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Sin embargo, al obtener la estrategia 6ptima o} mediante el Teorema de Separacion,
podemos reformular esta idea. En lugar de considerar que el jugador 1 elige después,
sustituimos esta perspectiva con la funcién de pago esperado dsw— "aj < u(az). Das
curvas de nivel de esta funcién corresponden a las lineas paralelasral hiperplane que
separa los conjuntos A y C. Dado que esta funcién se minimiza ctiando as = ajyla
eleccion de o sigue siendo 6ptima para el jugador 2, incluso ctando la estrategia del

jugador 1 ya estd fijada en o] antes de su decision.

En otras palabras, si el jugador)l se mueve primero al fijar/su estrategia en af, el

jugador 2 sigue encontrando 6ptimoselegir o, lovque ‘confirma la solidez del equilibrio.



Apéndice C

Juegos en dos*etapas

El articulo Quantity “Precommitment and Bertrand >Competition Yield Cournot
Outcomes (Kreps and Scheinkman, ©1983) demuestra que para obtener el resultado
competitivo de Bertrand (precio<igual al costo marginal) no basta con asumir
competencia en precios; también._es necesario que la producciéon ocurra después de
la realizacion de la demanda. Kreps y Scheinkman construyen un juego de dos etapas
donde, primero, las empresas eligen simultaneamente cuanto producir (con compromiso
vinculante), y luégo compiten en precios al estilo de Bertrand, sabiendo cuénto produjo
cada una. La demanda,se asignaalproductor con menor precio, sujeto a la restriccion

de no poder vender mas de lo'producido en la primera etapa.

Bajo supuestos estandar.sobre la demanda (por ejemplo, demanda lineal y costos
constantes)yel tnico équilibrio de Nash en este juego de dos etapas coincide con el
resultado de Cournot: las empresas escogen las cantidades de Cournot en la primera
etapa, y en la segunda compiten en precios bajo restriccion de capacidad, lo cual induce
un preciosde-equilibrio que coincide con el precio de Cournot. Si alguna empresa desvia
su cantidad en Ja primera etapa, la otra responde fijando un precio lo suficientemente
bajo en la segunda como para castigar dicha desviacion. Asi, la estructura secuencial
del juego —compromiso sobre cantidades seguido de competencia en precios— basta

para reproducir el equilibrio de Cournot sin necesidad de un subastador walrasiano.

Este resultado subraya que las predicciones de los modelos de oligopolio dependen

no solo de las variables estratégicas (precio vs cantidad), sino también del contexto
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institucional (forma del juego, tiempos, informacién disponible). En otras palabras,
la naturaleza de las decisiones y su secuencia son fundamentales para, determinar el
equilibrio: no es razonable debatir en abstracto si el modelo de Cournot 0.l de Bertrand

es correcto, su validez depende del entorno econémico especifico.

Formulacién del modelo. Se considera un entorno com dos empresas idénticas
que compiten en dos etapas. Ambas producen bienes “perfectamente sustituibles,
enfrentando una demanda agregada/representada por uma funeién delprecio inversa
P(z) (precio como funcién de la cantidad total'a), olequivalentemente una funcién de
demanda directa D(p) con D(p)/=-P~!(p)=En la primera etapa, cada empresa elige
simultaneamente su nivel _descapacidad x;, que-representa la‘cantidad maxima que
podra producir més-adelante a costo marginal cero. Instalar esta capacidad conlleva
un costo fijo dado por uma funcién” cenvexa b(z;)-Tras observar la capacidad del
rival, ambas empresas pasan ajla segunda etapa, donde-¢ligen simultaneamente precios
pi € [0, P(0)]. La asignaciénrde'démanda sigue-una regla de racionamiento jerarquica:
los consumidores compran primero al productor-con el precio mas bajo hasta agotar
su capacidad. Si p; < ps, la émpresa’ I'vende z; = min{x;, D(p;)} unidades y obtiene
beneficios netos de p;z1 — b(z1). La empresa 2 vende lo que reste de la demanda hasta
su capacidad: zo =min{w,, méax{0, D(ps) — x1}}, con beneficios peze — b(z3). Si ambas

fijan el mismo precio, compaxtén la demanda de forma proporcional a su capacidad:

z; = min {xi, D(2pi) + max {0, Dgpi) — xl}} = min {xi,méx {D(Qpi),D(pi) — xl}} )

La estructura del juego, incluyendo funciones de demanda, costos, y la regla de

asignacion, es de conocimiento comun. Se asumen condiciones regulares sobre las
funcionesi(i).P(x) estd definida en un intervalo (0, X), es decreciente, concava y suave,
con P(X) = 0; (ii) la funcion de costos b(x) es dos veces diferenciable, convexa, cumple

b(0) =0y 0 <¥(0) < P(0), de modo que producir algo es rentable pero no trivial.

Este modelo formaliza la competencia secuencial con precompromiso de capacidad,
mostrando que la decision anticipada sobre cantidades condiciona los resultados de la

competencia en precios posterior.
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Preliminares: competencia de Cournot. Antes de analizar el juego de dos
etapas con compromiso de capacidad y competencia en precios, los autores establecen
resultados clave sobre la competencia de Cournot bajo los supuestes del modéele.
Supongase que las dos empresas compiten al estilo Cournot con una funcion de eostos
convexa, creciente y dos veces continuamente diferenciable, ¢(z)"La demanda agregada
estd dada por una funcién inversa P(z), decreciente y coneavayDefinamos lalfuncion

de mejor respuesta de Cournot:
re(y) = argmaXye(o.x —y| [P (7 +Hy)~ c(z)],
que satisface la condicién de primer orden:
B(zty) + xF'(z +y) = (),

Esta funcion representa la ¢antidad 6ptima que una firma-debe producir si anticipa que
su rival suministrard una cantidad.4. Bajo las condieiones del modelo, se demuestra

que:

» 7.(y) es continua, diferenciable s~ estrictamente decreciente siempre que r.(y) > 0.

La funcién(total de oferta agregada x + r.(z) es creciente.

Si ¢ domina estrictamente anotra funcién de costos d’, entonces r.(y) < rq(y).

Si'y > r.(y), entonces r.(r.(y)) < y.

Estas propiedades-garantizan la existencia y unicidad del equilibrio de Cournot, donde
ambas firmas eligen.]las-cantidades que satisfacen mutuamente sus mejores respuestas.
Ademas, si una de.las funciones de costo es mas baja, la empresa correspondiente

producira una mayor cantidad en equilibrio.

Finalmente, en el caso particular donde los costos son nulos (c(z) = 0), se
simplifican los andlisis posteriores. Se denotan r(y) := ro(y) y z* = 2*(0) como
la mejor respuesta y el equilibrio de Cournot respectivamente. También se define
R(y) = r(y)P(r(y) + y) como el ingreso correspondiente a dicha respuesta éptima.
Estas formulaciones permiten estudiar de forma mas clara la estructura estratégica de

la competencia basada en cantidades.
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Subjuegos con restricciéon de capacidad. Supdngase que en la primera etapa las
empresas instalan capacidades x; y o, respectivamente. Una vez que, (x1,z2) es de
conocimiento comun, se define un subjuego con restriccion de capacidad, una variante
de la competencia de Bertrand con capacidad limitada (Edgeworth,»1897). Aunquetlos
pagos en estos juegos son discontinuos, se ha demostrado quée“tales discontinuidades
son tratables, y los equilibrios existen en casos con demanda, lineal y costos, constantes
(Levitan and Shubik, 1972; Dasgupta and Maskin, 1986a,b). El hecho ‘elave es que
para cada par (z1,x2), el subjuego.tiene ingresos esperados tunicos.en*equilibrio. Sean

pi y p; €l supremo e infimo del soporte de precios usados por la firnfa i: O sea,
p; = inf{p : la firmali pide menos que p con probabilidad 1}.

n min; x; > . pi=p, =0, n mingx; =0, mos en
En caso > D(Q),! 0 en caso 0, caemos en el caso del

monopolio. Por lo tanto, desde ahora sevanaliza el caso0.< min; z; < D(0).

Lema C.0.1. Para todo 7, se 'cumple:

p, > P(ry.+ s).

Demostracion. Si la fifma fija un precio muy bajo, es decir, p < P(z1 + x3), entonces
lo maximo que podra vender es su capacidad x;. El ingreso que obtiene en ese caso es
p- x;. Pero si simplemente fija el precio\ P(z; + x2), vendera la misma cantidad (ya que

la demanda tetal iguala la ofertastotal), y ganard mas por unidad. Es decir:
P(zy+my)~x; > p-x; paratodo p < P(x; + x2).

Entonces, bajar el precio por debajo de P(x; + x2) no tiene sentido: los ingresos
disminuyen “sin que la firma obtenga ventas adicionales, debido a la restriccién de

capacidad. O

Lema C.0.2. Si p; = ps y ambos se usan con probabilidad positiva, entonces:

p,=p,=Plx1+x2), yazi <r(z;)parai=1,2.

'Entonces estamos en un Bertrand clisico: ambas firmas pueden atender toda la demanda sin
restricciones de capacidad. Por lo tanto, en equilibrio, la tnica posibilidad es que ambas bajen sus

precios hasta el costo marginal, que en este modelo es 0.
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Demostracion. Supongamos que ambas firmas nombran con probabilidad positiva el
mismo precio p = p; = po. Sip > P(x1+x2), entonces cada firma enfrenta un incentivo a
subcotizar ligeramente. Al hacerlo, puede atraer mas demanda, vendiende mas unidades
a un precio apenas menor, lo que incrementa sus ingresos. Este desvio séria rentable.y,
por tanto, contradice que estemos en equilibrio. Por lo tanto, s6lo puede ser equilibrio
si p = P(x1 + z3). En ese caso, ambas firmas venden exactamente su,capacidad y no
tienen incentivo a reducir el precio, ya que no pueden vender més de lo que ya, producen.
Ahora supongamos que alguna firma, digamos la firma #, produce*unargantidad mayor
oigual a (x;). Dado que 7(x;) es ld mejor resptiesta‘de Cournoti frente & z;, entonces z;
no es 6ptima: la firma ¢ podria cambiar su precio ligetamente y aumentar sus ingresos.
Esto contradice nuevamente*el eqtilibrio. Por lo _tanto, debe camplirse que z; < r(z;)

para ambas firmas. O

Lema C.0.3. Si z; < r(z;) para i =(1,2, entonce§ un, équilibrio puro es que ambas

empresas nombren P(x; + x3) con-probabilidad ano.

Demostracion. La demostracion)del lema, €,0.1»ya muestra que, bajo esta condicién,
nombrar un precio mayor que P(z; 4 rs)me.es rentable para ninguna firma. En efecto,
si una firma eleva su precio por encima de P(x; + z3), la otra la subcotiza y capta
méas demanda. Dade_que la funcién\zP(z + z;) es estrictamente coéncava, cualquier
intento de subir, el precio reduce el ingreso total. Por otro lado, si una firma baja su
precio poradebajo de P(z; + x2), no logra vender mas cantidad (pues estd limitada
por su capacidad x;), peressi tecibe un menor precio por unidad. Por tanto, su ingreso
también disminuye. Como ambas firmas venden exactamente su capacidad a un precio
que maximiza ingresos-dados los niveles de produccién, y ninguna tiene incentivo a

desviarse, nombrax. P(z1 + x2) con probabilidad uno constituye un equilibrio puro. [

Lema C.0.4. Si p; > ps 0 p1 = P2 pero pp no se usa con probabilidad positiva,

entonces:

(a) p1 = P(r(z2) + 22) y el ingreso de la firma 1 es R(x2),
(b) 1 > r(xq),

(c) p, =P, =: py ninguno se usa con probabilidad positiva,
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(d) Z1 2 T2,

(e) La firma 2 obtiene ingreso entre 72 R(zs) y R(72).

Demostracion. Para (a) y (b): Consideremos la funcion

¢(p) = p - min{z;, max{0, D(p) —ra}}.

En palabras, ¢(p) representa los ingresos obtenidos por(la firma 1 si fijael précio p y es
subcotizada por su rival. Bajo la‘hipotesis de este lema ., Ja firma 1, al fijar p;, obtiene
precisamente (p;), ya que es seguro que sera subcotizada. Sivfija un precio p > py,
la firma 1 obtiene precisamente ¢(p). Si la-firma.1 fija un precio p < p1, obtendra al

menos ¢(p). Por tanto,si“existe un equilibrio, p(p) debe estar maximizada en p.

Debemos descartar 6l caso en que _xo*> D(0). Ya que’(por suposicién) D(0) >
min{z, z2}, entonces x5 > D(0) implicaria D(0) > x1) Asi, en equilibrio, la firma 2
obtendria ingresos esperados estrietamente positivos, Por tanto, en equilibrio, x5 > 0.
Pero entonces la firma /1 también debe obtener ingresos esperados estrictamente
positivos. Y si o > D(0), entonces p(p;) = 0:8Es decir, 5 > D(0) es incompatible con

la hipotesis de este lema.

Al maximizar p(p), nunca se elegiria un p tal que D(p)—xzy > x1 0 tal que D(p) < x».
Por lo tanto, el yalor relevante dé’pise encuentra en el intervalo [P(x;+x3), P(x2)]. Para
cada p en.esteiintervalo, existe untmivel correspondiente de x, a saber, z(p) = D(p) — 2,
tal quesp(p) =" x(p)P(z(p)= z2). Notese que x(p) recorre el intervalo [0,z1]. Pero
sabemos que

AXGIMAX, () cf0,0,)% (D) P (T (D) + T2) = r(22) A w1,

por la estricta coneavidad de xP(z+x2). Si la restriccién de capacidad z; es vinculante
(incluso débilmente), entonces p; = P(x1 + x2), y el lema C.0.1 implica que estamos
en el caso del'lema C.0.2, contradiciendo asi la hipotesis de este lema. Por tanto,
debe ser el caso que la restriccién no es vinculante, o que r(z3) < 21 (lo cual es (b)),

p1 = P(r(xze) 4+ 2), y los ingresos en equilibrio de la firma 1 son R(x2) (lo cual es (a)).

Para (c): Supongamos que p; < p;. Al fijar p;, la firma i obtiene p;(D(p;) A x;).
Aumentar esto a cualquier nivel p € (p;, p;) le proporciona p(D(p) A x;). Asi, tenemos

un equilibrio solo si D(p;) < z; y p; es el precio monopdlico. Por la estricta concavidad



Apéndice C. Juegos en dos etapas 243

de zP(x), moverse desde p; en direccién al precio monopdlico aumentard los ingresos
en el margen. Es decir, p; = P(r(0)). Pero p; < p; = P(r(x3) + z2). < B(r(0)), lo cual
serfa una contradicciéon. Por tanto, p; = p;. Denotamos este valém.comin ‘por p entlo

que sigue. Esta es la primera parte de (c).

Para la segunda parte de (c), nétese primero que_p > P(x; + z2). Pues si
p = P(z1 + x3), entonces al fijar (cercano a) p, la firma I“obtendridscome mnraximo
P(x1 4 x9)x1. Dado que x7 > r(x3) vy que los ingresos‘en equilibrio de-la firma 1 son

R(x5), esto es imposible.

Supongamos que la firma con.(débilmente) mener capacidad fijé.p-¢on probabilidad
positiva. Entonces la firma con mayor capacidad“podria, fijando un precio ligeramente
menor que p, aumentar estrictamente sus.ingresos esperadoss.Vende estrictamente maés
con probabilidad positiva, a un precio ligeramente men¢r, Por tanto, la firma con menor
capacidad nombra p con probabilidad ¢éro. Como p es el infimo del soporte de los precios
nombrados por la firma con menercapacidad, estarfirma debe entonces nombrar precios
arbitrariamente cercanos/y superiores a p. Pero si-su rival nombra p con probabilidad
positiva, la firma de menorcapacidad estaria mejor (ya que p > P(x1+23)) nombrando
un precio justo por debajo de p que une_justo por encima. Por tanto, ninguna firma

puede nombrar p.con probabilidad positiva.

Para (d) y (e€): Por’(c), los ingresos en equilibrio de la firma i deben ser p(D(p) Ax;).
Sabemos quesp < p; = P(x2+7(xg)), por lo que D(p) > D(P(xa+7(x2))) = xa+1(2),
y pordanto D(p) > x,. Entences, la firma 2 ciertamente recibe pxq en equilibrio. La
firma 1 no ‘vécibe mas de pxi, por lo que las cotas en la parte (e) se establecen tan

pronto como se muestre(d).

Supongames que’ s > . Entonces D(p) > x1, y los ingresos en equilibrio
de la firma.1 son pr;. Ya sabemos que también son R(z3), por lo que tendriamos
p = R(z3)/x1,"y la firma 2 obtiene R(z3)xs/x;. Al nombrar el precio P(r(xi) + z1)
(mayor que p; = P(r(z2) + x2)), la firma 2 obtendria R(z;). Tendriamos asi una

contradicciéon si mostramos que x; > r(x2) implica x1R(x1) > xoR(x2). Sea §(z) =
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xR(z) = xzr(x)P(r(z) + z). Entonces,

0 (z) =r(z)P(r(z) +z) + or'(x)P(r(z) + z) + ar(x) P (r(z) @) (F"(x) + 1)
= (r(z) —2)P(r(x) + ) + 2(r'(z) + 1)(P(r(z) + x) + r(2) R (r{z) + z)).

El ultimo término es cero por la definicién de r(z), por lo tanto,
0'(x) = (r(z) — 2)P(r(z) +2).

Asi, 13 R(w2) — 1 R(31) = 0(22) — 0(21) = [ (r(x) —=)P(r(z) +2x) dr.,/Ebintegrando
es positivo para r < x* y estrictamente negativo para‘@ > x*./Queremos mostrar que
la integral es negativa, por lo que elypeor caso (en términos desnuestro objetivo) es
aquel en el cual 1 < z* y x4 esilo mas pequend posible. Dado que x; > r(z3), para
todo x; < z* el peor/caso es donde x5 es apenas mayor.que-r—!(z;). Asi, habremos

alcanzado nuestro objetive (de contradecir ®y > x1) si rhostramos que para todo = < x*,
O(x) —0(r~t(z)) > 0.

Pero 0(z) — 0(r~'(z)) = ar(z)P(z + r(z)).— %' (z)xP(r~(z) + x). Esto es no
negativo si y solo si r(x)P(z +r(z)) —r (@) P{r7' () + ) > 0, lo cual es ciertamente

verdadero, ya que r(z) es la'mejor reSpuesta a' . O

Lema C.0.5. Sup6ngase.que x1 > xo y que x; > r(x2). Entonces existe un equilibrio
en estrategias mixtas _en el subjuégo correspondiente a (x1,zs) en el cual se cumplen
todas las condiciones y conclusiones del lema C.0.4. Ademas, este equilibrio tiene las

siguientes propiedades:

= Cada firma selec¢iona precios de acuerdo con funciones de distribucién continuas

y estrictamentescrecientes sobre un intervalo comun.

= La firma 1 nembra el precio superior del intervalo con probabilidad estrictamente

positiva siempre que 1 > Zs.

= Si denotamos por T;(p) la funcién de distribucién acumulada de precios para la

firma ¢, entonces se cumple que:
Ti(p) < Tx(p) para todo p,

con desigualdad estricta en algtin intervalo si z; > x5. Es decir, la estrategia de

la firma 1 estocasticamente domina a la de la firma 2.
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Proposiciéon C.0.6. En el juego de dos etapas descrito —en el cual las firmas primero
eligen capacidades y luego compiten en precios tipo Bertrand con rvestricciones de
capacidad— existe un tnico resultado de equilibrio. Dicho equilibrio“correspondetal
resultado de Cournot: ambas firmas eligen capacidades z; = x5 =x*(b), dondew*(b)
es la cantidad de equilibrio en el juego de Cournot con funcién, dé costo b, y_ambas

nombran precios p; = p, = P(22*(b)) en la etapa de precios.

Demostracion. La demostracion se desarrolla en cuatro,pasos y usa €l lema C.0.5.

Paso 1: Preliminares. Sea un equilibrio cualquiera del juego. Como parte de este
equilibrio, cada firma 7 elige su/capacidad de.acuerds con una medida de probabilidad
w; con soporte S; C R, Denetemos por (;(z1;22) la (posiblemente mixta) estrategia
de precios que adopta,la firma i en el subjuego asociadova las capacidades (z1,zs).
Excepto sobre un subconjunto de medida, nula de Sy, %X_Ss, se requiere que F;(z1, xs)
sea una mejor respuesta a f;(41,#9)” Definamosn@; = {(z1,22) € S1 X Sy

Bi(x1,22) es mejor respuesta.a B;(xy, r2)}, cond #yj, y sea @) = Q1 N Qa, de modo
que (p1 X p2)(Q) = 1. Para cada x; € S;, definimos el conjunto de respuestas éptimas

seguras:
E(x;) =Y2; € S;% (v5,z;) € Q}, v Xi={x;ieSi:pj(E(z;)) =1}
Entonces p;(X;). = 1, es decir,(la firma i casi siempre elige valores de capacidad tales

que el rival responde 6ptimamente.

Sea 7;la ganancia esperada de la firma ¢ en equilibrio, y 7;(z;) su ganancia esperada

si fija capacidad z;)(y el'rival juega segin p;). Definimos el subconjunto:
X, = {zi € X; o mi(z;) = m},

que contiene los valores de capacidad 6ptimos. Como las funciones de ingreso en el
subjuego son continuas en (x1,z3) v las ganancias estan acotadas, el infimo y supremo
de X;, denotados z; y T;, también son 6ptimos. Sin pérdida de generalidad, supongamos

desde ahora que 7, > 7».

Paso 2: 7, > r,(Z2). Supongamos lo contrario, es decir, que T; < r,(Z2). Entonces, en el

subjuego asociado a (Z1, Ty), la firma 2 obtiene ingreso esperado de P(T1+T2)To—b(T2).
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Si ahora la firma 2 aumenta ligeramente su capacidad a Ty + €, donde Ty < (T2 + ),

su ingreso se convierte en:
(Tg + €)P(f1 + s+ 6) — b(fg + 8).

Dado que P es continua y b es suavemente creciente, este, ingreso es mayor,que’ el

anterior, contradiciendo la optimalidad de T,. Por tanto, deébe ser 7, 2.7, (%2).

Paso 3: Se prueba que 7; < r,(Z2). Supongamos por contradiccion/que T > 74(T2).
Evaluamos entonces las ganancias esperadas de la firma-1 cuando fijacsu-capacidad en
T, y enfrenta a la distribucién de capacidad py del'rival-Observamos que en el subjuego,
si 21 > r(z2), la firma 1 obtiend ingreso R(xy)= r(x2)P(r(xs) + x2). En cambio, si
x1 < r(xq), su ingresoses Simplemente x1P(z; + z3). ‘Asi, la ganancia esperada de la
firma 1 al elegir T es:

T = (Tl(mm}(R($2)—b(l'l))m(d@)—i‘/[bm1@_1)](T1P(x1—|—x2)—b(xl)),uz(dx2). (C.1)
Ahora, consideremos que’ la firma~1 reduce su capacidad ligeramente a T; — €, con
e > 0 suficientemente pequeno y/tal que T;'— &> 1,(T2). Analizamos su nueva ganancia
esperada, que sera al menos:

= R(ma) dps(z2) — b(T) — €) (C.2)

(@1 —¢),72]

-+ [(Tl - E)P(Tl — e+ 1‘2) — b(fl — E)] d/tg(l’g) (Cg)

g7~ (T1—¢)]
Queremos probar que 7} > )para ¢ suficientemente pequeno. Para ello, consideramos
la diferencia 7] — w1, que podemos analizar separando los intervalos de integracion en

tres subconjuntos:

» Intervalol: z, € [r (7, — ), 7).

En este intervalo, la funcién de ingreso cambia de R(z3) a R(x3), pero el costo

marginal cambia de b(Z;) a b(Z; —¢). Por tanto, la diferencia en el integrando es:
R(Z‘Q) — b(fl — 8) — [R(IQ) — b(fl)] = b(fl) — b(fl — Ef) = €b/<T1) + 0(8).

Como b'(+) > 0, esta expresion es estrictamente positiva para € pequeno.
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» Intervalo II: z, € [z,, 77 (T1)].

Aqui, el integrando cambia de:
T1P(T1 +22) — b(T1) a (T1—¢e)P(T1 — e+ x2) —b(Typ— ©).
Entonces, la diferencia es:
(T —e)P(Ty — e+ 1x3) — b(T1 —€)] — [Z/R(T, + z2) — b(TH)].
Expandiendo en serie de Taylor,y simplificando;
~ —¢ [P(m, #a2) + TeP(T F 23) — V' (71)] + ole).

Por hipétesis (de pase,2)yT, > ry(Z2), v entoncesseste término es no negativo.
De hecho, si py asigna/masa positiva, a este intervalo, la contribucién neta serd

estrictamente positiva para €.pédqueno.

» Intervalo III: zy € (x"'(ZH), 7 (T — £)). Este intervalo es pequenio (de ancho
O(g)), y los integrandos son funciones,continuas, por lo que la contribucion total

de esta parte es o(¢).

Por lo tanto, si is/asigna masa positiva a los intervalos I o II (lo cual sucede por la
hipétesis T1 > 75(Tp)), entencessa; — m > 0 para ¢ suficientemente pequeno. Esto
contradice la.optimalidad de Zyweomo eleccién de capacidad. Por tanto, se concluye
que debe cumplirse:

T < Tb(fg).

Paso 4: Unicidad, y“caracter del equilibrio. De los pasos 2 y 3 se concluye que:
T = ’I“b(fg), y To= Tb(Tl).

Esto implica que Z; = Ty = z*(b), donde x*(b) es el punto fijo de la mejor respuesta
de Cournot con costo b. En consecuencia, ambas firmas eligen con probabilidad uno la
misma capacidad z*(b), y en el subjuego asociado, el equilibrio en precios es que ambas

nombren el precio:

P(227(b)),

que corresponde al precio de equilibrio de Cournot. Esto completa la demostracion. [
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Incluso en una versiéon mas realista del modelo, donde tanto la instalacién de
capacidad como la produccion posterior son actividades costosas con estructuras
convexas, el resultado de equilibrio contintia siendo el de Cournot'siempre que el costo
de capacidad sea positivo en el margen. Esto subraya que la preasignacion de cantidades
—seguida de competencia en precios con restricciones de capacidad— conduceyde
manera robusta a resultados tipo Cournot. Es particularmente relevante,_que dicho
resultado no requiere que el costo de capacidad sea elevade,en términos abselutos, sino
unicamente distinto de cero marginalmente. Asi, incluso ‘en situacionesque visualmente
parecen de tipo Bertrand (por ejemplo; cuande la®mayoria de los Costos se incurren
después de conocer la demanda)), elmodelopredice un comportamiénto compatible con
Cournot. Los autores sugieren, como linea futura, que la introduccion de incertidumbre

sobre la demanda podria modificar sustancialmente estos resultados.



Apéndice D

Existencia de equilibrios de Nash

en juegos discontinuos

Seguimos en esta seccién la~Rény/ (1999). Muchos juegos econémicos relevantes
poseen espacios de estrategias infinitos. Egte es el easo, por ejemplo, en modelos clasicos
como el de competencia a,la Bertrand (Berttand, 1883), localizacion a la Hotelling
(Hotelling, 1929), o en subastas (Milgrom and Weber, 1982). En estos contextos, las
funciones de pago suelen ser discontinuas, lo que invalida la aplicacién directa de los
teoremas clasicos-de existencia dé équilibrios en estrategias puras, como ? o Glicksberg
(1952). En algunos juegos con‘discontinuidades, es posible construir directamente un
equilibrio. Sin embargo, este enfoque no siempre es viable. Por ejemplo, en ciertas
subastas multiunitariag-del-tipo paga lo que ofreces (pay-your-bid), dicha construccion
directa se vuelve intratable. El articulo Reny (1999) ofrece una condicion general de
existencia de equilibrio de Nash en estrategias puras para juegos con discontinuidades,
extendiendo y unificando resultados previos de la literatura. Este trabajo generaliza los
teoremas deexistencia de (?Glicksberg, 1952; Dasgupta and Maskin, 1986a; Mertens,
1986; Simon, 1987), introduciendo una condiciéon denominada better-reply security

(seguridad por mejor respuesta).

Un juego es better-reply secure si, para toda estrategia conjunta x* que no es un
equilibrio de Nash, y para todo vector de pagos limite u* que puede surgir como

resultado de secuencias de estrategias cercanas a x*, existe al menos un jugador v que

249
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puede garantizarse un pago superior a u; mediante una desviaciéon unilateral, incluso
si los demés jugadores se desvian ligeramente de z*. En otras palabras, la condicién
de better-reply security asegura que si una estrategia conjunta’mo es,un equilibrig,
entonces algin jugador tiene un incentivo robusto para desviarse; én el'sentido de que
esa desviacion le proporciona un pago estrictamente mayor queésel que podria.obtener
en el entorno de z*, aln si sus rivales no permanecen exactamente en %, Esta idea
permite manejar discontinuidades en los pagos y refinar los ctiterios de existencia de
equilibrio. Un ejemplo ilustrativo_es la competencia de precios a la.Bertrand. Dado un
vector de precios p*, cada empresa‘puede garantizars¢ uha ganancia cercana a su valor
maximo al fijar un precio ligeramente ‘inferier al minimo de sus rivalés, suponiendo que
ningtin otro jugador iguala exactamente ese precio. Esta ganancia se puede asegurar
porque se mantiene ixcluso silos precios de los demas cambian levemente. Ahora bien,
si p* no es un equilibrio, entonces —dado-que el beneficio total de la industria es una
funcién continua— debe existir un jugador cuyo pago cae por debajo de lo que puede
garantizarse, generando unyincentivo claro para desviarse. Este razonamiento ilustra

por qué la competencia a la Bertrand cumple la condicion de better-reply security.

El resultado principal de Reny (1999)~establece que si un juego posee espacios de
estrategias converos y compactos, y sus funciones de pago son cuasi céncavas respecto
a la estrategia del jugador, entonces ‘existe un equilibrio de Nash en estrategias puras
si, ademas, el juego cumple lar¢ondicion de better-reply security. Reny muestra que esta

condicion generaliza dos nociones previamente consideradas en la literatura:

» Upper semicontinuidad reciproca (reciprocally upper semicontinuous ga-
mes): Introducida por Simon (1987), se refiere a juegos donde, si la funcién de
pago de umjugador presenta una caida brusca, otro jugador experimenta una
ganancia abrupta. Esta reciprocidad mitiga los efectos de discontinuidades indi-

viduales én el comportamiento agregado.

» Seguridad de pago (payoff security): Para cada estrategia conjunta z, incluso
si los demés jugadores no juegan exactamente x_; sino algo cercano, cada jugador

tiene alguna estrategia que le permite garantizarse un pago cercano a u;(z).

La condicién introducida por Reny engloba estas dos propiedades y permite probar la
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existencia de equilibrio sin requerir continuidad total en los pagos.

Sean N jugadores. Cada jugador ¢ = 1,2,..., N posee un conjunté'de estrategias
puras A; = X;, el cual es un subconjunto no vacio y compacto de un espacio
vectorial topoldgico. Cada jugador tiene una funciéon de pago w; :'A — R,,.donde
A = ®f\i1 A; representa el conjunto de perfiles de estrategias- puras. Bajo, estas

condiciones, denotamos el juego como G' = (A;, ;)Y y lo llamamos un/juegorcompacto.

A lo largo del analisis, se asume que el producto de.cualquier nimeronde conjuntos
esta dotado con la topologia producto. Como de costumbre, el simbolo —i se refiere a
todos los jugadores excepto i”. En pasticular, defihimos’

A = ® A,
j#i
y para todo a € A, denoetamos por a_; alsperfil de estrategias de todos los jugadores
distintos de i. El vector de funciones dé pago se denota por u : A — RY y est4 definido
por

u(a) &= (ul(a), 2. ,uN(a)> para todo a € A.

El grdfico de la funcién de“pages vectorial es ¢l'subconjunto de A x RY dado por
{(a,u) € AxRY| u:u(a)}.

Finalmente, si cada,conjunto A; es convexo, y para cada jugador i y todo a_; € A_;, la
funcién wu;(-, a*;)ves cuasi concava en A;, entonces se dice que el juego G = (A, uy),

es un juego cuasi concavo:

Las siguientes definiciones desempenan un papel central en los resultados

principales.

Definicién D.0.1+-Seguridad de pago. Se dice que el jugador ¢ puede asequrar un
pago v € Ren un perfil de estrategias a € A si existe una estrategia a; € A; tal que se
cumple

ui(a;,a’ ;) >~ paratodo da’ ; € U,

donde U es una vecindad abierta de a_; en A_;. Es decir, el jugador ¢ dispone de una
estrategia que le garantiza al menos el pago v, incluso si los demas jugadores se desvian

ligeramente de a_;.

'En el articulo original, se usa la notacién (X,z) y no (A4, a).
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La siguiente condicion se formula en términos del cierre del grafico de la funcion
de pagos vectorial del juego. Aunque esta nocién se encuentra bien definida en un
entorno general de espacios topolégicos, puede resultar mas intuitiva sivse considerasel
caso particular de espacios métricos. En ese contexto, un par (a¢*,u*)rpertenece a.la
cerradura del grafico si u* es el limite de una sucesién de vectores de pago generada

por una sucesion de estrategias que converge a a*.

Definicién D.0.2. Seguridad por mejor respuesta. Un juego G-=. (A}, u;)Y, se
dice seguro por mejor respuesta(si,para todo par (at, u”) que/pertenece’al cierre del
grafico de la funcion de pagos vectorial y tal queta® ne’constituye un equilibrio, existe

algin jugador 7 que puede asegtirar un pago-estrictamente mayor que u; en a*.

En otras palabragjun juego es seguro por mejor respuesta si, para cada perfil de
estrategias a* que no representa un equilibrio y todo*wector de pagos u* que puede
resultar de aproximarse a a*, existestm jugador quesdispone de una estrategia que le
proporciona un pago estrictamente superior a-w;, incluso cuando los demas jugadores

se desvian ligeramente de a*.

Los juegos con funciones de pago contifuas siempre satisfacen esta propiedad, ya
que toda mejor (respuesta asegura,un pago superior al que se obtendria fuera del
equilibrio, incluso_frente a estrategias.cercanas. Sin embargo, muchos juegos econémicos
con pagos discontinuos también soneseguros por mejor respuesta. Como se senald
anteriormente, ‘el juego de competencia de precios de tipo Bertrand constituye un
ejemplo de ello. También se’ vera mas adelante que las subastas de primer precio
verifican esta propiedadwNo obstante, en tales casos, las funciones de pago pueden
no ser cuasi concavas respecto a la estrategia propia, por lo cual el siguiente teorema
no siempre resulta*aplicable directamente. At asi, un corolario posterior garantiza la

existencia de.un equilibrio en estrategias mixtas en esos entornos.

Teorema D.0.3. Si el juego G = (4;,u;)Y., es compacto, cuasi céncavo y seguro por

mejor respuesta, entonces posee un equilibrio de Nash en estrategias puras.

Un aspecto técnico de interés radica en que, como ocurre en algunos resultados
previos, no se requiere que el conjunto A sea un espacio de Hausdorff ni localmente

convexo. Esto contrasta con muchos teoremas clasicos de punto fijo que si imponen
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dichas condiciones topoldgicas. En una secciéon posterior se demostrard que este
resultado generaliza los teoremas cldsicos sobre la existencia , de ,equilibrios en
estrategias mixtas. Ademds, como se verd en un corolario pésterior, el resultado
también se extiende al caso general de juegos no cero suma con/multiples jugadores,
proporcionando condiciones suficientes para la existencia de equilibrios en estrategias
puras. Aunque verificar la seguridad por mejor respuestases relativamente 'directo,
en ocasiones resulta mas sencillo comprobar condiciones alternativas que,implican
dicha propiedad. A continuacion, se presentan dos condigiones ttiles que, én conjunto,

garantizan la seguridad por mejoraespuesta.

Definicién D.0.4. Seguridad’de pago. Un juego G = (A;, u;)Y , se considera seguro
en pagos si, para todo/perfil dejestrategias a € A y tode > 0, cada jugador 7 puede

asegurar un pago de al'menos u;(a) — € en una vecindad’de a_;.

La seguridad en pagos exige quegspara toda estrategia a € A, cada jugador disponga
de una estrategia que le garantice virtualmenite el pago que recibe en a, incluso si
los demés jugadores se desvian ligeramente, de~dicho perfil. Este concepto refleja la
importancia de la robustez del pago-dé=un jugador frente a perturbaciones en las
estrategias de sus oponentes. La nocion de seguridad en pagos formaliza esta idea de

estabilidad frente a“desviaciones éercanas.

Definicién D.0.5-"Semicontinuidad superior reciproca. Un juego G' = (A;, u;)Y,
es semicontinuo superiormente de forma reciproca si, para todo par (a, u) en la clausura
del gréfico'de la funcién depagos vectorial, se cumple lo siguiente: si u;(a) < u; para

todo jugador i, entonces necesariamente u;(a) = u; para todo i.

La semicontinuidad superior reciproca requiere que el pago de algin jugador
aumente siempre que el pago de otro jugador disminuya. Esta propiedad generaliza
la condicion segtin la cual la suma de los pagos de todos los jugadores debe ser
semicontinua superiormente, y la reemplaza por una relaciéon estructural més flexible

y ordinal entre los pagos individuales.

A continuacién se establece la conexién entre estas dos propiedades y la seguridad

por mejor respuesta:
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Proposicién D.0.6. Si el juego G = (A;,u;)Y, es semicontinuo superiormente de

forma reciproca y seguro en pagos, entonces es seguro por mejor respugesta.

Demostracion. Sea (a*,u*) un punto en la clausura del grafico de-la funcién de pagos
vectorial del juego, y supdéngase que a* no es un equilibrio..Dado’ que el juego es
semicontinuo superiormente de forma reciproca, se cumple una de las/siguientes dos
posibilidades:

» Existe un jugador i tal que u;(a) > u?.

» Para todo jugador 7, se tienewy;(a*) =

En el segundo caso, omo a* no es un equilibrio, debesexistir un jugador ¢ y una
desviacién a; tal que

* * *

wi(aiyaly) > ui(a”) =

En consecuencia, en ambos*ecasos existe un jugador’s y una estrategia a; (que puede

coincidir con a] en el primer casp) tal que

*
Ny~

wi(ai,ar;) > ul.

Fijado ese jugador inse elige ¢ >0.tal que
wi(a;, a ;) > uj + €.

Dado quetel juego es seguro_en pagos, el jugador i dispone de una estrategia a; que le
permite asegurar

ui(a;,a’ ;) > ui(a;,a*;) —e > ul

—1

para todese=en-una vecindad abierta de a*,. Por lo tanto, el jugador i puede asegurar
un pago estrictamente mayor que u; en a*. Se concluye asi que el juego es seguro por

mejor respuesta. O

El juego de competencia de precios con costos nulos constituye un caso en el que esta
proposicién puede aplicarse directamente. Este juego es semicontinuo superiormente
de forma reciproca, ya que la suma de los pagos de las firmas es continua. Ademas, es

seguro en pagos, dado que cada firma puede garantizarse un pago que no sea peor que el
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actual reduciendo ligeramente su precio. En consecuencia, este juego también es seguro
por mejor respuesta. Por otro lado, los juegos de subasta de primer precio, si bien son
seguros en pagos, no satisfacen la propiedad de semicontinuidad superior.reciproca. Per
tanto, la proposicion anterior no es aplicable en ese caso. No obstante, estos juegos,si
son seguros por mejor respuesta. Esto implica que la propiedad de seéguridad por mejor
respuesta es mas general que la combinacién de seguridad en pagos y semicontinuidad
superior reciproca. Sin embargo, el teorema de existenciade equilibrio enwestrategias
puras no se aplica a las subastas de primer precio, ya que los pagos e1r ¢stos juegos no

son funciones cuasi concavas respecto a-la estrategia propia.

Corolario D.0.7. Si el juego Ge# (A;, u;) ¥y es.compacto, cuasi concavo, semicontinuo
superiormente de forma-reciproca y seguro en pagos, entonces posee un equilibrio de

Nash en estrategias puras.

Este resultado se deduce inmediatamente del teorema D.0.3 y la proposicion D.0.6.

Corolario D.0.8. Sea G™ = (A;,u;)Y, mn_juégo compacto, cuasi céncavo y
semicontinuo superiormente de) forma reeiproea. Si el pago de cada jugador es
semicontinuo inferiormente respecto a. laswestrategias puras de los demas jugadores,

entonces el juegoposee un equilibrio de Nash en estrategias puras.

Demostracion. Portel’corolario™:0.7, basta verificar que el juego es seguro en pagos.
Sea a € Ay > 0. Dado que la funcién w;(a;, -) es semicontinua inferiormente en A_;,
el conjunto

{a',l- € A |ui(a;,d ;) > ui(a) — 5}

forma una vecindad abierta de a_;. Por tanto, el juego es seguro en pagos. O

La noeién=de-seguridad por mejor respuesta permite construir, para cada jugador 7,
una funcién u;(@) que es semicontinua inferiormente en las estrategias de los oponentes,
y que detecta desviaciones rentables. Especificamente, un perfil a* es un equilibrio si y
solo si para todo ¢ se cumple:

sup w;(a;, a”;) < w;(a®).
a;€A;
La capacidad de detectar desviaciones rentables mediante funciones semicontinuas

inferiormente proporciona la continuidad suficiente para reducir la cuestién de
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existencia a verificar que, para todo conjunto finito de desviaciones, existe una
estrategia contra la cual ninguna de ellas es rentable. Las tres partes de la demostracién

del teorema D.0.3 consisten en lo siguiente:

= En las Partes [ y II, se establece que para cada conjunte.finite de desviaciones,
existe una estrategia que actiia como una especie de equilibzio restringido respecto

a dicho conjunto.

= En la Parte I1I, se construye ua estrategia con<propiedades de equilibrio cuando
los espacios de estrategia estanwrestringidosperodeben contener el conjunto fijo de
desviaciones. Aunque estos ¢spacios restringidos no son finitos, la semicontinuidad
inferior de u; en laswestrategias de los demas permite aproximarla desde abajo

mediante una sueesion de funcionés, continuas.

» Cada juego aproximado admite un equilibrio,en estrategias mixtas, ya que los
pagos son continuos. En estas aproximaciones, cada jugador emplea mezclas pero
evalua el pago sup¢niendo que lostdemés usan estrategias puras. Esto permite
explotar la cuasi coneavidad de.u; respeeto a la estrategia propia para construir
una secuencia purificada de equilibrios mixtos que converge a un equilibrio puro

del juego original restringido.

La clave estaennque, a lo large de eSta sucesion, los pagos aproximados subestiman
los valeres reales’ de u; entla secuencia purificada, pero sobreestiman el valor de una
desviacionwen el limite, Tsa primera propiedad se deduce de que u; se aproxima desde
abajo; la segunda exige que dicha aproximacion sea lo mas alta posible dentro de esa

restriceion.

Definicion D.0:9. Dado un conjunto X C R", se define su envolvente conveza,
denotada por €o(X), como el conjunto de todas las combinaciones convexas finitas

de puntos en X. Es decir,

k
ZEZGX,AZZO,Z/\Z:L]CEN}

=1

co(X) = {Z i

=1

Definicién D.0.10. Sea f : A — R una funcién definida sobre un subconjunto

A C R". Se dice que f es semicontinua superiormente en un punto ay € A si para
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todo € > 0 existe una vecindad abierta V' de aq tal que:
f(a) < f(ag) + € paratodoa e VN A.
Equivalente a esto, se tiene que:

limsup f(a) < f(ao).

a—ag

(5%

1 | 1

Figura D.1\Sé¢micontinua superior.

Definiciéon D.0.11. Sea-f A — R una/funciéon definida sobre un subconjunto
A C R™ Se dice que f es semicontinua inferiormente en un punto ag € A si para

todo € > 0 existe una vecindad abierta-l"de.aq tal que:
fila) > f(ap)— € paratodoa €V N A.

Esto es equivalente a:

liminf f(a) > f(ao).

a—agn

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura D.2 Semicontinua inferior.

Observaciéon D.0.12. Una funciéon es semicontinua inferiormente en un punto xg

si, en una vecindad de ese punto, los valores de la funciéon no caen bruscamente por
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debajo de f(xg). Es decir, puede presentar aumentos abruptos, pero no disminuciones

repentinas.

De manera andloga, una funcién es semicontinua superiormentesen g si no puede
elevarse bruscamente por encima de f(xg). En este caso, se permiten caidas bruscas;

pero no subidas inesperadas.

Lema D.0.13. Sea Y un espacio compacto y métrico,w sea f : Y — R, unafuncién
semicontinua inferiormente. Entonces existe una sucesion {f,} de funciones continuas

definidas en Y, con valores reales, tales que para todow) € Y s¢ cumple:

1. fa(y) < f(y) para todo n'N;

2. Para toda sucesion {yp} C'Y tal que y, — y, se tiene
h%r_l)é)rolf fa(yn) = F@).

Demostracion. Sea Y un espacio’métrico compaeto y sea f : Y — R una funcion
semicontinua inferiormente. Sea C(Y') ‘el espacio de funciones reales, acotadas y

continuas sobre Y, dotado'de la’métrica del supremo:

do(g,h) = sup [g(y) — h(y)|.

yey

Este espacio es separable. Definase elconjunto

F={gcCY)|gly) < fly), Yy €Y}.

Como F s cerrado en GY) y C(Y') es separable, F también lo es (de Azevedo Botelho
et al., 2023). Sea\{yi, g2v. ..} un subconjunto numerable y denso de F. Para cada

n € N, definase la funcion

faly) = méx{g:(y), ..., 9n(y)}, Vyey.

Cada f, es continua y satisface f,(y) < f(y) para todo y € Y, ya que cada g; lo es.
Esto prueba la propiedad (i).

Ahora se prueba que la sucesion { f,,} también satisface la propiedad (ii): sea {y,}
una sucesion convergente a yy € Y, y supéngase, para obtener una contradiccion, que

existe a € R tal que
H%gg}f fn(yn) <a< f(yo)-
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Entonces existe € > 0 tal que f(yo) > a + €. Para proceder, se utilizard el siguiente

resultado auxiliar:

(*) St f(yo) > a, entonces existe h € C(Y') y una vecindad abierta~U “de vy tal que:

(a) h(y) < f(y) para todoy € Y,

(b) h(y) > a para todo y € U.

Demostracion de (*): Si f(yo) > “a,.sea a’ &Na, f{y)). Como f es semicontinua
inferiormente, el conjunto {y.£°Y | f(y) > a'}=es dbierto y contiene a y,. Por tanto,

existen bolas abiertas By ywBs'centradas en gy, con radies ry, > ry > 0, tales que:
By C By ey €Y | f(y) >\a'}.
Definase la funcién h : Y — R comne:
a, y € Bo,
mifiyeyf(y), y €Y\ By.
Por el Teorema de Extension de Tietze?, h puede extenderse a una funcién continua

sobre todo Y que satisfaga h(y)'<-f(y) en Y. Tomando U = Bs, se obtiene que h

cumple (a) y (b), lo/cual demuestra (*).

Volviendo a la demostracién principal, por (*), existe una funcion h € F y una
vecindad U’de yo tal que h(y) > a + € para todo y € U. Como {g,} es denso en F,

existe gi tal que

Sup lgr(y) — h(y)| < €/2.

Entonces, para todo y € Y se cumple:

gk(y) > h(y) —€/2 > a+¢€/2 paratodoy € U.

2Tietze. Sea X un espacio topolégico normal y sea A C X un subconjunto cerrado. Si f: A — R

es una funcién continua y acotada, entonces existe una funcién continua F': X — R tal que:
Fla=f.

Es decir, f puede extenderse a todo X sin perder continuidad ni acotacién.
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Ademés, para n > k se tiene f,(y) > gx(y), ya que f, toma el maximo de al menos g.

Si y, € U para infinitos n, entonces

Ja(Un) = 96(yn) > a+¢/2,

lo cual contradice liminf, . fn(y,) < a. Esto demuestra que

Hminf fo(yn) = f(%0),

y por tanto se cumple la propiedad (ii). ]
Prueba del teorema D.0.3.

Demostracion. Para cada jugador 7y todo a e-A, se define la funcién

uz(a) ‘= Sup inf ui(aiaa/—i)a
Usar; CLL,L-EU

donde el supremo se tomansobre todas'las vecindades abiertas U de a_;. Dado que u;
es acotada, u;(a;, -) toma valores reales~Ademads, para cada a; € A;, la funcién u,(a;, -)

es semicontinua inferiormente en A.;. En efecto, sétiene

%(auaﬂ;) = USEUP fU(a—z‘>7
ay;

donde
infy cvwi(ai,a’;) sia; €U,
J U(a—i> =
=00 en otro caso.
Cada fy es semicentinua inferiormente, por lo que su supremo puntual también lo es.
Asi, uga;, ) es sémicontinta inferiormente. Nétese que el jugador ¢ puede asegurar un

pago estrictamente mayor que v € R en a* € A si y solo si

sup u;(a;, a*;) > 7. (D.1)
CLiEAi

Sea I la clausura del’grifico de la funcién de pagos vectorial u : A — RY. Lo que sigue

de la demostracion se divide en tres partes.

Parte I. Deteccién del equilibrio de Nash. A partir de (D.1) y de la propiedad
de seguridad por mejor respuesta, se obtiene lo siguiente: si (a*,u*) € I' y para todo
jugador ¢ se cumple que

(D.2)

* *
sup Qi(a’ia afi) < Uy,
a¢€A¢

entonces a* es un equilibrio de Nash.
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Parte II. Suficiencia de conjuntos finitos de desviaciones. Para a,b € A, se

define
u(a,b) := (21(%, b-1),...,uy(an, b—N)>7

y para cada a € A, definase
E(a) :={(b,u) € T | u(a,b) < uly
donde la desigualdad < se interpreta componente a compornente. Sea

E = () Ffa).

acA

La Parte I implica que si existe (a*;u*) € E, entonces a* es/umnequilibrio de Nash. Por
tanto, basta demostrar que E es no vacio. Como cada upes acotada, I' € A x RY es
compacto. Por ende, conmo,u(a, -) es semicontinua inferiormente para cada a € A, cada
E(a) también es compacto. Asi, E-Serd.no vacio si se prueba que la familia {F(a)}aca

posee la propiedad de interseccion’ finita, lo cual sewestablece en la Parte III.

Parte III (Construcciéon‘de’estrategias inmunes a desviaciones finitas). La
Partes I y II implican ‘que basta demostrar que para cada subconjunto F' C A finito,
existe (Z,u) € I" tal que

w(e,z) <u, VaxekF.

Sean = {a(l),...,a(m)} un subconjunto finito de A, y para cada jugador 7, sea
AY =6 ™Y _GA) Sea co(4Y) la envolvente convexa de A y —p la
convergencia con la métrica euclidiana. Dado que A; es un espacio vectorial topoldgico,
la métrica euclidiana induce una topologia al menos tan fina como la original. Asi,
u;(a;, -), siende_semicontinua inferiormente en la topologia producto original, también

lo es sobre ®;e; co(AY) con la métrica euclidiana. Ademés, ®;¢; co(AY) es compacto

j€i
con la métrica euclidiana. Luego, aplicando el lema D.0.13, para cada i y a; € A? existe

una sucesion {uf(a;, )}, de funciones continuas sobre ®;.; co(AY) tales que:

w u(a;,a_;) < wui(a;,a_;) para todo n,

(n)

—1

’ . n
— g a_;, se cumple liminf,, . u!'(a;, al -)) > ui(a;, a_y).

—1

= para toda sucesion a
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Para cada n, se define el juego G,, de N jugadores en el cual el conjunto de estrategias
puras del jugador i es el conjunto de medidas de probabilidad sobre A%, Para un perfil
de estrategias mixtas pu = (1, ..., un) € QN A(A?Y), se define €hpage_del jugador.i

como

o) = [ i) dyu(ay)

donde a_; := [ a; du; pertenece a co(A)) para cada j.
Cada G, es un juego con pagos continuos, por lo que posee un _equilibrio mixto p".
Para todo 7, se debe tener que para tedo a; que recibe.peso positivosbajo ', y para

todo a) € AY,
n / n n n _ n n n =N ! =n
i (a;, a”; )<y (pt) = ui(af, a”;) Lui(apal;) < uilaj,a”;),
Ademas, por cuasi concavidad de v;(;ra_;) también se satisface

U?(CL“ a—z) < Qz(&z, EL_Z)

Dado que los espacios, de estrategias estdn contenidos en el compacto co(AY), se
puede suponer que a" — a € @, co(AY). Usando la propiedad (ii) de la aproximacién

y el paso al limit€ inferior; se obtiene:

t;(a;, A ) <dim inf ui (a;, a”;) < Wi(a;, a—),
para todo a; €%4Y, lo que.prueba que a cumple la condicién (D.2) respecto a cada

elemento de F. Por tanto, (a/u) pertenece a E.

Como F era arbitrario, esto prueba que la familia {F(a)}.ca tiene la propiedad de
interseccion Ainita, por lo que E es no vacio. Por la Parte I, se concluye que existe un

equilibriotde=Nash en estrategias puras. O]

El teorema principal de Reny (1999) demuestra que un juego admite un equilibrio
de Nash en estrategias puras aun cuando las funciones de pago sean discontinuas,
siempre que se verifiquen tres condiciones: que el juego sea compacto, que los pagos
sean cuasi concavos respecto a la estrategia propia, y que el juego sea seguro por
mejor respuesta. Esta ultima propiedad garantiza que, si un perfil de estrategias

no es un equilibrio, entonces algtin jugador puede asegurar un pago estrictamente
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mayor frente a desviaciones pequenas de sus oponentes. La intuicién de la prueba
consiste en reemplazar las funciones de pago discontinuas por funciones continuas
que las aproximan por debajo, construir una familia de juegos auxiliares donde
los pagos son continuos y se pueden aplicar los teoremas clasicos; obtener equilibrios
mixtos en esos juegos, y luego usar purificaciéon para demostrar (e estos equilibrios
convergen a un equilibrio puro del juego original. El uso desfunciones semicontinuas
inferiormente permite mantener el control sobre las desviaciones, y la compacidad

de los conjuntos de estrategias asegura la existencia de limites apropiados.

Observaciéon D.0.14. La seguridad por mejor, respuesta garantiza que el conjunto
de equilibrios de Nash es cerradovwy queAos.limites de e-equilibrios son equilibrios.
Ambas afirmaciones se-dérivan de la primera parte de la demostracion. Para
ver la primera, nétese que|si a* esmn equilibrio de Nash, entonces (a*, u(a*))
satisface la condicién (D2). Por 1o tauto, el conjunto’ cerrado {a* | (a*,u*) €
I" satisface la condicién (D.2) para_algun u*} coitcide-con el conjunto de equilibrios
de Nash. Para ver la segunda ‘cuestion, considéresé que si a° es una sucesion de e-
equilibrios que converge ‘a a* cuando € tiende “a’cero, entonces para todo jugador i,

todo a; € A;, y todo €, se cumple que
w;(ai, a%;) £ w;(ag,a%;) < w;(a®) + e

Por lo tanto, la semicontinuidad inferior de cada u;(a;, ) en las estrategias de los demés
implica que (¢*,w*) € I' satisface la condicién, donde u* = lim, u(a®).

Ejemplo 1D.0.15. Considétese una clase de juegos estaticos de dos jugadores, de suma
no nula, definiidos sobré el cuadrado unidad [0, 1]2, donde cada jugador i elige una accién
a; € [0, 1] que representa el momento en que decide actuar. Este tipo de juego se conoce
como un juego de temporizacion con ruido (noisy timing game), ya que cada jugador
puede pereibirssizel otro actud antes, después o al mismo tiempo (por ejemplo, como
si pudiera escuchar el disparo del otro en un duelo). Este tipo de juegos aparece en
la literatura sobre duelos, carreras de innovacién o [4+D, y competencia temporal en

mercados estratégicos. La funcion de utilidad para el jugador i esta definida como:
&-(ai), sia; < a_;,
ui(aia a—i) = QOZ'(CLZ‘), sia; = a_;,

mi(a_z-), si a; > a_;,
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donde:

» /;(a;) es el pago que recibe el jugador i si actia antes que el otre jugador.
» ¢;(a;) es el pago si ambos jugadores actiian al mismo tiempo:

= m;(a_;) es el pago que recibe si acttia después del oponente.

Supondremos que ¢;(-) y m;(-) son funciones continuas en [0, 1], v/ que /;(-) es no
decreciente (es decir, actuar més\tarde nunca da un pago menor cuando Se actia antes
que el oponente). El siguiente resultado establece eendiciones baje las-Cuales este juego

admite un equilibrio puro:

(i) Para todo a € [0y1], se cumple quep;(a) € co{ly(@), mi(a)}, es decir, el pago en
caso de empate esta‘dentro delssegmento que ine los pagos por actuar antes o

después. Esta condiciéon refleja que el empate no da ventajas extremas.
(ii) Para todo a € [0, 1], se cumple que
sgn(li(a) — pi(a)) =sgn(p_i(a) —m_i(a)),

lo cual implica_querlos incentivos estratégicos de ambos jugadores estan alineados:
si para el{jugador 7 detuar ‘antes es mejor que empatar, entonces para el otro
jugadottactuar después es peor que empatar (y viceversa). Esta condicién evita

circulos de incentivosseontradictorios.

Bajo estas condiciones, ¢l juego admite al menos un equilibrio de Nash en estrategias

puras. En efécto:

» El conjunto de estrategias es compacto (cada accién esté en [0, 1]).

» La continuidad de ¢; y m;, junto con la condicién (ii), garantiza que la utilidad

es semicontinua inferiormente.

» La condicién (i), junto con el hecho de que ¢; es no decreciente, implica que las

funciones de utilidad son cuasi concavas.
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» Finalmente, la condicién (i) también asegura que el juego es payoff-secure, es
decir, cada jugador puede garantizarse un pago minimo estable,bajo pequenas

perturbaciones.

Asi, al cumplirse estos tres elementos estandar en existencia de equilibrio (estrategias
compactas, semicontinuidad inferior y cuasi concavidad), se_puede”eoncluir,” por

teoremas clasicos de equilibrio, que existe al menos un equilibrio puro.

Ejemplo D.0.16. El siguiente gjecmplo muestra«céomo el Afeorema..D.0.3 puede
emplearse como una alternativa al“elasico resultado'de existencia de equilibrio social
(Debreu, 1952) para establecer (larexistencia=de un equilibrio Walrasiano. En lugar
de restringir directamenteslossconjuntos de eleceion de, los, consumidores mediante el
presupuesto, se defire'que sus pagos sedn, (de manera discontinua) poco atractivos en
elecciones que no pueden costearse, lo cual permite tratar’el problema como un juego
con espacios de estrategia fijos e indépendientes del veetor de precios. Considérese una
economia de intercambio eon m.consumidores ., m/ bienes, donde cada consumidor ¢
tiene una funcién de utilidad
U; RT - R+,
que es continua,\Jocalmente no saciada y cuasi coéncava, y cuenta con una dotacion

estrictamente positiva,w; € R, ElYjuego asociado se construye del siguiente modo:

» Cada) consumidor 4 elige un bundle de consumo x; € R tal que x; < w + 1,

donde w = 37" ; wx€s la dotacion agregada y 1 es el vector de unos.
= El subastador elige un vector de precios p perteneciente al simplex unitario en
R7, es{decir, pic A := {p eRT: YT pj = 1}.

Los pagos se definen como sigue:

» El consumidor ¢ recibe utilidad u;(x;) si p - p; < p - w; (es decir, si su bundle es

asequible), y —1 en caso contrario.

= El subastador recibe un pago igual al exceso de demanda valorado en precios:

| S Z?:1(Xi - wi)~
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Bajo estas definiciones:

= Los espacios de estrategia son compactos y convexos.

» Las funciones de utilidad de los consumidores son cuagi ‘concavas ensrp.y

semicontinuas superiormente en todas las estrategias.
» La utilidad del subastador es continua (lineal en p).

» Cada consumidor puede asegurar un pago positivo realizande tina reduccién

proporcional en su consumoylo que garantiza seguridad del page (payoff security).

Dado que se cumplen las condiciones del teorema D.0.3, aplicamos el corolario D.0.7
para concluir que el juegonadmite un equilibrio de Nash\en estrategias puras. Por
argumentos estandar de,economia del e€quilibrio general,»dicho equilibrio coincide con

un equilibrio Walrasiano de la economia de intercambio.

Los resultados introducidos thasta ahora puedensfortalecerse cuando el juego posee
suficiente simetria. Supongamos que para, todos los jugadores i,j, se cumple que
A; = Aj = A. Asi, ahora se ‘asume querel.espacio de estrategias es comin. Si, ademas,

las funciones de utilidad cumplen que

w(da,... a) =ufa,a a,....,a)="---=uy(a,...,a,a)
para toda permutacién de lossargumentos y todo a,a’ € A, se dice que el juego
3

G = (4, u))Y., 6 cuasi-simétrico.

A partir de este punte, se adopta la siguiente convencion: para cada jugador ¢ y para
todo par de estrategias a,y € A, la notacién u;(y, ..., a,...,y) representa la utilidad

que obtienel jugador ¢ cuando elige a mientras los demas jugadores eligen y.

3En teoria déjuegos, se dice que un juego es simétrico si todos los jugadores comparten el mismo
conjunto de estrategias y si, ademads, las funciones de pago son invariantes ante cualquier permutaciéon
de los jugadores. Es decir, el juego no cambia cuando se intercambian las identidades de los jugadores.
Por el contrario, la cuasi-simetria impone una condicién més débil: solo se requiere que las funciones
de utilidad coincidan sobre la diagonal simétrica, es decir, cuando todos los jugadores eligen la misma
estrategia. Esta relajacién es suficiente para ciertos resultados de existencia de equilibrio, pero no
garantiza la invariancia estructural completa del juego. En juegos con tres o méas jugadores, la diferencia
entre simetria total y cuasi-simetria se vuelve particularmente relevante, ya que puede haber estrategias

conjuntas con simetria parcial que no satisfacen la simetria total del juego.
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Se define la funcion de pagos diagonal de un juego cuasi-simétrico como la funcién

v: A — R dada por

v(a) =wu(a,...,a)=---=unl(a,...,a)
para todo a € A.
Observacién D.0.17. Un perfil de estrategias (aj, ..., a}) Constituye'un equilibrio de
Nash simétrico si se cumple que aj = --- = ajy.

Definicién D.0.18. Se dice que.el jugador i puede asegurar un pago,de v € R sobre

la diagonal en (a,...,a) € AN siexisté un punto a.c A tal que

para todo a' perteneciente a uina vecindadwabierta de q.

Definicién D.0.19. El juego, G = (Aiu;)Y, sedénomina diagonalmente sequro por
mejor respuesta si, para cada par (aTyu*) € A xR perteneciente a la clausura del grafo
de la funcién de pagos diagonal, y tal que (af,...,a*) no es un equilibrio de Nash,
existe al menos un jugador i=que puede.asegurar un pago estrictamente mayor que u*

sobre la diagonal en (d*, ..., a").

Definicién D.0.20:El juego G =(A;, u;)Y, se considera diagonalmente cuasi céncavo

si el conjunto A\es convexo y,"paracada jugador ¢, cualquier conjunto finito de puntos

al,... a™e Ayy todo a € co{al,..., a™}, se satisface’:
_ _ , _ k _
ulay . .,a) > min u;(a,---,a",---,Q).
7/( b b )_1§k’§m ’L( ) ) ) Y )

Teorema D.0.21-.Sea’ G = (A;,u;)Y, un juego cuasi-simétrico, compacto, diago-
nalmente cuasi cémncavo y diagonalmente seguro por mejor respuesta. Entonces, dicho

juego posee-un equilibrio de Nash simétrico en estrategias puras.

Demostracion. Sea a,y € A. Se define:

Ql(aa y) ‘= sup i,ng ul(aa y/a ce 7?/)7

Usy¥'€

4Cada jugador prefiere, o al menos no empeora, moverse hacia una combinacién convexa de
estrategias simétricas. Esto es una version débil de cuasi concavidad, pero solo evaluada sobre perfiles

simétricos —es decir, donde todos los jugadores eligen la misma accion.
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donde el supremo se toma sobre todas las vecindades abiertas U C A de y. Asi definida,
u;(a,y) es una funcién real (ya que u; es acotada) y semicontinua inferiormente como
funcién de y en A. La semicontinuidad inferior se deduce de anera,_analoga a“la
demostracion del teorema D.0.3. Por lo tanto, el jugador 1 puedérasegurar unspago
estrictamente mayor que v € R sobre la diagonal en (y,...,y)y&AY si y solo.si:

sup uy(a,y) > 7. (D.3)
a€A

Sea I' la clausura del grafo de la funcion de pago diagonal.del juego. Como G es cuasi-
simétrico y diagonalmente seguro/por niejor respuesta, /la condicién (1).3) implica que
(a*,...,a%) € AN es un equilibriovsimétrico~de Nash de G si existe u* € R tal que
(a*,u*) ey

ui(a,a”) Su*, Vae A (D.4)

Para cada a € A, se define:

Ela) =y € A u(any) Lui(y)},

donde:

Uy (y) := infsupui(y/,...,y")
U>sy Yy EU

es una funcién semicontinua superiormente y bien definida en A, dado que los pagos
estan acotados.(La demostracion de la'semicontinuidad superior de @; es andloga a la
de la semicontinuidad inferior de'w;. Supéngase ahora que a* € E(a) para todo a € A.
Entonces:

ui(a,a”) <uy(a”) Vae A.
Dado que (a*,ufa®)) € I, se satisface la condicién (D.4) con u* = w;(a*), lo que
implica que (a*, . =a*) es un equilibrio simétrico de Nash. Basta entonces probar que:

() E(a) # 0.

acA

Dado que @; es semicontinua superiormente en A y wu;(a,-) es semicontinua
inferiormente para cada a € A, el conjunto E(a) es cerrado (y por compacidad de

A, es compacto). Por lo tanto, basta probar que la coleccion de conjuntos {E(a)}aca
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posee la propiedad de interseccién finita. Por el teorema de KKM?, esto ocurre si para

todo subconjunto finito {a',...,a™} C A se cumple:

co(a',...,a™) C E(a')U---UE(a™).

Supéngase, por contradiccion, que existe a € co(al,...,a™) tal‘que a ¢ E(a*)WU - U

E(a™). Esto implica que:
ui(a®,a) > (a) > u(a,...,a) paratodo k = 1,..,m,

donde la segunda desigualdad se deduce de las definiciones de wy, v ;. /Esto contradice

la cuasiconcavidad diagonal de'(d. O

Definicién D.0.22. Se dicé\que el juego G = (A;, u;) Y ves diagonalmente sequro por
pagos si, para todo a € A, y/para tode.c >0, cada jugador i puede asegurar un pago

no menor que

sobre la diagonal (a, ..., a).

Incluso si los demés jugadores eligen estrategias cercanas a a, el jugador ¢ puede
actuar de forma ‘gue asegure casi el mismo pago que obtendria si todos eligieran
exactamente a. Esto, captura, unamocion de robustez del pago en la vecindad de perfiles

simétricos.

Proposiciéon D.0.23. Si"el juego cuasi-simétrico G = (A4;,u;)Y, es diagonalmente
seguro por pagos, ysi éada funcién a — wu;(a,...,a) es semicontinua superiormente,

entonces el juegoessdiagonalmente seguro por mejor respuesta.

5Knaster—Kuratowski—Mazurkiewicz. Sea A, _; un simplex de dimensién n — 1 con vértices
etiquetados por 1,...;n. Sea C1,...,C, una coleccién de subconjuntos cerrados de A, _; tal que, para

todo subconjuntoy? C {1,...,n}, se cumple:
co({v; :ie€1}) C U C;,
icl
donde v; es el vértice ¢ del simplex. Entonces, la interseccién comtn es no vacia:

n

ﬂC’i?ﬁ@.

i=1
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Corolario D.0.24. Sea G = (A;,u;)Y, un juego cuasi-simétrico, compacto,
diagonalmente cuasi céncavo y diagonalmente seguro por pagos, Sisademas, cada
funcién u,(a, ..., a) es semicontinua superiormente como funcién 'de a“en ‘A, entonces

el juego posee un equilibrio de Nash simétrico en estrategias puras.
Demostracion. Se sigue de combinar el teorema D.0.21 y*la preposicion™.0:23. O]

Concluimos la exposicién del articulo Reny (1999) presentandosuna’ serie de
corolarios sobre la existencia de Jéstrategias mixtas, derivados de les resultados
obtenidos en secciones anteriores del articulo. original, relacionados al caso de las
estrategias puras. Dado que,.se desea calcular-pagos esperados, se asume que cada
funcién de utilidad u; €S acotada y medible. Ademas;se supone que cada espacio de
estrategias A; es compacto y de Hausderff, por lo que elyjuego G = (A;, u)lY, se

considera un juego compacto de Hausdorff.

Sea M; el conjunto de medidas.de probabilidad regulares, aditivas numerables,
sobre los subconjuntos de' Borel de-A;. Entonces M; es compacto en la topologia débil*
Aliprantis and Border (2006). Cada funcién wuy se extiende naturalmente al producto
M = [1Y., M; mediante

uith) == [ uila)dp.
para toda p € (MA\Se denota,/Gh= (M;,u;)Y, a esta extension mizta del juego G.
Las definiciones de seguridad porsmejor respuesta, semicontinuidad superior reciproca,
seguridad por pagos, etc, se.aplican de manera directa a la extensién mixta G. No
obstante, debe sefialarse que aunque la semicontinuidad superior reciproca de G implica
la correspondiente prepiedad para G, la seguridad por mejor respuesta (o por pagos)
de G no implica i es/implicada por la seguridad por mejor respuesta (o por pagos) de

G.

Definicién D.0.25. Espacio normal. Un espacio topoldgico X se dice normal si,
para cualesquiera dos conjuntos cerrados disjuntos A, B C X, existen abiertos disjuntos
U,V C X tales que

ACU, BCV, y UnV=4.

Proposicién D.0.26. Sila suma >V | u,(a) es semicontinua superiormente en a € A,

entonces % | [, u;(a) du es semicontinua superiormente en p € M. En consecuencia,
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la extensién mixta del juego G = (A;,u;)Y,, denotada por G, es semicontinua

superiormente en sentido reciproco.

Demostracién. Claramente, basta con demostrar que >N, u;(#) ‘es semicontinua
superiormente en u € M. Por lo tanto, es suficiente demostrartque si f : A< R
es semicontinua superiormente en A, entonces la funcion” F (uh.= [, f(@).djr también
es semicontinua superiormente en p € M. Supéngase quelparatoda p € M, existe una
sucesion {f,} C Cp:={g€ C(A) :g > f} tal que:

/Af(a) dy,= lim /Afn(a) dp. (D.5)

n—oo

’ d — { f g a d 9 Q/,(/ e M

lo cual implica que F'(u) es semicontinua.superiormentes-al ser el infimo de funciones
continuas. Asi, basta probar que pata cada p €M “existe una sucesién de funciones
continuas {f,} C C(A) que'mayoricen a f y/satisfagan (D.5). Aunque este resultado
no ha sido encontrado explicitamente en‘layliteratura, se procede a demostrarlo. Sea
w € M. Como f es semicontinua superiormente, entonces es medible. Ademéds, como p
es regular, el teorema de Lusin® garantiza que para cada n > 1 existe un subconjunto
compacto A, C Atal que pu(A,)>"1— (1/n) y f es continua sobre A,. Sin pérdida
de generalidad, 'se puede supener que_f(a) < 0 para todo a € A. Para cada n > 1, se
define:

f(a)+%, sia € Up_q Ak,
Onla) =
1, en otro caso.

6Sea f : [a,b] — (C una funcién medible. Entonces, para todo € > 0, existe un conjunto compacto

E C [a,}] tal que:
= f es continua en E (con la topologia subespacio),
» yu(E)>b—a—e.

El teorema de Lusin afirma que cualquier funciéon medible es casi continua: se puede restringir a un
conjunto compacto donde es continua, y este conjunto puede tener medida arbitrariamente cercana a la
del dominio original. Esto implica que las funciones medibles, aunque puedan tener discontinuidades,

se comportan como funciones continuas en casi todo su dominio.
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Entonces, se tiene que g, > g,+1 > f para todo n, y que g,(a) — f(a) para casi todo

a € A, ya que pu(Upy Ax) = 1. Por el teorema de convergencia mondtona, se deduce:

n—oo

lim /Agn(a) d,u:/Af(a) dp. (D.6)

Dado que cada g, es semicontinua inferiormente y que f es semicontinua superiormente,
se puede aplicar el teorema de Dowker’, que garantiza ‘la, existencia de, funciones
continuas f,, € C(A) tales que g, > f, > f. Combinando esto con (D.G), seyebtiene lo
deseado. O

Se presentan ahora las implicancias en estrategias’ mixtas del teorema D.0.3 y de la

proposicion D.0.6.

Corolario D.0.27. Sea,G =/ (A;, u;)Y,"tm juego compacto de Hausdorff. Entonces, G
posee un equilibrio de Nash en estrategias mixtas §isu extensién mixta G es segura
por mejor respuesta. Ademds, G _es'Segura por mejor Tespuesta si es simultdneamente

semicontinua superiormente en sentido reciprocowy) segura por pagos.

Este corolario generaliza directaménte.los resultados clasicos de existencia de
equilibrios en estrategias_mixtas obtenidos por Nash (1950); Dasgupta and Maskin
(19864, b); Simon/(1987). El corolario D.0.27 también permite probar la existencia de
equilibrios en estrategias mixtas en'diversos modelos econémicos estandar: competencia
en preciosya lo Bertrand con funciones de costo y demanda continuas arbitrarias,
competencia en cantidades”a)lo Cournot con costos de produccion fijos, modelos de
seleccion adversa, entre/otros. La aplicacién presentada a continuacion ilustra uno de

estos casos.

Ejemplo-D.0.28. Considérese un juego de suma cero en el que dos jugadores deben
elegir un tiempo t1,t2 € [0,1] para abandonar el juego. El jugador que abandona

ultimo gana, aunque condicionalmente a ganar, se prefiere abandonar antes. Si ambos

"Un espacio topolégico X es normal si y solo si, para toda funcién f : X — R que sea semi-continua

inferiormente y acotada superiormente, existe una funciéon continua g : X — R tal que

f(x) < g(x), paratodoz € X.
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jugadores abandonan al mismo tiempo, el premio se divide en partes iguales. Los pagos
estan dados por:

—ti, sit; < tfi,

u(ts, t—;) = % —t;, sit; =t_;,

1-— t;, si t, >N,

Este juego no posee un equilibrie/ en“estrategias puras, ya que no’es cuasi concavo
ni siquiera a lo largo de la diagomnal. Sin embargoy.es compacto, métrico y de suma
cero, lo cual garantiza que.su extension mixta es semicontinua superiormente en
sentido reciproco. Adémas, es sencillo verificar que dicha“extension también es segura
por pagos: aumentar ligeramente el tiempo elegido para abandonar disminuye como
maximo ligeramente el pago, siempre ‘que la estrategia mixta del oponente no varie
demasiado. Por lo tanto, el coralarioD.0.27 asegura, _que este juego posee un equilibrio

de Nash en estrategias mixtas.

Ejemplo D.0.29. Considérese una ‘subasta, en la que N postores neutrales al riesgo
compiten por K mnidades idénticas de un bien. Cada postor i recibe una senal vectorial
z; € [0,1]™, la cual defermina sus valoraciones marginales vj(z;) para cada unidad
k =1,...,K. Estas funciones son\continuas y estrictamente crecientes. Cada postor
presenta~ ¥ ofertas no negativas ordenadas b8 > b > --- > bi.. Las K ofertas més
altas entre todos los posteres) ganan y cada ganador paga exactamente su oferta por
cada unidad ganada. Si existen empates relevantes, se resuelven aleatoriamente. Al
restringir el conjunto“de estrategias puras a funciones de oferta no decrecientes y
acotadas por las valoraciones marginales, se obtiene un espacio métrico compacto de
funciones. En este marco, se puede aplicar el corolario D.0.27 : se verifica la seguridad
por mejor respuesta (via continuidad y posibilidad de mejorar utilidades en vecindades)
y también la seguridad por pagos. Esto asegura la existencia de un equilibrio de Nash
en estrategias mixtas. Finalmente, si las funciones de valoracion marginal son crecientes
estrictas, cualquier equilibrio mixto obtenido es puro. Esto permite probar la existencia
de equilibrio en estrategias puras en funciones de oferta no decrecientes en subastas de

primer precio con senales privadas independientes.



Apéndice E

Introduccion al diseno de

mecanismos

E.1. Introduccién

En este capitulo, seguimes-a (Mas=Colell et al., 1995; Bergara, 2023; Tadelis and
Segal, 2005), pero principalmente a Borgers (2015). El diseno de mecanismos es la rama
de la teoria de juegds que busca diseniar entornos estratégicos (juegos) tales que, cuando
son jugados por agentes racionales, generen un resultado deseado por el disenador
del mecanismo. La metodologia utilizada es la teoria de juegos bayesianos, donde los
jugadores tienen tipos privados y el disenador enfrenta un problema de informacién
incompleta.jFormalmente, un mecanismo puede representarse como un juego bayesiano
de dos etapas: en la‘primera, el disenador fija las reglas del juego (mecanismo); en la

segunda, los‘jugadores observan sus tipos y eligen estrategias.

Un mecanismo se especifica como un juego

I'= ([, {Ai}ieh {@i}iebXag(‘)a {Ui}i61> )

donde cada jugador ¢ € [ tiene un tipo #; € ©;, una estrategia «o; : ©, — A;, y
donde el conjunto de estrategias posibles es A = [[;c; A; con A; = {a; : ©; — A;}.
El mecanismo induce una regla de asignacién g(a(f)) € X, y las funciones de pago

u; : X X © — R determinan la utilidad de cada jugador. Dado que los tipos son

274
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aleatorios, las estrategias se evaliian en términos de su utilidad esperada ex-ante.

Para una exposicion formal del concepto de equilibrio en este ¢ontéxto, remitimos

al capitulo 4.

En esta seccion se introducen los conceptos bésicos del disene.de’ mecanismos, en
particular, los distintos tipos de equilibrios y compatibilidad de incentivos, 'siguiendo

la notacion esténdar de juegos bayesianos, en el contexto.de la‘regla de asignaeion g(+).

Definiciéon E.1.1. Equilibrio de Nash ex-post. Un vector‘de ‘estrategias a =
(cv;, —;) es un equilibrio de Nash'ex-post en un,meeanismo I si ningun jugador puede

incrementar su utilidad ex-post desviandose unilateralmente. Es decir:

ui(g((0)); 0y = uiglai(0;), a—i(0-));0), N i€,V a; €A

Definiciéon E.1.2. Estrategia dominante: Una estrategia «; para un jugador i € [ es
estrategia dominante si es débilmente dptima independientemente del comportamiento
de los demas jugadores:
wi(g(ai(6;),a_:);0;) > wi(g(ai(8:),a_;); 8 Yad, e A, YVa_; € ®Aj, Vo, €0,
J#i
Definicién E.1.3. Equilibrio en estrategias dominantes. Un vector de estrategias
a € A es un equilibrio” en estrategias dominantes si todos los jugadores juegan

estrategias dominantes:

Definicién /.1.4. Equilibrionde Nash ex-post. Un vector de estrategias a =
(e, afy) es'un equilibrio de-Nash ex-post en un mecanismo I" si ningin jugador puede

incrementarysu utilidad ex-post desvidndose unilateralmente. Es decir:

ui(g(af6))30) > u;(g(i(0;), a_i(0-;));0), Viel, Vo, e A.

Definicién E.1.5. Estrategia dominante. Una estrategia «; para un jugador ¢ € [
es dominante-si es débilmente 6ptima independientemente del comportamiento de los
demas jugadores:
wi(g(ai(6;),a_:);0;) > ui(g(ai(6;),a_4);0:;), Va,eA, Va;€ ®Aj, vV 0, € 9.
i
Definicién E.1.6. Equilibrio en estrategias dominantes. Un vector de estrategias
a € A es un equilibrio en estrategias dominantes si todos los jugadores juegan

estrategias dominantes.
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Observacion E.1.7. En el contexto de disenio de mecanismos, el objetivo del disefiador

puede representarse mediante:

= Una correspondencia de eleccién social f : © = X. El diseno’es exitoso si

g(a*(0)) € f() para todo 6, o parcialmente exitoso si g(a*(@))N f(6) # O
» Una funcién de bienestar social W : X — R, y el disehador busca maximizar:

Eor[W(g(a”(0)))]

o una funcién de ingreso/réegmpensa:

Eor[R{gta’(0)))]

Definicién E.1.8. Mecanismo directo. Un mecanismo ‘es_directo si el espacio de

acciones coincide con el'de tipos, es decir;w4; = ©; para todo i.

Definiciéon E.1.9. Bayesiano-compatible segun incentivos. Un mecanismo
directo es Bayesiano-compatiblé segin incentivos si-reportar el tipo verdadero es un

equilibrio bayesiano:
EafiNFfi [ul<g(elv Q*i); 0s, 971)] > E97¢~F-¢ [uz(g(eia (971'); 0;, H,Z)] , Yiel, V 02 € 0;.
Definicién E.1.10. Ex-post compatible segiin incentivos. Un mecanismo directo

es ex-post compatibleysegtin incentivos si decir la verdad es un equilibrio de Nash ex-

post:
w;(9(0;,0-:);0;,0_;) 2at;(g(0;,0_,);6;,0_;), Viel V0, €0, V0 €O,

Definiciéon E.1.11. Deminante segtn incentivos. Un mecanismo directo es

dominante segiin/ineentivos si decir la verdad es una estrategia dominante:
ul(g(&,@_z), (92-, 9_7,) Z Ul(g(ei, 9_1), 92-, 9_7;), VZ & I, V 9; € (")7;, V 9_1' € @—i-

Proposiciéon E.1.12. En mecanismos directos, la compatibilidad de incentivos ex-post

implica la compatibilidad de incentivos dominante, y son de hecho equivalentes.

Teorema E.1.13. Principio de revelacién. Dado un mecanismo M para el cual
existe un perfil de estrategias a de equilibrio, podemos construir un mecanismo de
revelacion directa equivalente M*, en el cual decir la verdad (revelar su tipo) es un

equilibrio.
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Observacion E.1.14. Decir que M y M* son equivalentes significa que:
9(a(0)) = g*(0), VOO

Observaciéon E.1.15. El Teorema anterior nos dice que solo(debemos fijarnos ‘en
mecanismos directos, ya que podemos transformar cualquier mecanismo general’en
uno de revelacion directa sin pérdida de generalidad. Esto simplifica sustancialmente

el andlisis.

Observaciéon E.1.16. Construccién) del imecanismo directo., El mecanismo
directo M* se define de forma que, para todo #,\la, asignacionsea-¢*(0) = g(a(d)).
Para que M* sea valido, debe inducir a los agentes a reportar su tipo verdadero, es

decir, resolver el siguiente probléma de campatibilidad de ineentivos:

ui (05, 9" (0:)) 2 uilli, g°(0)), /' 0-€ ©;.

El principio de revelacién nes pérmite restringir’el analisis a mecanismos directos
en los que decir la verdad es juna estrategiawde equilibrio. Esta simplificacion es
particularmente util en contextos ‘donde.los agentes poseen informaciéon privada
relevante para sus.decisiones, y el disenador’enfrenta un problema de seleccion adversa.
Un caso paradigmatico“de este tipo\es el modelo de screening, en el cual un agente
principal disena un conjuntonde contratos o asignaciones con el objetivo de inducir a
los agentes,a’autoseleccionarse de‘acuerdo con su tipo. A continuacién, desarrollaremos

el andlisis formal de estosamodelos y sus implicancias econémicas.

E.2. Screening

Consideremos un entorno clasico de seleccién adversa, en el cual un vendedor disena
un mecanismo para ofrecer un bien a compradores que difieren en su valoracién privada
del bien. La utilidad de un comprador de tipo 6 que paga una transferencia monetaria
t estd dada por:

u(f) =60 —t.

Los tipos # estan distribuidos segtin una funcién de distribuciéon F' con densidad f,
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es decir:

dF
0 ~ F _— =
y soporte [0, 0], donde 0 < @ < 0. Adem4s, suponemos que f(#) > 0 para tedo 0 € [;0)

La probabilidad de que la valoraciéon de un comprador sea_mayor que un precio p
es 1 — F'(p). El vendedor que fija un precio tinico busca maxiniizar su ingreso ‘esperado,

dado por:
p(1 —F(p)).

Un mecanismo esté definido por un par-de funeiones;

= q:1[0,0] — [0,1], que répresenta la probabilidad de quesel bien sea asignado (es

decir, comprado).

» £:[0,0] — R, la transferencia o pago realizado por-el comprador.

La funcién «a(f) representasel tipo reportado-por ‘un comprador de tipo real #. Sin
pérdida de generalidad, gracias‘al Principio de Revelacion, podemos asumir que los

compradores reportan su tipo-verdadéro.

Proposicion E.2.1. Para todo mecanismo I' y estrategia 6ptima «, existe un

mecanismo directo [y una estrategia o/ tal que:

1. o(B)= Opara todo 0 € [0, 0].

2. Las fanciones ¢(@)y #(0) bajo I'" coinciden con la probabilidad de compra y el
pago esperadobajo (I, ).

Definicién E:2.2..Diremos que un mecanismo directo (g, t) es:

» Compatible segin incentivos (IC) si para todo 6,6":

0q(6) — 1(6) = 0q(0) — t(6").

» Individualmente racional (IR) si para todo 6:

0q(0) — t(6) = 0.
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Lema E.2.3. Si un mecanismo directo es compatible segin incentivos, entonces ¢(6)

es creciente en 6.

Demostracién. Sean 6§ > 0'. Por IC se tiene:

0q(0) —t(0) > 0q(0") — t(¢"),
0'q(0) —t(0) < 0'q(0) — t(6"):

Restando las desigualdades:
(0 — 0")q(0)= (9= 0")q(0") =g(0) = q(0').
]

Lema E.2.4. Si un mecanismo es IC,.entonces la utilidad u(f) es creciente y convexa.

Ademas, es diferenciable en casi todo punto, y se cumple:

Demostracion. Se tiene:

u(6) = mx {80(6') — +(8")}

que es el maximo deunciones lineales afines en , por lo que u es convexa y creciente.
Como resultadoy,es diferenciable casi«en todo punto y su derivada es ¢(#). En efecto,
para loAlltimo:*Considere un tipo 6 tal que u es diferenciable. Sea > 0. Entonces, por

compatibilidad segin ineentivos, se tiene:

g WD) (04 00(6) ~ t0) — 0u0) —6)
5—0 ) 5—0 )
— (). (£.2)
De forma analega, se tiene:
o SO 0O =8) - 60) = t6) ~ (O =Ba®) = O)
50 ) 50 )
= q(9). (E.4)
Juntando ambas desigualdades, se concluye que u/(f) = ¢(f) siempre que u sea

diferenciable en 6. O
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Lema E.2.5. Equivalencia de pago.

Demostracion. El hecho de que la funcién u sea convexa implica, por el corolario 17
del capitulo 6 de Royden and Fitzpatrick (2010), que es absolutamente continua. A su
vez, por el teorema 10 del mismo capitulo, se concluye queée u, es igualta la“integral de
su derivada, es decir:

) <u(@) + [ " (2)de,

donde, como se ha demostrado anteriormente, u/(6) =¢(6) casi‘en todo punto. O

Lema E.2.6. Equivalencia del'retorno.

0
H6) = 10) + (6g(0)< 04(0)) — [ (@Y.

Demostracion. Recordemos que w(@)= 0q(0) — #(0)=Si sustituimos esta expresién en

la férmula del lema E.2.5 y'despejamos t(6), ebtenemos el resultado deseado. ]

Proposiciéon E.2.7. Un mecanismo directo es IC si y solo si:

1. ¢ es no decreciente.

2. Se verifica:

0
) =4(8) + (99(0) — 99(0)) — [ q(a)da.

Demostraeion. Para probar la suficiencia, debemos demostrar que ningin tipo 6
prefiere hacerse pagar per otro tipo 6 si se satisfacen las condiciones (i) y (ii) de

la proposiciéon. Es decir, queremos probar que:
u(6) > 0g(8') — £(6). (E5)

Usando la identidad u(0") = 6'q(0") —t(0’) obtenida en los lemas anteriores, reescribimos
la expresion:
u(f) = 0q(6") — 0'q(6") + 0'q(6") — (') (E.6)
— 04(0") — 0'9(®") + u(®)
= u(0) —ul(®) > (6 — )q(e). (E.5)
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Por la equivalencia de pagos (lema E.2.5), tenemos que

w(8) = u(8) + /9 D @)z, ) = u() + /H " o

Restando las dos expresiones:

/

Por lo tanto, la desigualdad (E.8) es equivalente a:

/,9 ¢(z)da > : q(0"dx. (E.10)
La integral de la derecha es simplemente ¢(#").multiplicada por la longitud del intervalo
|0 — ¢'|. Para comparar ambas ‘integrales, supongamos primero/que € > . Como ¢ es
creciente, se tiene que g(z) > ¢(0') para tedo = € [#,0],/Por lo tanto, la integral a la
izquierda de (E.10) es mayor o igual que la de la derecha. Si por el contrario § < ¢, el
argumento es completamente analogo: seguimos integrando una funcién creciente ¢(z),
ahora en el intervalo [0, 0/], y detnuevo ¢(x) £ ¢(€) en ese intervalo, lo que garantiza

que
0 0
/ q(z)dx < / q(0")dz.
0 0
Al cambiar el signede la desigualdad\(ya que ahora §—@" < 0), recuperamos nuevamente

(E.10). En consecuendia, se.coneluye que:

es decir, deg¢ir la verdad es una estrategia éptima para todos los tipos siempre que ¢
sea creciente y se cumpla la condicién de equivalencia de retorno, lo cual completa la

prueba de suficiencia, O

Proposicién E.2.8. Un mecanismo directo IC es IR si y solo si:

w(@) >0 < t(8) < 0q(0).

Demostracion. Por el lema E.2.4, u es creciente en € para mecanismos compatibles
segin incentivos. Por lo tanto, u(f) es no negativa para todo 6 si y solo si es no

negativa para el menor valor de 6. O]
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Lema E.2.9. El mecanismo que maximiza la utilidad del vendedor entre todos los

mecanismos IC e IR satisface:

t(0) = 0q(0).

Demostracion. Si t(0) < 6q(0), el vendedor puede aumentar su ganancia subiendo, el

pago minimo. O]
Sea F = {f: © — R acotadas} con la estructura de espacio vectorighy, norma:

5, = [ 1o

Definamos M C F como el conjunto de funciones crecientes, que toman valores en

[0,1].
Lema E.2.10. M es compacto y convexo.

Definiciéon E.2.11. Un punto @ € €"es extremosi x +y ¢ C o x —y ¢ C para todo
y#0.

Proposiciéon E.2.12. Sea f : X — R .continua y lineal, con X compacto y convexo.

Entonces el maximo de f se alcanza en un punto extremo de X.

Lema E.2.13. Una funcién ¢ €M és un punto extremo si y solo si ¢(6) € {0,1} casi

en todo punto.

Proposicion E.2.14. El¥mecanismo 6ptimo que maximiza el valor esperado del

vendedor esta dado por:

1 sif>p
q(0)= donde p* € argmax p(1 — F(p)),
0 sif<p* P
y
p* sif>p*
t(0) =

0 sif<p*.
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E.3. Precios no lineales

En esta seccion analizamos un entorno clasico de precios no linéales."A diferencia del
problema de screening anterior, el bien es ahora divisible y la utilidadydel comprador
depende de la cantidad adquirida. Esto permite disenar menus,de-precios mas ricos.
Un monopolista ofrece un bien infinitamente divisible (como azmiicar o electri¢idad) a

un comprador con tipo privado 6. Las caracteristicas del'modelo son:

Costos lineales de produccion:€/(q) = ¢ - g, conye >'0.

El vendedor es neutral al/tiesgo:.

La utilidad del comprador es u(6) = Ov(q)—t, con v(0) =0, v’ > 0, v" < 0.

El tipo @ estd distribuido en © = [0, 6} con densidad )f estrictamente positiva.

Suponemos que Gv'(0) > ¢ paraque exista demanda.

El mecanismo es un par de funciones (g, t),donde ¢(0) es la cantidad asignada y ¢(6)
el pago que realiza un agente detipo . Por'el principio de revelacion, se puede suponer

que el comprador revela su tipo verdadere, es decir, la estrategia « es la identidad.

Proposicién E.3:1. Un mecanismo. directo (g,t) es compatible segiin incentivos si y

solo si:

1. g/es creciente.
2. Para todo 6 € O,
i) = 1(8) + 60(4(0)) — B0(0(®)) — [ vla(a))d
Ademas, ‘el mecanismo es individualmente racional si y solo si
t(0) < 0v(q(9))-

De hecho, se satisface con igualdad:

y por lo tanto,
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El beneficio esperado del monopolista es:

/09 l@v(q(Q)) _ /eev(q(a:))dq; — cq(g)] F(0)do.

Reescribiendo la integral doble:

/QG/OHU(Q(IL‘))dxf(Q)dHzfeev(q(x))/ef(g)dgdx

T

= [ ool PN E )

Asi, el ingreso esperado es:

/: [U(Q(H)) (9 - 1;(};)(6)> N cq(@)] £(6)do:

El vendedor busca entefices maximizar, en ¢, el llamado surplus virtual'. Maximizar
el surplus virtual equivale entonces a resolver un probléma ¢on informacion completa,
pero sobre esta valoracién’ajustada,'do cwal facilita la caracterizacion del mecanismo
optimo y permite obtener condiciones de primersorden necesarias para su disefio:
L— F(6)
(a6 (o - PP~ ca)
F0)
Aplicando condiciones de primer orden.se*ebtiene:
1—F(9)
v'(q(6)) (9 - =c
f(0)

LA través del proceso de maximizacién bajo informacién asimétrica, utilizando el principio de

revelacién.y,las'condiciones de primer orden, se deduce que el término relevante en el ingreso esperado

del vendedor/no es’simplemente fu(q), sino v(q) (0 — 1}{9()9)). A este término se le denomina surplus
virtual. La expresion 0 — 1;{;()6) répresenta una valoracion ajustada del comprador, que descuenta el

valor real 6 en funcién\de la necesidad de mantener incentivos para los tipos inferiores. Esta diferencia
se interpreta como la~renta~de informacion que el vendedor debe dejar al comprador para que revele
su tipo de forma_veraz. En términos practicos, el vendedor acttia como si enfrentara un comprador
con tipo réducido;sigual a esta wvaloracion marginal virtual. Desde el punto de vista estructural, el

término 6 — 1}59()9) crece con la distribucién acumulada F(6), ya que un mayor F(6) indica que el

tipo 6 estd més arriba en la distribucién (es decir, es méas raro), lo cual reduce la necesidad de ofrecer
incentivos para separarlo de tipos més bajos. A la vez, este término decrece con la densidad f(6):
una mayor f(6) implica que hay muchos tipos cercanos, por lo que es més costoso inducir verdad
revelacién. Por tanto, una alta densidad en torno a # implica una mayor penalizaciéon informacional.
Maximizar el surplus virtual equivale entonces a resolver un problema con informacién completa sobre
un tipo ajustado enddgenamente, lo cual permite derivar condiciones de primer orden bien definidas

y simplificar el disefio éptimo del mecanismo.
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Si el término multiplicador es no positivo, es éptimo asignar ¢(f) = 0. Caso contrario,

existe una tnica solucién para ¢(#) debido a la concavidad de v.

Proposicién E.3.2. Suponga que la funcién 6 — 6 — 1}{9()0) eés, creciente. Esta

propiedad se denomina regularidad de F'. Entonces:

1. Sio'(0) (6 — 1}{6()9)) < ¢, entonces ¢(0) = 0.

2. En caso contrario, ¢(f) resuelve

ooy [0 - 15

Y el pago asociado es:

Ejemplo E.3.3. Supongamos c =1, v(¢g) = \/q y.que 0 ~ U[0, 1]. Entonces,

S T-F(0)

P="50

=260 1.

Ejemplo E.3.4. El'pago correspondiente es:

0&fp-3)- (- e-7-5

También se puede expresar la politica de precios de forma invertida:

1
92\/5+2;»t(q)=;1+\f.

E.4. Subastas con un unico bien

En esta seccién estudiamos el problema del disefio de mecanismos en un entorno
bayesiano con multiples agentes. Nos situamos en un modelo de valores privados, donde

cada agente conoce su propia valoracion del bien pero no la de los demas.
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Consideramos un conjunto finito de agentes I = {1,2,..., N}. Cada agente i € |

tiene una valoracién privada 6; € [0, 0] sobre el bien, y su utilidad es
u; = 0; — s,

donde t; representa la transferencia monetaria que realiza al vendedor. Este ultimo.es

neutral al riesgo y recibe un ingreso total de  ;c; .

Los tipos 6; son aleatorios e independientes, con distribuciones acumuladas F; y

densidades f; estrictamente positivag en el soporte comtin/[0, 6],

Definicién E.4.1. Un mecanismo directo consiste en funcionesiq y {£;}ics tales que:
N

=1

t,:O %R,/ Vi €.

En este mecanismo, los |agentes) reportans sus tipos de forma simultdnea e
independiente. La funcion ¢ define la regla_ deasignacién del bien. El valor g;(6)
representa la probabilidad de que el agente's, reciba el bien cuando el vector de tipos

reportado es 6. La cantidad 1—>"~ | ¢;() ésa probabilidad de que el bien no se asigne.

Proposicion E.4.2. Principio de revelacion. Para todo mecanismo I' y todo
equilibrio de Bayes-Nash o, de I, existe un mecanismo directo IV y un equilibrio o/

de I tal que:

1. Para, cada agente-~y tipo 0; € O;, se cumple que o (6;) = 6;.

2. Para cada vector #; la distribucién de pagos resultante bajo I si los agentes juegan
a es lasmisma que bajo I si juegan . Lo mismo ocurre con los valores esperados

de las-transferencias.

Demostracion. Construyamos [” definiendo las funciones ¢ y t; tal como lo exige el
ftem (ii) de la proposicién E.4.2. Podemos probar el resultado mostrando que decir la
verdad es un equilibrio de Bayes. Supongamos que no lo fuera. Si un tipo 6; prefiere
reportar que su tipo es 6., entonces el mismo tipo ¢; también preferiria desviarse de o
y jugar la estrategia que o prescribe para ¢, en el mecanismo original I'. Por lo tanto,

o no es un equilibrio de Bayes en I, lo que contradice la hipdtesis inicial. O
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Dado un tipo reportado por el agente i, definimos la cantidad esperada que este

recibe como:

QuO) = [ auB6-)f-i(0-)db.

donde 6_; es el vector de tipos de los demas agentes, y f_; su densidad conjunta:

Analogamente, la transferencia esperada es:

T;(0;) 2/9 ti(0s,0_;) f-i(0_;)d6_;.

—1

Finalmente, la utilidad esperadasdeliagente i, dada su valeracion 0;, es:
Uitl;) = 0,Qi(0;) ~ T(0:)-

Definicién E.4.3. Un.mecanismo directo es compatible segin incentivos si decir la
verdad es un equilibriorde Bayes-Nash, esidecir, si para tedoi.e I y para todo 6;, 0! € ©;

se cumple:
0,Q:(0;) <Fi(0) = 0:,Q4(0;) =T:(0;).

Definiciéon E.4.4. Un mécanisme-direct@ es individualmente racional si, condicionado

a su tipo, cada agente prefiere participar. Es'decir:
Ui(0;) >0,y YV 0; € ©,.

Lema E.4.5. Siun mecanismo direeto es compatible segtin incentivos, entonces @); es

creciente para~cada € I.

Lema“E.4.6. Si un mecanismo directo es compatible segin incentivos, entonces U; es

creciente y e¢onvexa. Por/lojtanto, U; es diferenciable en casi todo punto, y se cumple:
Ui (0;) = Qi(0;).

Lema E4:7=Equivalencia de pago. Si un mecanismo directo es compatible segiin

incentivos, entences para cada ¢ € [ y para todo 0; € © se cumple:
0;
Ui0:) = Ui(0) + | Qi(w)da.

Lema E.4.8. Equivalencia de retorno. Si un mecanismo directo es compatible

segun incentivos, entonces para cada ¢ € I y para todo 6; € © se cumple:

T6) = T.0) + (0Q.(6) — 0Q.@) ~ [ Qu(x)d
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Proposicion E.4.9. Un mecanismo directo (q,t1,...,ty) es compatible segin

incentivos si y solo si, para todo ¢ € I:

1. La funcion Q); es creciente.

2. Se verifica la expresion de equivalencia de retorno:

T6) = T.0) + (@i (60) — 0 @) [ Qi)

Proposicion E.4.10. Un mecanismo. directo escompatible segin-incentivos e

individualmente racional si y solo sippara todo\ive I:

T:(0) < 0Q:i(0).

E.5. Maximizacion del retorno esperado

Queremos caracterizar el mecanismo directo que, bajo restricciones de compatibi-
lidad con incentivos e individualmente racionalidad, maximiza el retorno esperado del

vendedor.

Lema E.5.1. Si #m mecanismo directo es compatible segiin incentivos e individual-
mente racional, [y maximiza'el retorno esperado del vendedor, entonces para todo ¢ €

se cumple:

Ti(6) = 6Q:(0).

Este resultado implica que el vendedor no deja renta informacional a los tipos mas
bajos. De este modo, se deduce que:
= El vendedor debe escoger funciones ¢ tales que @); sea creciente para todo ¢ € I.

= Los pagos se determinan usando la ecuacion de equivalencia de retorno

(proposicién E.4.10):
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= El retorno esperado del vendedor por parte del agente ¢ es:

e (- 755 o

= El retorno esperado total es la suma sobre todos los agentes:

s [

el

Definimos para cada agente i la valoracion marginal virtual como;
I F;(0;)
fi(0:)

La asignacion no restringida que maximiza el retorno esperado es entonces:

Vi(0;) = 0; + Vi'd I,6; € O.

() L) sii(0:) >0 y ¥i(0:) > as(059)V5 # 4,
q;\v) =
0, caso_centrario.
El caso de empate tiene probabilidad cero, dado que las distribuciones son continuas
(continuidad absoluta respecto a Lebesgue). Si ¢); es estrictamente creciente (lo cual

ocurre bajo regularidad de=F), entonees se puede garantizar que ); también sea

creciente.

Proposiciéon E.5.2.(Myerson, 1981). Suponga que cada distribucién F; es regular.
Entonces, el mecanismo directo que maximiza el beneficio esperado del vendedor entre

todos los que sen compatibles con incentivos e individualmente racionales, cumple:

1. Asignacion:

L sii(0:) > 0y ¥i(0:) > ;(0;) Vi # i,

0, caso contrario.

¢(0) =

2. Pagos:
0;
T(6) = 0:0:0) = [ Qulw)do.

Ahora consideramos un diseno de mecanismo en el que el vendedor desea maximizar

el bienestar esperado total, definido como:

RAGL

el
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Proposiciéon E.5.3. Entre todos los mecanismos compatibles con incentivos e

individualmente racionales, aquellos que maximizan el bienestar esperado satisfacen:

1. Asignacion:
1, sib;,>0;Vj+#i,
0:(6) = ’

0, caso contrario.

2. Transferencias:

0;
Lo % 0:Q:(6) — | “Qulmyda.

Ejemplo E.5.4. Supongamos N =2, § = 0,0y, ="1, con Fi(@;) = 0 y Fy(0,) =
20y — 63. Entonces:

3 1 3 1

Wi(0) 5 561 SR V2 (ba) = 592 5

Se tiene que:

Ui(0)) < 0% 0 < 173, ()Y < 0 & 0, < 1/3.

Finalmente, el bien se asigna al agente 1 si

1 1
¢1(91) > ¢2(92) <~ '91 - 376)1 + g > 92.

Ejemplo E.5.5-Bienes publicos:“La teoria del disefio de mecanismos bayesianos
se aplica inicialmente al problema de provisién de bienes piiblicos. Consideremos una
comunidad/con N agentes; denotados por I = {1,..., N}, con N > 2. Se desea decidir

si se provee,un bien piblico«g € {0, 1}, el cual no es excluible.

Cada agente ¢ € I\tiene una valuacion privada 6; y puede realizar una transferencia
t; > 0. Su utilidad es:
0,9 —t;.
Su tipo 6; se distribuye segtin F;, con soporte ©; = [0,0], y con densidad positiva
fi(60;) > 0 para todo §; € ©. Suponemos que los tipos son i.i.d., y denotamos por
0 = (6y,...,0x) el vector de tipos, con soporte © = [, 0]". El costo de producir el bien
publico es ¢ > 0. El bienestar social resultante de una asignaciéon g y transferencias ¢;

es:

(Z&)g—zm.

el i€l
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Un mecanismo directo en este contexto estd dado por una regla de decisién ¢ : © —
{0,1} y funciones de transferencia t; : © — R. Definimos @; : ©; —. [0, 1] como la
probabilidad que el bien se provea dado el tipo de ¢, y T; : ©; = R la transferencia

esperada. La utilidad esperada del agente 7 es:
Ui(0;) = Qi(0:)0; — Ti(6:).
Un mecanismo es ex-post presupuesto balanceado sipara todo 6 € ©:

> t(0) > cq(0):
el
Es ex-ante presupuesto batanceado si:
L0000 > [ ca(6)5(0)ie:
© jer ©
Definicién E.5.6. Dos mecanismos directos son equivalentes si tienen la misma regla
de decision y, para todo i € I'y-0;,0. € ©;, las transferencias condicionales al reporte

de tipo son iguales.

Proposiciéon E.5.7. Todo'mecanismo.directo’que es ex-ante presupuesto balanceado

tiene un mecanismo ditrecto ex-post presupuesto balanceado equivalente.
Demostracion. VéaseyBorgers (2015): O

Maximizacion el bienestar. Para un mecanismo (g, t1,...,tx), la regla éptima de

asignaciém que maximiza €l bienestar social es:

17 si Zie] 02 Z C,

q () =

0, caso contrario.

La regla de-transferencia correspondiente es:

Zt*(@) _ ¢, sigi(f) =1,

iel 0, caso contrario.

Proposicion E.5.8. Un mecanismo directo es compatible segin incentivos e

individualmente racional si y solo si:
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Demostracion. Si N@ > ¢, entonces un mecanismo en el cual el bien publico se
produce siempre y cada agente paga ¢/N es eficiente en el primer orden, compatible
con incentivos y racionalmente individual. Si N < ¢, entonces™un mecanismo enel
cual el bien nunca se produce y ningtin agente paga nada también es eficiente en.el
primer orden, compatible con incentivos y racionalmente individual. Queda., probar
la conversa. Consideramos el caso intermedio N < ¢ < AN ¥ queremos, demostrar
que no existe un mecanismo compatible con incentivos e individualmente racional que
sea de primer orden. Para ello, construiremos un mecanismo diréeto qiie implementa
la regla eficiente ¢* y que es compatible confincentivos y ragionalmente individual.
Luego, argumentaremos que estéwmecanismo maximiza las transferencias esperadas
entre todos los mecanismos, que son compatibles con incentivos, individualmente
racionales y eficienteg( Finalmente, mostraremos que este mecanismo genera un déficit
presupuestario esperado entodos loscasos o trivialesi/La' afirmacion se sigue de este

resultado. Véanse los lemas E.5.10 7y K511, O]

Definicién E.5.9. Un mecanismo pivote es aquelbdefinido por la regla de decision ¢*

y el siguiente esquema de transférencias:

t1(0) = 0g7(0,0-:) + (¢"(0) — ¢"(8,0-:)) (C -> 9j) :

J#
Lema E.5.10{ El'\mecanismo pivote es compatible segin incentivos y racional

individualmente.

Demostracign. Consideremos un agente ¢ € I de tipo #; que contempla reportar un
tipo falso 6! # 60,;. Fijemos los tipos de los demas agentes como #_;. Vamos a mostrar
que reportar la verdad es siempre 6ptimo, independientemente de los tipos de los
demas agentes..Eisto implica inmediatamente que la verdad es un equilibrio bayesiano.
Si ignoramoslos términos que no dependen del reporte del agente i, su utilidad al

reportar 0. es:

91@(‘%7 07@') - Q(ega efi) (C - Z 63')

J#i

=q(6;,0_;) (ﬁ: 6; — c) :
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Es decir, la utilidad del agente i es exactamente igual al indice de bienestar social si se
toma la decisién (6., 0_;). Como q es la regla de primer orden (first-best), esta decisién
maximiza el bienestar social. Por lo tanto, la utilidad del agente ¢’se maximiza si y solo
si reporta su tipo verdadero: ¢, = 6,. Esto prueba la compatibilidad con incentives.
Para verificar la racionalidad individual, notamos que la utilidad.esperada del.agente ¢
es exactamente cero si su tipo es 4. Por un resultado analogesal lema E.4.6,%esto.implica
que la utilidad esperada intermedia de todos los tipos estal menos cero. Per, tanto, el

mecanismo también es racionalmente individual. O

Lema E.5.11. Si N < ¢ < N0, el presupuesto esperado ex-anteidel mecanismo pivote

es negativo.

Demostracion. Mostratemos \que el superavit presupuestario ex post del mecanismo
pivote es siempre no positivo, y con probabilidad positiva, estrictamente negativo.
Esto implica que el superaviti presupuestario esperade’ex ante es negativo. Primero,
consideremos un vector de-tipos/# tal que ¢i(0). =’0. En este caso, no se incurre en
costos ni se generan pagos por parte de los agentes. Por tanto, el déficit es cero. Luego,
consideremos un estado 0 tal que ¢(f) ="ty ademas ¢(#,6_;) = 1 para todo i € I. En
este caso, todos les agentes pagan 6. Como asumimos que N6 < ¢, los pagos totales
son menores que ¢ yexiste un déficit. Finalmente, consideremos los estados 6 tales que
q(0) = 1, pero para algin 7 &J se'tiene que ¢(6,0_;) = 0. Sea P el conjunto de todos
esos agentes pivotes. Definamos NP = I \ P como el complemento. Llamaremos, con

abuso deotacion, P = |P|y)NP = |NP|. El total de transferencias es:

Z<c_zej>+ > 0=Pc—P Y 6;—(P-1)Y b6;+ > 8

ieP i IENP JENP jepP iENP

jel iIENP

Como por construccién, en los estados donde ¢()) = 1, se cumple que ¢ < >,/ 0;,

entonces:

Pe—(P=1)Y0,~ Y (6 —6) < Pe—(P—1)e— 3 (6 —6)

Jjel 1ENP iENP

=c— > (6;—9).

iENP
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Por tanto, el total de transferencias no excede c. Estados en los que el bien ptblico se
produce y algunos agentes son pivotes ocurren con probabilidad positiva bajo nuestras
hipdtesis. Ademas, condicionado a que tal estado ocurra, con probabilidad 1 se cumple
que 0; > 0 para todo i € NP. En este caso, el calculo anterior muestra que el superawit

es estrictamente negativo, y por lo tanto existe un déficit presupuestario esperado.™y[]

El mecanismo pivote es un caso particular del mecanismo Vickrey-Clarke-Groves
(VCG). En general, un mecanismo pertenece a la clase \VCG si la regla/de decisién ¢*
es eficiente, y el pago a cada agente“se compone de dos términos: Aino que depende
Unicamente de su tipo reportado .y otro que. es, independiente..dé dicho reporte.
Este segundo término puede(sertarbitrario y-se ajusta usualmente para cumplir con

restricciones presupuestarias,o equidad.

En este marco, el disefiador del méeanismo puede tener como objetivo maximizar

el valor esperado de la ganancia neta-agregada:

/@ (&) (Zei —c> £(0)db.

i€l

Tal como se discutido en secciones anteriores, la maximizacion estd sujeta a las

siguientes restricciones:

= Compatibilidad con“incentivos: (); debe ser creciente.
» Racionalidad individual: U;(0) > 0.

= Restriccién presupuestaria esperada:
1 — F(0;)
€ Ui(Q)+/ q(0) l (@——C)] f(0)do = 0.
; o ZGZ[ fi(03)
Luego, el Lagrangiano del problema asociado, introduciendo un multiplicador de

Lagrange A > 0, se escribe como:
1 — Fy(0;)
0. = [, al0) (0.~ ) 5008+ [ at0) |5 (01~ ) o] s
e % /@ ; fi(0:)
El multiplicador A puede tomar el valor cero inicamente si:

/@ q(0) lZ (@ - W) — 1 F(6)do > 0.

icl
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Observacion E.5.12. Dado que ¢ € X donde X es convexo, y la funcién objetivo es

lineal (por lo tanto céncava), las condiciones de primer orden son suficientes.

Reescribiendo el Lagrangiano se tiene:

[+ |5 (0= 135100 )

iel

La regla 6ptima se caracteriza por:

(0= |1 o Bt e H R 5 TR

0, _eago'contrafrio:



Apéndice F

Teorema de la‘envolvente y

equivalencia de pagos

El teorema de la envolvente-désempena un fel central en el andlisis moderno del
diseno de mecanismos, al permitiz’ derivar condiciones sobre pagos e incentivos sin
requerir suposiciones restrictivag como la condicién de single crossing. Milgrom (2004)
muestra que muchos de los resultados.mads relevantes sobre eficiencia e incentivo-
compatibilidad se deducen directamente del teorema de la envolvente. Entre estos
resultados destacan el lema de Myerson (Myerson, 1981), que caracteriza la utilidad
esperada en equilibrio de Bayes-Nash“para mecanismos factibles y permite acotar el
ingreso’maximoyalcanzable. por cualquier subasta. Myerson demuestra, ademas, que
subastas estandar con, un precio de reserva adecuado pueden alcanzar dicho ingreso
6ptimo. Por su parte; el Tema de Holmstrom (Holmstrom, 1979) establece una férmula
de pagos que debe cumplirse en todo mecanismo eficiente con estrategias dominantes,
y prueba que elinic¢o esquema de pagos compatible con esa estructura es el mecanismo
de Vickrey-Clarke-Groves, lo que permite caracterizar su unicidad. Ambos lemas son
profundamente analogos a resultados clasicos de la teoria de la demanda, como los lemas
de Hotelling y Shepard, ya que todos se derivan del mismo principio: el teorema de la
envolvente. Estas equivalencias pueden formularse tanto en términos de derivadas como
de integrales de las funciones de utilidad. En conjunto, este enfoque proporciona una
base tedrica unificada para analizar mecanismos en entornos muy generales, ampliando

el alcance del andlisis econémico mas alla de modelos con condiciones estructurales

296
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fuertes.

El Teorema de la Envolvente proporciona condiciones bajo las éualésila funcion de
valor de un problema de optimizacion paramétrico es diferenciable y'su derivada puede
expresarse como el valor marginal del éptimo. A diferencia de las yersiones clasigas que
requieren convexidad o diferenciabilidad estructural del conjunto.de decisionés, X/, la
versién en forma integral desarrollada por Milgrom (2004) yformalizada por, Milgrom
and Segal (2002) permite aplicarse a contextos como el diserio de mecanismos, donde

los agentes eligen mensajes o estrategias de conjuntes, no estructurades.

Consideremos una familia de.problemas paramétricos indexados.por ¢t € [0,1], con

funcién objetivo u : X x [0, 1]*— R! Sean:

VA(t) = 956161)13 ulw, t), (F.1)
X*(t) ={a€ X :u(z,t) £V (D)}, (F.2)

donde V(t) es la funcién de valor'y X (%) el conjuntorde soluciones 6ptimas. Llamaremos
x*(t) una seleccion de X1(t).
Teorema F.0.1. Teorema de la Envolvente en Forma Integral. Sea u(x,t) tal

que:

1. Para cada’z & X, existe una, funcién derivable uq(z,t) tal que

b
u(z,b) —u(z,a) = / us(z, s)ds para todo a,b € [0,1],

a

2. Existe'una funcién/integrable b : [0, 1] — R tal que

[a(x;t)| < b(t) para todo x € X y casi todo ¢ € [0, 1],
3. Parfa-casitodo t € [0,1], X*(¢) # 0.
Entonces, para toda seleccion medible x*(t) € X*(t), se cumple:

V() = (' (0),0)+ [ a2 (5), 5) ds. (F.3)

Demostracion. Primero, definimos la funciéon de valor:

V(t) = sup u(z,t).
rzeX
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Por la hipdtesis (2), existe una funcién integrable b : [0,1] — R, tal que |ug(z,t)| < b(t)

para todo x € X y casi todo t. Definamos

Entonces, para cualquier ¢’ < t” € [0,1], se tiene:

V") =V =

sup u(z, t") — supu(x; t’)‘

rzeX reX
< sup ‘U(CE, t”) 14 U(QZ, t/)|
peX
t//
= sup / us(zys) ds
zeX |JH

tl/
< | .sup |uz(z, s)| ds
zeX

< /tt b(s) ds — B(H) 2 B().

Ahora, tomemos una coleccion yde“intervalos disjuntos {[a;,b;]}F, < [0,1]. Si
SF (B(b;) — B(a;)) < ¢,/entoneds

k k

DIV (b)) = Via) < D2(B(bi) — Blai)) <.

i=1 =1
Esto demuestra que.V és absolutamente continua (por la definiciéon basada en sumas

sobre intervalos|disjuntos).

Luego, como’V es absplutamente continua, es derivable casi en todo punto t € [0, 1].
Fijemos unypunto de derivabilidad ¢, y sea x*(t) € argméx,cx u(z,t) tal que V(t) =

u(z*(t),t). Tomandosun punto cercano t', se tiene:

V(t) = ilelgu(x, t') > u(a*(t),t).

Entonces:
t/
V() = V() >u(x*(t),t") —u(x*(t),t) = / ug(z*(t), ) ds.
t
Dividiendo entre ¢ — t y tomando el limite cuando t' | ¢, se obtiene:

V'(t) > ug(z*(¢),t).
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Andlogamente, si t' < t, se tiene:

¢

V() >u(z*(t),t), = V(E)-V{E) <u(z*(t),t) —ulz*(t),t") = / us(x*(t), $)ds,
t/

y al dividir por t — t’ y tomar t' 1 ¢, se concluye:

V'(t) < ug(x*(t),1t).

Por lo tanto, en todo punto de derivabilidad:

Finalmente, aplicando el teorema fundamental del célculo, se concluye:
t t
V() = Q) + | V'(s)ds £ u(a?(0),0) 4+ wgla’ (5), ) ds.
0 0

[]

Este resultado es aplicable a contextos de disenosde mecanismos donde el conjunto de
estrategias (acciones) no ‘depende del tipo, yla funciéon u(zx, @) representa la utilidad
del agente tipo € por el resultado x. Laecuaeiéon (F.3) impone una restriccién sobre las
funciones de desémpefnio que pueden ser implementadas en espacios de tipos continuos

como [0, 1].



Apéndice G

Responsabilidad-electoral y

democracia receptiva

En este anexo estudiamos! el-articulo Martinelli and Duggan (2020). El objetivo
es, por un lado, ilustrar la aplicaciéon de los teoremas de punto fijo en la bisqueda de

equilibrios y, por otro, introducir un ejemplosde dindmica en juegos.

Considere un horizonte de dos periodos. Los jugadores son un politico incumbente,
un politico retador/y un votante répresentativo. La naturaleza selecciona los tipos de
los politicos 6; €@ = {0y, 56,}, donde p = (p1,--- ,pn) € A(O) representa la

distribucién a priori sobre los tipes. El desarrollo temporal (timing) es el siguiente:

1. En t'=_1, el incumbente elige una accién x; (no observable), tras lo cual se realiza
el outcome observado y; = x1 + €1, donde €; ~ F', siendo F' una distribucion con

densidad f(respecto a la medida de Lebesgue.

2. Los wvotantes actualizan sus creencias de manera bayesiana en base a la

observacion y; y eligen al ganador de la eleccién.

3. En t =2, el ganador de la eleccion (incumbente o retador) escoge una accion o,

y se observa y, = 3 + €2, donde nuevamente e, ~ F'. El juego concluye.

Dada una politica x, un politico de tipo §; = j recibe un pago de la forma w;(x) + f,

donde w; representa el interés del politico como hacedor de politica publica (por

300
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ejemplo, el costo del esfuerzo o su preferencia por captar votantes), y 5 > 0 es el
beneficio adicional asociado a ocupar el cargo. El outcome y genera una utilidad u(y)
tanto para el votante como para el politico que no esté en el“cargonen’ el segundo
periodo. Los pagos totales de politicos y votantes son la suma de susrutilidades a.lo

largo de los dos periodos.

Se supone que, para cada j = 1,--- ,n, la funcién de utilidad w; és.de"clase C? y

posee un Unico maximizador Z;. Se contemplan entonces familias funcienalés como:

» Funciones tipo potencia: w; (%) ="=|r — 23|’ con r > 1, incluyendo en particular
el caso cuadréitico w;(x) £ ~(@'— 2;)*
= Funciones tipo exponencial: w;(z) = —e" @ %) + (g =&;) + 1, con r > 0.

De manera mas general, se realizan les/ siguientes supuestos sobre las funciones w;:

= Para todo j < n, tenemosw’;(r) < wj, ((®) para todo x, wi(0) > 0y wy, () <0
para z suficientemente grande. Note que‘w/(:) representa la voluntad marginal
del politico de intercambiar una politica mas alta por una mayor probabilidad de

re-eleccion. Esto ademas implica que’0 < 21 < - -+ < Zy,.

» Para todoj~< 17 tenemos.w;(2;) < w;41(Z;41). Combinando este supuesto con
el anterior, les incentivos electorales del incumbente son estrictamente crecientes
eh el tipo, capturando la idea de que tipos con valoraciones més altas tiene mayor

disposicion a escoger nn politica que incremente su probabilidad de ser escogidos.

» La densidad-f de.¢ es diferenciable, estrictamente positiva sobre R y satisface la
propiedad estandar del ratio de verosimilitud MLRP:

fly—2) _ fly'—=)

fly—a) = fly —af)

Es una propiedad de log-supermodularidad y hace que un votante que observa un

Va >z v >y:

y mayor infiera que es més probable que z (la accién del politico) también haya
sido mayor. En este contexto, la funcion de verosimilitud para el pardmetro x
dado un y observado es f(y —x). La propiedad MLRP implica que f es unimodal

y tanto F' como f son estrictamente log-céncavas Bagnoli and Bergstrom (2005).
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/ ‘ fly—z) _ . fly==') _
» Para todo z > 2, se cumple que lim, , o) = 0y limy o Fo—n) = 0.
En consecuencia, senales suficientemente extremas se vuelven arbitrariamente
informativas sobre la accién adoptada. En particular, se captura‘el caso f(-) con

media cero, distribucion normal.

= 1y tiene un Unico maximo o es estrictamente creciente de forma que, definiendo
Efu(y)l] = [ u(y)f(y ~&)da:
se llega a que para todo z, @’ ,€4&1; &,], con x <%’y tenemos
Blu(y) l#l<Eu(y)|2].
El eventual maximo de,u domina débilmente a Z,,.

Observaciéon G.0.1. Si se permite /que f sea clase=C?, entonces, especificando

pardmetros de costo 6; > ;| para<j < n, podenios definir

w;j(z) = Elufy) |7]=)0;c(x),

para ¢ € C?, () > 0 para x > 0 y ¢(0) = 0; siempre y cuando w; tenga un tnico

maximizador.

Se asume que ni el incumbente ni.el retador pueden realizar promesas vinculantes
antes de la eleccion. Es decir, aunque puedan hacer declaraciones o anuncios de
campanay/no existe un mecanismo que obligue a los politicos a cumplir sus promesas
una vez elegidos, por lo_que los votantes forman expectativas racionales basadas en
el comportamientosobservado. Asimismo, los votantes no pueden comprometer de
manera anticipada-su voto: la decision de votar se toma de manera libre e informada
en el momento de la eleccién, en funciéon de la informacién disponible, como el
resultado observado ;. Ademas, se impone una condicién de consistencia temporal
en la formulacién de politicas publicas: el politico ganador debe escoger acciones
que sean Optimas desde su perspectiva en el momento de actuar, sin posibilidad de
comprometerse hoy a politicas que mafiana preferiria modificar. En consecuencia, el
analisis se centra en equilibrios bayesianos perfectos del modelo de responsabilidad

electoral, los cuales requieren estrategias 6éptimas dadas las creencias y actualizacién
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bayesiana coherente tras toda historia posible. Finalmente, se aplica un refinamiento
adicional para eliminar comportamientos inverosimiles por parte de yotantes y politicos,

garantizando que las estrategias y creencias sean plausibles inclusosfuera,del equilibrie.

Una estrategia para un incumbente de tipo 7 es un par (ﬂ{, W%), donde 7 € A(X)
y 7T% : X xY — A(X). La estrategia especifica mezclas deseleceiones de politica’ en
el primer periodo y decisiones de politica en el segundo, periodo, dependiendo de la
politica previamente elegida y del outcome observado: Por.otro lados~unajéstrategia

para un retador de tipo j es una“funcion
FRY — A(X),

que asigna mezclas de politicas_en el segundo periodeo para cada outcome observado.

En el caso de los votantes, una estrategi es
p ¥ — [0, 1]

donde p(y) es la probabilidad detyotar por el(incumbente dado el outcome y.

Un sistema de creencias_del votante estdyrepresentado por una distribucién de
probabilidad u(-|y;) sebre © x X, como. funcién del outcome observado y;. Luego,

un perfil de estrategias

g =((7,7)je0.p)
es secuencialmente racional dado el sistema de creencias p si ni el incumbente ni el
retadorspueden obtener unsmayor beneficio desviandose de las estrategias propuestas

en ningin nodo de decision) y si el votante elige al candidato que maximiza su utilidad

esperada tras toda_posible realizacion de y;.

Observacion G.0.2. Las creencias p son consistentes con el perfil de estrategias o
si para cada y;, la distribuciéon u(j, z|y;) se deriva de las estrategias iniciales (W{)jee

aplicando la regla de Bayes.

Un equilibrio bayesiano perfecto es un par (o,pu) tal que o es secuencialmente

racional dado p, y i es consistente con o.

La racionalidad secuencial implica que los retadores escogen sus politicas ideales

en el segundo periodo, ya que no hay elecciones posteriores. Es decir, 7/ asigna
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probabilidad uno a Z; para todo y;. En consecuencia, el beneficio esperado para el
votante al elegir al retador es

Ve = Zk:PkE[U(y) | = 3.

Asimismo, la racionalidad secuencial implica que W%(-|x1,y1) asigna probabilidad. ino
a ; para todo z; y todo y;. Por tanto, se asume que los politicos eligen sus peliticas
ideales en el segundo periodo, y se simplifica la notagionwomitiendo el subindice en
w{ para las politicas mixtas usadas,por j en el primer periodo: Se sigue que el pago

esperado al votante por la re-elecciéon del incumibente es
Vi )= %:MT(k»yl)E[u(y)m’k]‘
Asi, el beneficio esperado para el votanteide re-elegir al-imcumbente tras observar y; es
Vi(y) = Zk:uT(klyl)E[U(y) | @ = 2],

donde pr(k|y1) es la distribucionunarginal sobre el tipo del incumbente dado el outcome

y1. Por tanto, el incumbente es re-elegido 'si"W;(771) > Vi v solo si Vi(y1) > Ve.

Definicion G.0.3. Un equilibrio es “mondtono si el votante sigue una regla
retrospectiva seneilla: existe un umbral y € RU {—o00, 00} tal que el votante reelige al

incumbente si y/s6lo si'y; >, v.

Observaeion (G.0.4. Esta condicion de monotonia surge naturalmente al interpretar

los outcemes como senaleéssSobre las acciones de los politicos en el primer periodo.

Un equilibrio electoral es un equilibrio bayesiano perfecto que ademas es mondtono.

Los equilibrios electorales se caracterizan por tres condiciones:

1. Actualizacion de creencias: el votante actualiza sus creencias aplicando la
Regla de Bayes tras observar el outcome y. En particular, cuando las mezclas de
politicas 7; son discretas, se tiene:

Gl = 2T = ),
2 Pk X f (y — ) mi ()

Como la densidad de f es positiva, todos los outcomes son observables en el

camino de juego, y Bayes determina completamente las creencias del votante.
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2. Condicion de umbral: el umbral y debe ser tal que, anticipando que los politicos
escogen sus politicas ideales en el segundo periodo, el votante prefiere re-elegir
al incumbente luego de observar y;, dado el sistema de créencias, si’ su utilidad

esperada es mayor a

ZmE Y|k = 1y >7

y es mayor o igual a

ZPkE Y|k & yu2 7.
Como pr(j|y1) es continua'en y;yse sigué, que 7 s finitoly tal‘que VI(y) = VC.

3. Mejor respuesta del incumbente: cada.tipo de incumbente j, sabiendo que
serd re-elegido si g >.7,wsolo si y; > 7, élige ennel primer periodo una politica

que maximiza:
wj(z) + (1 = F =) [wi(Zs) 8l + F(y — z)Ve,

donde F' es la funcién de distribucién acumulada de la perturbacion e.

Para facilitar el andlisis, en adelante seasime que todos los tipos de incumbentes estan,

en principio, interesados en la reeleccion, es decir,
~ C ,
wi@) g >V > lim w;(z) + 5. (G.1)

de modo que, siva reeleccién esta asegurada eligiendo sus politicas ideales en el primer
periodo, ‘éntonces los beneficios de la reeleccion superan los costos. Noétese que el
incumbente siempre/puede elegir su politica ideal, por lo que nunca es 6ptimo para
el politico escoger peliticas grandes = para las cuales w;(z) + § < VY. Debido a la
concavidad de w;, minca es 6ptimo seleccionar una politica por debajo de la politica
ideal del politico, por lo que existe al menos una solucién al problema del incumbente
en el primer perfodo. Denotando tal solucién por z7}, y la condicion de primer orden

necesaria para la solucién del problema de maximizacion del incumbente es
wi(w) = —f(7 — @;)[w;(#;) + 6 = V. (G2)

Es decir, la desutilidad marginal en el periodo actual derivada de aumentar la politica

es exactamente compensada por la utilidad marginal en el segundo periodo, debido
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al incremento en la probabilidad de reelecciéon del politico. Bajo la suposicion de que
f(+) es estrictamente positiva en todo su dominio y con la condicion, (G.1), el lado
derecho de (G.2) es negativo, y se observa que para un umbral arbitrario y, el politieo

Optimamente ejerce un esfuerzo positivo, es decir, elige =7 > #; en su primer mandato.

Proposiciéon G.0.5. Bajo los supuestos hechos, en todo equilibriorBayesiano_perfecto,

exista un umbral 7 € R tal que los votantes votan re-eleccion,si y; > 7y sivy solo si

Y1 >79.

En el modelo de dos tipos, los politicos eligen,politicas x1, %o respectivamente. El

votante fija un cut-off y* tal que:

_ pof(y* —"22)
puf(y* ) + pof(y* 7m2)

D2

y si f es simétrica, entonces:
o L1+ T
2

Cada politico maximiza:
Wi(z,r) = w;(z) Frlw;(z;) + 8 — Ve,

sujeto a g(z,r) =W— Fy* —x) —r > 0.

Obseryvacion G:0.6. Con.utilidades cuadraticas w;(z) = —(x—2;)?, el equilibrio puro

-V P A
.T*:.f]‘l‘ﬁ Cf<x2 xl),

implica:

J 2 2

y el corte del votante:

y*:II;IQ—i—ﬁ;VCf(xQ;xl).
Proposiciéon G.0.7. En el modelo de dos tipos con utilidades cuadraticas para los
politicos, densidad normal estandar y votante neutral al riesgo, existe un equilibrio
electoral, y todo equilibrio bayesiano perfecto es un equilibrio electoral. Sea el beneficio
de ocupar el cargo [ arbitrariamente grande. Entonces, para cualquier seleccién de

equilibrios electorales o:
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(i) el punto de corte del votante y* crece sin limite, es decir, y* — oo;

(ii) el politico de tipo 1 mezcla con probabilidad positiva entresexaectamentesdos
politicas, 27, y 27, y el politico de tipo 2 asigna probabilidad tno & una politica

* * * *.
zy tal que 27, < 27 < w3;

(iii) la politica mas baja del politico de tipo 1 convergeshacia su politica ideal, y
las politicas mas altas de ambos tipos crecen sin lmite, es decir, zy,"— &1 y

* * .
Ty, Ty — 0]

(iv) las politicas mas altas de los dos tipos se wuelven arbitrariamente cercanas, es

decir, 5 — 27 — 0;

(v) la probabilidad4de reeleccién converge a uno para ambos tipos, y en particular,
la probabilidad de que el politiconde tipo 1 elijasla politica més alta converge a

uno, es decir,

1—-F(y =291 paraj=12 y m(z]) — 1

Una propiedad 1util e intuitiva de._lossequilibrios electorales, destacada en la
proposicion (G.0(7), es que cada tipo de politico tiene a lo sumo dos elecciones 6ptimas
de politica. Esta propiedad se extiende a una clase general de funciones de utilidad
de los politicos'y distribuciones de ruido que incluyen al modelo cuadratico-normal

(Martinéllifand\Duggan, 2020).

Para formalizar las/condiciones generales bajo las cuales este resultado se sostiene,
se definen las funciones h = f'/f y ARA; = w} /w}, correspondientes respectivamente a
la derivada del logaritmo de la densidad de ruido f y al coeficiente de aversion absoluta

al riesgo del politico de tipo j.

Se establece’la siguiente condicion suficiente:

Supuesto G.0.8. Para todo j y todo y finito, la funcion ARA;(z) + h(y — x) es

estrictamente convexa en x > §3j.

Bajo esta condicion técnica pero permisiva, cada tipo de incumbente posee a lo sumo

dos politicas éptimas como funcion del punto de corte. La soluciéon mayor, denotada



Apéndice G. Responsabilidad electoral y democracia receptiva 308

77 (y), representa la opcién de apostarlo todo, mientras que la solucién menor, z7 ,(y),
representa tomarlo con calma. Ademas, se establece el siguiente resultado principal de

existencia de equilibrio:

Teorema G.0.9. Bajo los supuestos iniciales y el supuesto G.0.8,/existe un equilibrio
electoral, y todo equilibrio electoral estd dado por estrategias wmixtas de  politicas
7y, ..., T y un punto de corte finito y* tal que:

(i) Cada politico de tipo j mezelaysts politicas utilizande 7}, que asigna probabilidad

positiva a lo sumo a dos politicas, denotadas =5y z;., donde ;)< ;. < x7;

(ii) Los soportes de las estrategias de politica estén estrictamente ordenados por tipo,

es decir, para todo j <n,’se cumple z} < Tji14;
(iii) El votante reelige al incumbente sivy solo si y >.y%,.y el punto de corte satisface:
T+ 2 <y* <) + 2,

donde 2 es el modoide la distribuciéntde resultados.

Para demostrar esté teorema, se estableee primero que las mejores respuestas de los
politicos a la estrategia«el votante son estrictamente monotonas en el tipo. Es decir,
las estrategias politicas estan dadas por una n-tupla ordenada (7, ..., m,) con soportes

que respetantel orden por tipo.

Un aspecto técnico_importante es que el dominio de las n-tuplas ordenados de
estrategias no es econvexo,lo cual impide aplicar directamente teoremas estandar de
punto fijo como los-de Kakutani o Glicksberg. Para superar este problema, se representa
la estrategia de cada/politico como un triple ordenado (x;, z;,r;), donde x; representa
la politica mas baja, z; la politica més alta, y r; la probabilidad de elegir z; (con
1 —r; de elegir z;). Se especifica un perfil de estrategias como una 3n-tupla ordenada
((z1,21,71),- .., (@, 2n, ) cumpliendo z; < z;41 para todo j < n, junto con el corte

del votante y.

Este enfoque recupera la convexidad del dominio, aunque a costa de perder la
convexidad de los conjuntos de mejores respuestas. Sin embargo, como estos conjuntos

son contractibles (pueden deformarse continuamente a un solo punto), se puede aplicar
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el Teorema de Punto Fijo de Eilenberg-Montgomery (Eilenberg and Montgomery,
1946)" para deducir la existencia de un punto fijo de la correspondencia de mejores

respuestas, lo cual garantiza la existencia del equilibrio electoral:

Finalmente, se concluye que, conforme el beneficio de oficina \crece, los politicos se
vuelven cada vez mas incentivados a elegir politicas altas. El corte del votante g™ diverge
a infinito, las politicas éptimas de todos los tipos tienden ansus ideales o 'se vuelven
arbitrariamente grandes, y la probabilidad de reeleccién al.apostario tedo_eonverge a
uno. Ademas, se identifica el caso dende el politico de tipe 1 mezcla entre tomarlo con
calma y apostarlo todo, con la probabilidad de'elegirila politicaybaja tendiendo a cero

conforme § — oo.

Supuesto G.0.10. Para todo tipo j, se cumple que liniz, (x) = —0c0.

Esta condicion implica ‘que el costo/marginal del esfuérzo crece sin limite conforme
aumenta el esfuerzo. Se satisface.en casos come,la utilidad cuadratica y la utilidad

exponencial.

Se define el conjunto Gh=_{] : Efu(y)[%;]'% V} como el conjunto de tipos "por
encima del promedio” ees decir, aquellos para los cuales la utilidad esperada de aplicar
su politica ideal supera_la utilidad“esperada de un retador. Sea ¢ = min G el menor

tipo por encimasdel, promedio, cumpliéndose que ¢ > 2.

Bajo-a, interpretacion de la politica como un bien publico y suponiendo que las
preferencias del votante 'sofi 'mondtonas, el andlisis implica que cuando los politicos
estan altamente motivados por el cargo (gran [3), el bienestar esperado ex ante del
votante en el primer periodo se encuentra acotado inferiormente por:

> piElu(y)|2;] + > piw,
j¢G jeG

donde 7 = lim,_, u(y).

1Sea X un conjunto compacto, convexo y no vacio de un espacio de Hausdorff localmente convexo.
Sea F': X — 2% una correspondencia superiormente semicontinua con valores no vacios, cerrados y
acotados, tal que F'(x) es contractible (o tiene el tipo de homotopia de un punto) para todo = € X.
Entonces, F' tiene un punto fijo; es decir, existe * € X tal que z* € F(z*). Véase Border (1985).
Otro articulo que hace uso de este teorema, en el contexto de juegos bayesianos y la existencia de

estrategias monétonas, es Reny (2011).
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Si la funcién de utilidad es no acotada superiormente y p,, > 0, el bienestar esperado
del votante aumenta sin limite conforme crece 3. Sin embargo, si la utilidad es unimodal
y no acotada inferiormente, puede ocurrir que el bienestar esperadondisminuya sin

limite.
Teorema G.0.11. Supdénganse llas suposiciones hechas hasta.ahora. Sea § arbitraria-

mente grande. Entonces, para toda seleccion de equilibrios electorales o+

(i) El punto de corte del votanteydiverge: y* — oes

(ii) Para cada tipo j suficientemente alto, se“cumple que Tg== zi — Z;, o

x*j:a:;‘»—>oo,obienw*j—>:1§jyx;—>oo.
(iii) Para el tipo £ <1, se tiene que 2,25, — 0o y max{supp(r; )} — oo.

(iv) Para todo j >/, se cumple gute #,;/= 1} — oQ,

Este teorema implica que existe-un tipo marginal m < ¢—1 tal que los tipos mayores
a m escogen politicas queydivergen, mientrasique los tipos menores a m convergen a
sus politicas ideales. Para los tipos j <'m, se cumple que 27 — &; y la probabilidad de

reeleccion tiendela cero.

Corolario GG.0.12.\Bajo los.suptestos del teorema G.0.11, para beneficios de cargo 3
suficientemente grandes y para ctialquier equilibrio electoral o, existe un tipo marginal

m < ¢= 14al que:

(i) Para todo j <my, 0} = .y — &; y 1 — F(y* —a}) = 0.
(ii) Para tode j'>m, =} = z.; — co.
(iii) Para j =gm, se tiene x,, — 00y, Si T}, # Tipm, ENLONCES Tupy, —> Ty

El teorema (G.0.11 no identifica explicitamente cudl es el tipo marginal ni precisa

la probabilidad de reeleccion de los incumbentes. Para precisar mas la caracterizacion

del comportamiento de equilibrio, se introduce una condicion adicional:

Supuesto G.0.13. Para todo j, w; es concava y lim, ..o ARA;(z) = 0.
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Este supuesto se satisface, por ejemplo, en el caso cuadréatico y en funciones de

utilidad tipo potencia.

Teorema G.0.14. Bajo las suposiciones hechas hasta ahora, y /3, arbitrariamente

grande, para toda seleccion de equilibrios electorales o:

(1) Tyl — [lAi'l.

(ii) Si 2} — oo, entonces ] —y* — ooy 1 — F(y* “aj) — 1.

Finalmente, se agrega una_condicion adiciomal “Sobre la ‘relacién de las tasas

marginales de desutilidad:

wy, () -1

Supuesto G.0.15. Para todo j < n, se/cumple que lim, AT
J

Bajo esta condicién adicional;*se\identifica al tipo marginal como el tipo 1,

obteniéndose el siguiente resultado:

Teorema (.0.16. Bajo los supuestos hechos hasta ahora, y 5 arbitrariamente grande,

para toda seleccion de equilibrios electorales o:

(i) Se tiene quer,; —= 21, x1 — ooy m(x}) — 1.
(ii) Para todoi.='1,...,n, 1 B(y*—z5) — 1.
(iii) Tia diferencia entre las'mayores politicas de los tipos se cierra: x} — ] — 0.

(iv) Se cumple que/0 < (27) < 1.

Como consecuencia de este tltimo teorema, se concluye que, conforme (§ se vuelve
grande, todos los tipos adoptan politicas altas y son reelegidos con probabilidad
proxima a uno. Asi, el efecto de los incentivos electorales pasa de ser una herramienta
de selecciéon a una herramienta de sancion: en el limite, todos los politicos eligen
aproximadamente la misma politica alta en el primer periodo y son reelegidos casi

con certeza.

El articulo concluye senialando que el modelo de accountability electoral desarrollado

no solo proporciona una estructura sélida para entender la interacciéon entre incentivos
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de reeleccion y comportamiento politico en un entorno de informacion limitada, sino que
también abre nuevas vias de investigacion. Se ilustra cémo el modelo puede aplicarse
a temas como populismo, ciclos politicos, dictaduras severas y ‘Teyvucltas endogenas,
aprendizaje simétrico y la incorporacion de incertidumbre electoral. Finalmente, \los
autores subrayan que el marco analitico presentado resulta particularmente adecuado
para el estudio de fenémenos actuales como el excesoarde senales electorales, el
impacto de la atencién racional limitada, los sesgos cognitiyvos éen la evaluaeion politica
y los cambios en el entorno informativo, destacandowel poteneial *del “enfoque de
accountability para futuras aplicaciones’'en contextos caracterizados por informacion

dispersa, senales mediante decisiones ‘de politica'y limitada capacidad de compromiso.
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