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El problema de regularizacion entrépica
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Regularizacion entrépica

Siguiendo a [Nenna, 2020], vamos a considerar dos conjuntos finitos X', Y, donde
|X| = |Y| = Ny establecemos las medidas de probabilidad sobre X' y ) respectivamente

W= ZMXCSX, V= Zyy(Sy
xeX yey

Luego, denotamos el conjunto de acoplamientos por

I_I(uw):{ﬂ'x,y: Tx,y > 0, waysz7 VxeX A Zﬂ'xyzl/y, Vyey}.

yYeyY xXEX

El problema de transporte original es [Villani, 2009], [Luigi Ambrosio and Semola, 2021]

min {Zﬂxyc(x y) } (1)

TerEH MV

Marcelo Gallardo Burga ( PUCP ) Escuela de Invierno ADEEM - PUCP Regul Julio 2023 4/82



La entropia

Definicién

Definimos la funcién de entropia (relativa) H(7) de la siguiente manera

H(m) == h(mey)

X,y
con

r(In(r) —1), sir>0

h(r)=1<0, sir=0

+o00, si r <O0.
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Trabajamos en M : m,, > 0.

12 1

Grafica de f(x) = x(In(x)-1)
10
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La entropia es un concepto vinculado al desorden, incertidumbre de la informacién.

concreto, dado un proceso con posibles resultados {ai, ..., an} y probabilidades
{p1, ..., pn}. la entropia es maxima cuando p; = 1/N. En efecto, se resuelve

max — SV pi(lnp;i —1)
s.a. Z,Nﬂ pi=1.

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange (dada la concavidad de la
funcién objetivo y que solo hay un restriccién lineal):

N N
L(pr, - pn, A) = — Y _pi(lnp; — 1) + A (1 - Zn) :
i=1 i=1

0L
0 Pi

1
=—lnp—A=0Vi = pizpjzﬁ,vl}j.
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Definicién
El problema de regularizacién entrépica corresponde al siguiente problema de
optimizacion
Pe : inf {Zm,yc(x,y) — eH(w)} (2)
X,y

con € > 0y sujeto a

Weﬂ(u,y):{wxyzo, wayzux, VxeX A Zﬂxyzz/y, Vye))}.

yYEY xXEX
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Teorema

Ty >0, VxeEX, ye.

El problema P tiene una anica solucién 7* € M(w,v) y, si min{miny px, min, v, } > 0,
Observacién

La funcién —H : m € (R )MV — — >y h(7xy) es estrictamente convexa.
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A continuacién, la prueba de que —H es convexa cuando 7y, > 0.

Prueba.

Como 7y, >0, h’(t) = % > 0. Luego,

H(—H(r)) = D (i) _

Trxy

TNN

la cual es definida positiva. O
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Prueba.

A continuacién un sketch de la prueba:
@ Definimos 7% € T(i,v) : 7 = (1 — )™ +0(u ®v), (0,1).
@ Por la convexidad de h(-)

h(vs) < (1= 0)h(mh,) + Oh(uxwy) < h(mh,) + O(6). (3)

@ Definimos Z = {(x,y) : 73, =0} # 0y C = min{min, fix, min, v, } > 0.
Q Para (x,y) € Z:

h('yfy) = h(Opuxvy) = Opxvy(In6 + In vy, — 1) < COInG + O(H). (4)

@ Sumando adecuadamente, se llega a

0<90 cte +nCln6 3, V60 €(0,1).
~~ ~~
2,y (exy xvy +h(pxvy)) <0

Esto fuerza a que n = 0. La unicidad de la solucién es consecuencia directa de la
convexidad estricta de —H(-).
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El contexto es el siguiente

min >0, {meyc(x,y) —eH(mxy )}

58 YTy =W Vy (5)
Zyey Txy = Hox, V X
Ty > 0.

© Condiciones de Slater
@ Dualidad fuerte.

© Convexidad, continuidad.
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Condiciones de Slater. En relacién al siguiente problema de optimizacion:

min,  fo(x)
s.a. fi(x)<0,i=1,...m
hi(x)=0, i=1,..,p

si fy es convexa, las restricciones son lineales y se cumple que 3 x :

(pues restricciones lineales) factible,

maxmin £ (x, A,n) = min fo(x)

An X xXES

donde S es el conjunto determinado por las restricciones y

L(x,A\n) = fo(x +Z)\fx)+2n,h(x

Prueba.
Ver [Luneberger and Ye, 2021].

fi(x) <0, Ax=1»b
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Con respecto a P, el Lagrangiano asociado es .Z :

L(m o p,9) = Zﬂ'x’y x,y) +e(inmy —1))

+>ex) (ux - ﬂxy> +>U(y) (Vy - ny) :

xeX yey yey x€X

Las variables {¢(x)}xex y {¥(¥)}ycy son los multiplicadores de Lagrange. Una forma
alternativa de expresar el Lagrangiano (y atil para aplicar condiciones de primer orden) es

L(m,0,0) =Y my {c(x,y) = ¥(y) — o(x) + e(In(my) — 1)} (6)
e+ D )y ©)
xXEX yey
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Theorem
La solucién al problema P- es de la forma

L)+ () —clx,y)
ﬂ-xv}/ =€ € )

donde ¢ y 9 son a determinar.

Prueba.

Aplicando condiciones de primer orden a (6) respecto a 7y,

c(x,y) —@(x) = (y) +e(lnmey —1) +e=0
elnmyy = o(x) +¥(y) — c(x, y)

P)+Y(y)—c(x,y)
Tx,y € .
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Observacioén

L)+P(y) —c(x,¥)
€

A partir de 7y, = e tendremos
_cby)
™= [myl = Doy &= Dy (8)
KE

donde D, (. una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son e*™/e x e x.
Anélogo para Dy, , y € V.
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Una vez m,, determinado en funcién de ¢« y 9, podemos determinar min, .Z(p, )
reemplazando (8) en .Z(m, ¢, )

f(%%b): Z‘Pxﬂx‘f’Ziﬂyuy—é‘zeXp

xeX yey Xy

GEEUEES)

3

Finalmente, max,, 4 -£(p, %) conlleva por condiciones de primer orden (funcién objetivo
estrictamente céncava)

=) exp (“O(X) +9P(y) — clx, y))

) £ SNECE w(j) b))
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Conclusiones.

© Hemos presentado, para el caso de espacios finitos el problema de regularizacion
entroépica.

@ Se han derivado diversas propiedades relativas a este problema: existencia de una
solucién, unicidad y como caracterizarla.

© Hemos caracterizado el éptimo en términos de la relacién entre ¢ y 9 vy los
parametros {fixtxex, {Vy byey, {Gy tixy)caxy-

@ A diferencia del problema clasico, hemos podido derivar m,, en funcién de los
multiplicadores y ¢y .

@ El objetivo a continuacién es como obtener una solucién aproximada.
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Sinkhorn-Knopp

. . . . (k) (k)
© Permite obtener una solucién aproximada iterando sobre e? y e¥" .

@ Complejidad computacional O(N?).

© El problema original se revuelve via Bertsekas' auction algorithm en O(N?3)
[Merigot and Thibert, 2020].

@ N =100000, con Bertsekas son 115 dias de ejecuciéon mientras que con
Sinkhorn-Knopp 0.12 dias (teniendo en cuenta que ~ 10® operaciones se ejecutan
por segundo).
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@ Se de cumplir que
DyK-Dyly = p A DyK D1y = v.

@ Expresado de otra forma
IRZLNO) (ng"wE) =, e¥* o (KSTeWE) —

Aca /¢, e¥/¢ son las respectivas diagonales de D, y Dy, vectorizados. Usando
estas ecuaciones, derivamos la siguiente situacion:

e ye K plkt /e v

¢ " Keev®/e € T Keed

(0) (0) . e,
e¥ /¢ = e¥/¢ = 1y. Aca la divisién es componente a componente y © la
multiplicacién por entradas de un vector con otro vector.
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Algorithm Sinkhorn-Knopp: algoritmo para el problema de transporte 6ptimo regularizado,
caso discreto.

1: function Sinkhorn-Knopp(K:, u, v/)
/e

e < 1/\/

ew(m/8 — 1y

4: for 0 < k < Kmax do
VR L

w

(&4

Koev® /e
w(k+1)/€ v
6: e —
Kg—e‘P(k+1)/5
7: end for

8: end function
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Proposicion
Convergencia del Algoritmo Sinkhorn. Se cumple que
O (o, 9" = (©*,¥*) con ratios de convergencia
du (0", ¢") = O(A(K)*)
dn (P, 9%) = OA(K:)™).
© Mas aan, denotando MK = D) K< Dy

dH(n(k)lNa ,LL)

(k)
o)< S0,  u1n.1)

(W 4) < TP
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Proposicion
La aplicacion definida por:
XiYj

Y, x,y € RY, : dy(x,y) = Inmax =2
i XiYi

es una métrica sobre el cono proyectivo R’X*/ ~ donde x ~ y si existe r > 0 tal que
x = ry. Mas aln, el cono proyectivo es completo con la métrica dy.
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Prueba.

Ciertamente, dy es simétrica. Luego, si x = ry,

=Inl=0.

r: x = ry. Finalmente, dados

ryiy;
dy(x = dy(r = Inmax —=
(oY) = dhuly, ) = Inma iy
Por otro lado, si i’i’ < 1, entonces ?;" > 1. Asi, dy > 0. Luego, si du(x,y) =0,
GYi iYj
entonces ’y’ =1 parta todo /,j. Esto es, ’yi = ;i =
1 J
X,y,z € R+*, existen £, k € {1, ..., N} tales que
du(x,z) =In Xzt
XeZk
= [Ir (Xkye . }/kZe)
XeYk  YeZk
. XkYe e YkZe
XYk YeZk

< du(x,y) + duly, 2)-
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Lema
Sea M € M . Entonces, dados x,y € RY,

dy (Mx, My) < A\(M)dx(x,y)

donde
_ /n(M)-1
A(M) = T ; lM
n(M) = max;j k¢ W >1. J
Prueba.
Ver [Birkhoff, 1957]. O

Para simplificar la notacién, denotamos e por ¢y et por 1. Luego, para la
inicializacién, en rigor, solo basta que los vectores tengan entradas positivas. Finalmente,
cabe mencionar la siguiente situacién; todo re-escalamiento cyp, %1[1 sigue siendo
solucién, ¢ > 0.
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Convergencia del algoritmo Sinkhorn-Knopp

Prueba.
Para cualesquiera x, y € ]Rﬁ'* tenemos
dr(x,y) = du(x/y,1n) = du(In/x, In/y)

donde / representa la division entrada por entrada. Luego, por la definicién del algoritmo
y el Lema (1)

du ("™, ") = du (ﬁ ﬁ)
= dy (K™, Key®).
< MK2)dn (™, 9%).
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Prueba.

De manera anéloga

= du(K oW, K] ")
< MK )du (e, 0%).
Como A\(K:) = A(KJ)
(P, 0") < MK:) du(™, %)
(1, 97) < MK:) e (v, 97).

Dado que A(K)? < 1 concluimos que ¥ — o* y () — 4~
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Hoja de ruta:
O El problema base.
@ Estimacién de costos y objetivos [Dupuy et al., 2021].
© Algunos resultados de subdiferencial y analisis convexo (enunciados, pruebas si el
tiempo lo permite).
Q SISTA.
@ Convergencia del algoritmo SISTA.
@ Matching.
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Nos situamos nuevamente en el contexto de conjuntos finitos de cardinalidad N y se
busca resolver

min E Txy Cxy
weN(u,v)

Por propésitos de notacién, re-escribimos (pues es mas apropiado para el contexto del
problema), usando (i, )

min E i Cj

meM) | Sen

En efecto, i — j representa la migracion entre paises. Debido a los beneficios
computacionales expuestos previamente, se incorpora el término de regularizacién
entrépica y el problema de optimizacién se torna

min E mijci + emi(Inmj — 1)

meMe) | Sen

con

N N
M, v)=Sm >0: > mj=pi, » m =y

j=1 i=1
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Ya sabemos que

T = exp (%) _

3

Vamos a considerar ¢ = 1. Luego, el algoritmo Sinkhorn, adaptado a este contexto es el
siguiente:

(k+1) i
exp(p V) = — p
>im1 exp(wf )
exp(y ) = <

SN exp(el — )

En muchas situaciones, el problema es inverso: se posee el transport plan y se desea
conocer qué costos generaron el transport plan. En este contexto, dicho problema inverso
es atacado via estimacién paramétrica.
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En este caso, la estructura de costos viene determina completamente por un vector de

parametros 3 € R¥ de forma que

K

k

cj = Budj.
k=1

Matricialmente:

k k
ClBl CIBZ din  diz
B . K k
e . d.
21 :E:ﬁ" 21
k=1
B
v

k
dN N

(10)

En (10) dj mide la disimilitud entre i y j. Por ejemplo, en caso de problemas espaciales,
puede ser una distancia, diferencias de PBI, diferencias de poblacién etc.

Marcelo Gallardo Burga ( PUCP ) Escuela de Invierno ADEEM - PUCP Regul

Julio 2023

33/82



Lo que se busca es 3,
) = exp(pi + 1 — cf)

tal que

Zﬂg =Vj
i
et

J
S owidi=>" i df ,Vk=1,.,K.
7 v - ~— ~—

conocido y €M(u,v) dato
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El siguiente resultado es desarrollado en [Galichon and Salanié, 2022]. Para estimar ¢, ¢

y B se resuelve

il 5 eris @ e 5 aaw
L PPy ~— 1<$TTen
=K, 5kd,§
F(¢,v,B), convexa
N
N ~ -
(1] g:l_ = exp(pi+ 1 — cf) — ij =0,Vi
=1
——
=p;
N
oF N . )
9 5y :Zi:1eXP(¢i+¢j*C,§a)*Z7ﬂj:0, v .
i=1
——
—v;
OF __ k 8 gk
Q 35 =~ Licijendj exp(ei + 1 — ) + 21 oy Rid-
Julio 2023
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LASSO

Con el objetivo de capturar solo los efectos importantes, se agrega una penalizacion tipo
Lasso:

mwinﬂ¢(90,1/%,3) =40 > explei+ v —cf) = mylpi+ ¢ —cf) 1Bl g (11)
i 1<ij<N

A continuacién, brindamos algunos resultados preliminares del analisis convexo y
optimizacién. Luego, presentamos la forma en la que se resuelve (11): el algoritmo
SISTA.
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Sub-diferenciales

Dada f : S C R” — R convexa y diferenciables, se cumple que

iY si f no es diferenciable?
Definition

fly) > f(x) + VF(x) (v — x).

Sea f : R" — R. El epigrafo de f es el conjunto

E={(xy) eER"xR: f(x) <y} CR"™.

Marcelo Gallardo Burga ( PUCP )
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Definition
g € R" es un subgradiente de f : S C R” — R en x si

fly)>f(x)+g (y—x), Vy€eS.

fl@1) + g1 (v — 21)

f(z)

f(@2) + g (z — x2)

f(z2) + g3 (x — x2)

Figura Sub-gradients.
o &5 = = =T 9ae
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Definition

El subdiferencial de f : RY — R en x, denotado df(x) es el conjunto de subgradientes en

x. Esto es,
of(x) ={y e R?: f(z) > f(x) + (y,z—x), V z € RY}.

Proposicién.

El subdiferencial en un punto interior del dominio de finitud de f es no vacio cuando f es
convexa.
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Prueba.
Esto es solo un sketch:
© Tomamos xg € D° y definimos A= {(x,y) € D° xR : y > f(x)}.
@ Por el Teorema de Hahn-Banach, existe un hiperplano que separa (xo, f(x0)) y A.

© Por el Teorema de Representacién de Riesz-Fréchet: [¢ = c] es de la forma
(u, (x,y)) : R 5 R

@ Suponiendo que ug+1 = 0, esto es,

[p=cl={(xy): (w,x)=c}
se llega a una contradiccién. Se usa que ¢(C), con C convexo abierto no vacio es
un intervalo abierto.
@ De este modo,
[p=c={(xy): (w,x)+y=c}.
@ Concluimos que w € 9f(xo).
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Proposicién.
Sif:X — R es convexa y C!, entonces 9f(x) = {Vf(x)}.

Prueba.

Ciertamente, Vf(x) € 0f(x). Ahora, supongamos que existe otro elemento, digamos
y € Of(x). Por definicién f(x") > f(x)+ (y,x — x), x' € X. Tomamos x’ = x + tz para
ze€ Xy t>0. Entonces,
f(x+ tz) — f(x
=),
Haciendo t — 0,
(V(x),2) = (v, 2).

Pero entonces, (Vf(x) — y,z) > 0. Al ser z arbitrario, tomamos z = —(Vf(x) — y).
Esto nos permite obtener

[IVE(x) =yl <0 = y = VF(x).
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Proposicién.
x™ minimiza f si y solamente si 0 € 9f(x™).
Prueba.
Tenemos:
f(x*) = min f(x)

f(x")<f(y), Vy

f(x*)+07(y —x*), Vy

=
<
=
fly) >
=2

0 € Of (x").
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Lema
Sea f(x) = max{fi(x), f2(x)}, con fi, f» diferenciables. Entonces,

Vh(x), si fi(x) > fa(x)

O (x) = { Vh(x), si f(x) > fi(x)
[Vif(x), Vaf (x)] si fi(x) = fa(x).

fi(z)

fa(z)

Figura Sub-diferencial max{fi, f2}.
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Definition

La funcién prox. La funcién proximidad de una funcién convexa h(-) es, para t > 0

. 1
prox () = argmin, (h(w) + 5[l = x] ) (12)

Si h(x) = A||x||1, t =1
Xi— A, Sixp>A
prox,(x)i = ¢ 0, si x| < A (13)
Xi + )\, sixi < A

En efecto, x| = max{x, —x}. Asi pues, de (12), observando que el problema es
separable, basta tener
0 € of (u}").
Luego, por Moreau-Rockafellar,
Of (uf) = {uj —xi + 20| - |(u])}.

Finalmente, dado que

71, siu <0
ol |(uf)=<[-1,1], siuy=0
1 siu >0
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Figura Sub-diferencial | - |.

Concluimos que
Xi— A, Sixi>A
uf =10, si x| <A
xi+ A, six < —A.
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Ahora bien, en el caso de tener
f(x) = g(x) + h(x) (14)

con g convexa y diferenciable sobre su dominio y h convexa pero eventualmente no
diferenciable, se ejecuta el siguiente algoritmo con la finalidad de minimizar (14):

()

= proxtk’h(x(k_l) — thg(x(k_l))).

i Cual es la intuicién?

2
x® = argmin,, ( th H =1 thg(x(kfl))Hz)
. 1
— argmin, ((u) + £0) + Te0)"(u =)+ 5 llu = x[E)

Lo que minimizamos es h(u) mas la diferencia de u y el clasico gradient-descent.
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SISTA

El nombre SISTA es un algoritmo hibrido entre 2 algoritmos: Sinkhorn (S) y Proximal
Gradient Descent (ISTA). Queda por presentar el Proximal Gradient Descent.
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El algoritmo SISTA - Sinkhorn (S) y Proximal Gradient Descent (ISTA) - consiste en
minimizar (11) en tres etapas:

@ Iterar o, manteniendo 8 y v constantes.
@ lterar ¢, manteniendo (8 y ¢ constantes.

© Descenso de gradiente proximal respecto a S manteniendo ¢ y 1 constantes.
Definition
Funcién prox 7| - |[1.

z—py, siz>py
) si |z| < py
z+py, siz<—py.

(=}

prox,,  11.(2) =

Aca p es el parametro en el gradient-descent.
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Algorithm SISTA.

1 B9, p, v, df, 7,0, @
2:
3: while not converged do

4 Planteamos c =y 1»3;: i

(t+1)
exp(pi ) e expi(w o)

(t+1) _ vj
exp(wj ) = ZN exp( (Jt“) C@(r)>
ij

5: Sea Tré?(t) = exp(go?t“) + w}tﬂ) B( )) Para k=1,...,K

1 A k
/3/(<t+ )= Prox, . 1111 ﬂ/(f) -p Z (7 — ) dy)

1<),i<N

VgF

6: end while
7: return 3
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Convergencia del algoritmo SISTA
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Supuestos:

son l.i. Ademas,
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(16)
(17)

(18)

52 /82



Observacién

Siempre podemos obtener Z

. dij = 0 re-definiendo
con af = %

di = df — af — b}
N dkybk_NZN dk

k
_2'21<pq<Nd
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Prueba.

Sumando:
Z ik Z k K K
d,'j: (d,-j—a,-—bj)
1<ij<N 1<ij<N
N N
_ k L 1 k 1 k
= > di- AR NE:dif—W > dn
1<i,j<N 1<ij<N j=1 1<ij<N i=1 1<p,q,<N

N
AP RS WD I
1<ISN1<<N

1<i,j<N 1<j<N1<i<N
2 1
+ N°—5 E : dpq
1<p,q,<N
z : k z :
1<i,j<N 1<i,j<N
=0.
O
v
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Nuestro objetivo es resolver

inf (1, 8) = G o N, ¥, B) +711Bllx (19)

(¢,%,%)ERN xRN x RK
donde A : RY x RY x R¥ — Mpxn es una lineal definida de la siguiente forma:
(M, 0, B))i = @i+ 9 — ¢, ¥ (i.)
y G una funcién C* y convexa, con regla de correspondencia

G = > (exp(Mg) — #5Ai), ¥ A € M.

1<ij<N

Establecemos en My el producto interno (A, B)f:

<A, B)F = Z aub,_,
i
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Definition
Sean X, Y espacios de Banach normados y f : X — Y. Diremos que f es Fréchet
diferenciable en xo € X si existe una transformacién lineal T : X — Y tal que

i G0+ B) = F(x0) = T(W)Ily _
h—0 ||h||x

En dicho aso, f'(xo) es la derivada de Fréchet en xo.

Si X es un espacio de Hilbert sobre Ry f : X — R, entonces, si la derivada de Fréchet
en x € X existe, es un funcional lineal continuo. Por el Teorema de Riesz Fréchet, existe
u € X tal que f'(x)(h) = (h, u) para todo h € X. Dicho vector u se conoce como el
vector gradiente Vf(x). De este modo,

£/ (x)(h) = (h, VF(x)), ¥ h € X.
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Calculamos ahora VF(x):
dF.(v) : R*"™ S R

y dF«(v) = (VF(x), v). Por otro lado,
dFX(V) = dG/\(X) o d/\X(V)

Ahora bien,
VF(x)" = df] = ATVG(x) = AT [ — 7];.
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Respecto a la Hessiana, H(F(x)) = J(VF(x))". Primero,

H(G()) = diag(exp(}))-

En efecto,
Fﬁfl} V(e ) .
a6 N .
H(G(\)) = 8.>‘12 _ V(e 12.— T12) _ ez
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Aplicando la regla de la cadena:
J(VF(x)) = d(VF)x
=d(A o VG),
= d(A" (exp(A(x)) — 7))
= ATd(exp(A(x)))
= A" diag(exp(A(x)))A.
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Lema

Bajo los supuestos, A es inyectiva de
a MNxN.

E= {(‘P7'¢’,B) € RY x RY « RX - 01 =0} ~ R2N-1+K
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Prueba.

Sea (p, %, B) € E, perteneciendo al nicleo de A, entonces V i,j: i + ¢; = Zle Bkd,-jS
Luego, por los supuestos

DRI
£

J:1

Mz

Z{‘P' + i}

1

o
I

[
Mx

»
||
-

Esto es, Ny; + ZN:1 1; = 0, para todo i. En particular, para i =1, ZJN:1 ;= 0. Asi,
¢ = 0. Pero entonces, ¢ = 0 también. Con lo cual, Zle Bkd* = 0. Por la
independencia lineal de {d*}£_,, 8 =0. Asi, {Ogn,Ogn, 0z« } = Ker(A). O
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Lema
Para x,y € E se cumple existen « = a(M) y v = v(M), con
max{[[AC)|[oe, [[A(Y)lloc} < M,
tales que
F(x) 2 F(y) + VF(y)(x = y) + 3 |Ix = v}
IVE(x) = VE(y)ll2 < aflx = yll2.
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Proponemos v = e Mg in donde omin es el menor autovalor de la matriz simétrica ATA.
Por el Teorema de Taylor, existe ¢ € [x, y] tal que

F(y) = F(x) + VF(x)"(y —x) + %(y = x)"H(F(e))(y = x)-
Luego, ¢ = Ox + (1 — 8y), 6 € [0,1]. Analicemos (y — x)T H(F(c))(y — x):
(v = x)TH(F(e))(y —x) = (v —x) A diag(exp(A(6x + (1 — 6y)))A(y —x)"
=, (v —x) A" diag(exp(6A(x) + (1 = O)A(¥)))A(y — x)

~—
linealidad de A

> (y — x) "\ diag(exp(—M))A(y — x)

> e Mominlly — x]I3.

La altima desigualdad se explica a continuacion.
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Hnl\m{ n" An }— mln {n (UDUT)n}

= H|n {(UTn) DU N)}

= min {(U'n)"DWUn)}

[UTn||=1

= ‘mHm {z" Dz}
| —

= min z,-2D,-,-

[lz]|=1 =
i

Hm\fnlzz‘ '
> mjn{)\;}Zz,- .

—_———
=1
Asi, )
W(y X)T(NTA)(y — x) > m'_in A
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Con respecto a la segunda desigualdad: ||[VF(x) = VF(y)||2 < af|x — y||2, esto es
consecuencia de que

llg(x) =gl < sup llg"(2)Il - [Ix — ¥l

ze(x,y.

sup [lg'(2)ll = sup [[H(VF(2))ll

z€(x,y) zEe(x,y)

sup |[H(z)]]

z€(x,y)

sup [|A"diag(exp(A(2)))All
z€(xy)

e[|ATAl
e"|INTI] - [A]].

VANVAN
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Proposicion

Bajo los supuestos:

Q ® es coerciva en R?V=1K i e los conjuntos {x € RZV=1K : f(x) < ¢} son
acotados (compactos de hecho por la continuidad).

@ El problema (19) admite una Gnica solucién x* = (¢*, v, 87).
© El 6ptimo x* viene caracterizado por

VoF(x") =0, V4F(x") =0, —VgF(x") € 9| - [[1(8"). (20)

Lema

Toda funcién coerciva f : X C R” — R, definida en un cerrado, que es continua, posee
un minimo.
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Sketch de la prueba de la convergencia
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El Teorema en cuestion es:
Theorem

Supongamos que tenemos 15, 15 17 y 18. Entonces, la sucesién x'9) = (o8, (8 5(®))
generada por el algoritmo SISTA converge a la solucién del problema de optimizacién,
min(, 4 g)ek P(@, ¥, B), cuando t — oo (para un p suficientemente chico que sera dado),
con ©(0),4(0) € RY y B© un guess. Mas aiin, existe § > 0 tal que

o(x?) — o(x")

O _ (x*
o(%) - o(x') < XX

(21)

v
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Teniamos

(t+1)y i
exp(p; ') = " “(:) 50
P ex"(wj —< )
(e+1)y Vi
exp(¥; = .
( J ) ZJ-N:1 exp((Pl(.H»l)_ciﬁa(f))

(t+1) _ () A BN (k)
B = prox, 1 | B0 —p D (Ry - )d;
1<j,i<N

VgF

Esto es lo mismo que minimizar respecto a

1
1Bl + 5118 = (8 = Vs F (™, 0D, 5O))I3. (22)
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Sketch de la prueba:
© Definimos C = d(x¥) = (@, 9@ ). Luego, como

(e, 8) > Y AN, 0, B)] — 2N In 2+ 4|18y (23)

1<ij<N

tendremos
C+2N2%In2

Y
@ Proponemos § € C*°(R, R), funcién no decreciente tal que

(e, 4,8) < C = |IBlls <

t, sit<A
0(t) =q0(t) >t, sitelA?24]
2A, sit>2A.
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Definamos F = § o F. VF continua siendo Lipschitziana pues 6 lo es (globalmente).
Luego,

F(x) < Fy) + VW) (x =) + 5 lIx = vli3.
En efecto, si consideramos ¢(t) = F(y + t(x — y))
FO0 = FO0) = (VEW)x =) = [ (VF(y+ tx = y))ox = )t = (TF().x =)
= [ (VE + e =) = V). - e

< /0 IVE(y + t(x = y)) = VE()llal[x — yll2dt

1
S/cMh—yﬁm
0

« 2
= §||X—Y||2‘
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Finalmente,

@ Se prueba que, para p € (0, ']:

C > o, 9, g1) > () ) gy,

C > oY ) gty
Q o) es decreciente y ® € [-2N?In2, C].
0 o) — " = d(p*,¥", B%).
Q Se establece que A;1 — At > ¥[|x — xe—1|[3, V t > 1, con A = D(x;) — P(x*).

@ Definiendo 6 = como At < Ar—1 — 3|xt — xt_1||§

V22
202p241"
Ae1

< .
A< 1+6

(24)
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Conclusiones del estudio

El algoritmo permite obtener 3 y se concluye que las variables mas importantes son: el
idioma, la relacién colonial, la distancia geografica, una dummy del estado de los servicios
publicos, la interaccion entre la superficie geografica de los paises, y la esperanza de vida
de las mujeres (la interaccién de las variables segiin el criterio origen-destino).
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Logit

Un agente de decisién n debe elegir entre {1, ..., J} opciones que le generan una utilidad
Unj = Vij+€nj, Yj=1,...,J. El término V;; es conocido, mientras que €,; €s un
término estocastico. El supuesto cada elemento de la {e,;}; es independiente y se
distribuye segiin una Extreme Value de tipo 1:

Flen) = e "
flen) =e e "

Luego, siguiendo a [McFadden, 1974] y [Echenique and Chambers, 2016] la probabilidad
de que el agente n escoja la alternativa i es

P(Vai +eni > Vij + €0, ¥V j#0).

Esto es,
P(&‘nj < V,i — an + €ni, VJ 7'é I)
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Usando la independencia,

—(Eni+Vpi—=Vnj)

]Pni|5ni = P(snj < Vi — nj + Eni, V_/ # i|5ni) = He—e

J#i
Asi,
_ e (EniTVni=Vy)) e, _ecni
Pni:/ He ¢ e €me ¢ deni-
R\ J#i
Como e,e—fni _ efe_(snr'+vni_vni)

_ o (EnitVii— Vi) e
Pn; :/ He € e E'"dEn,‘.
B
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_e_(Enf+Vni_V

nj) . e
Luego, []; e V' = exp {_ > e—(Vn,—vnj+am)}

]P’n,-:/exp —exp(e,,,-)Ze_(V”"_v"') e “"dep.
R

j

Seat=—e ", dt = e “"ide,. Asi,

0
IP,,,-:/ exp tE e~ Wni=Vi) | g,
oo r

De ahi la situacién es directa:

0

exp (t > e_(V""‘V"f))

ni = ZJ_!:I ev,,jfvn,-
1

S e

Vi

e

Zf:l eV’
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Marriage market y estimacion de beneficios y
productividad laboral
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Ahora se considera el siguiente problema de maximizacién

max Ty P (X, .
| St}

Ahora ®(x, y) es una funcién de beneficios. Esta funcion ® depende de la informacién
almacenada en x,y € RE. Nuevamente nos situamos en el caso finito. Ahora bien, el
problema de transporte éptimo puede ser interpretado como un problema de eleccion
discreta en el contexto del Marriage Market:

Utilidad del hombre : U(x,y) + gsm(y)

Utilidad de la mujer : V(x,y) + %nw(x).
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Esta situacién:
Q Conlleva a

@ El problema de origen de un problema de regularizacién entrépica.
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Beneficios laborales y productividad

Se define el salario w(x, y) del trabajador de tipo x en la firma y. El trabajador no valora
Gnicamente su salario, pero también unas comodidades adicionales que se descomponen
en a(x,y), un componente sistematico y €(y) un componente estocastico.
Concretamente, el trabajador valora

a(x,y) + w(x,y) + o1e(y).
Por el lado de la firma,
’Y(Xa }/) - W(X’ y) + 0-277()()7

donde 7 es una medida de productividad. Analogo al caso del mercado matrimonial, se
tiene el siguiente resultado:

m(y[x) = exp <a(X’Y) + w(x,y) — u(x))

(xly) = exp <’Y(X:)’) - Wz;y) - V(y)> 7
donde 2
=i [ o (A WD)
v(y) = o21n /Xexp <7(Xl’y) ;W(X/’y)) dx’.
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