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Prefacio

El objetivo del presente documento es presentar algunas de las aplicaciones de
la teoria del transporte 6ptimo en economia y finanzas, con énfasis en los métodos
computacionales. En los tultimos anos, esta teoria ha sido utilizada en- numerosas
investigaciones en areas como matching theory, teoria financiera yeconometria
(Glasserman and Yang, 2015; Galichon, 2016; Victor Chernozhukov and Galichon,
2022; Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph Root, +2024). En este
trabajo, presentamos problemas de emparejamiento y la estimacion de estructuras
de costos o beneficios en situaciones especificas. Ademas, abordamos el problema
del acotamiento del Credit Value Adjustment y de medidas de riesgo, una aplicacion
relevante en finanzas. Para establecer el contexto de estudio, introducimos las
herramientas matematicas esenciales de la teoria del transporte 6ptimo en un anexo.

Iniciamos este documento presentando el problema de Kantorovich como base
fundamental para los capitulos posteriores. Luego, nos enfocamos en el problema de
la regularizacién entrépica para el caso discreto. Enseguida, en linea con el problema
de regularizacién entrépica, introducimos el novedoso algoritmo SISTA (Dupuy et al.,
2021) y sus aplicaciones. Continuamos con los problemas de emparejamiento en el
mercado laboral (Dupuy and Galichon, 2022) y matrimonial (Dupuy and Galichon,
2014). Pasamos luego a una aplicacién reciente presentada en Federico Echenique,
Fedor Sandomirskiy and Joseph Root (2024), la cual involucra la nocién de estabilidad
del matching. Finalmente, en los capitulos finales, nos enfocamos en las aplicaciones
en finanzas: el problema del acotamiento del Credit Value Adjustment siguiendo a
Glasserman and Yang (2015) y la regularizacién entrépica en problemas financieros,
relacionados con medidas de riesgo dependientes de dos factores de riesgo (Memartoluie,
2017) y el riesgo de modelo (Glasserman and Xu, 2014).

Dado que los temas abordados en este trabajo pertenecen al estado del arte, nos
enfocamos en desarrollar los conceptos tedricos y sus implicaciones en lugar de incluir
ejercicios. Las demostraciones que se dejan para el lector u omiten son aquellas que, o
bien son altamente técnicas y extensas, o bien no son constructivas ni especialmente
didacticas.

En el anexo incluimos resultados fundamentales de andlisis convexo, analisis

funcional y teoria de la medida, buscando que el documento sea lo més auto-suficiente



posible. Sin embargo, es importante destacar que se requiere un conocimiento previo
en analisis real, dlgebra lineal y optimizacién en espacios vectoriales de dimensién
finita, con la finalidad de comprender adecuadamente el material. Recomendamos a
los lectores fortalecer estos conceptos con, por ejemplo, Abbott (2015), Axler (2014),
Billingsley (1995) y Aliprantis and Border (2006).

Este documento esta dirigido a estudiantes de matemaéticas con interés en la
investigacion en teoria microeconémica, o de economia y finanzas con un sélido
conocimiento de anélisis real.

Presentamos desarrollos recientes en la teoria del transporte éptimo y referencias a
articulos clave, con el objetivo de que estudiantes interesados puedan replicar proyectos
basados en este material. La importancia de esta metodologia radica en su creciente
aplicacion en economia y teoria econémica, con trabajos pioneros de economistas como
por ejemplo Alfred Galichon, Arnaud Dupuy, Bernard Salanié, Federico Echenique y
Fedor Sandomirskiy. En particular, la teoria del transporte 6ptimo ha sido utilizada en
el diseno de modelos de emparejamiento, la inferencia estructural en econometria y el
analisis de precios de activos en mercados financieros.

La contribucion de este documento no es presentar en si nuevos resultados, si no
presentar de manera méas accesible resultados ya existentes en la literatura que son

estado del arte. Algunas demostraciones si son propias u adaptadas de la fuente original.
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y
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Capitulo 1

Introduccion a la teoria del

transporte 6ptimo

Dedicamos este primer capitulo a un breve resumen de la teoria de transporte
6ptimo. Para abordar esta seccién, es altamente recomendable consultar el Anexo de
este documento. En efecto, es necesario dominar las definiciones bésicas de Analisis
Real, Topologia y Teoria de la Medida.

La teoria del transporte éptimo nace como un problema de redistribucién de masa.
Suponga que tenemos dos espacios de medida' (X, u) y (), v). El primer espacio de
medida indica la distribucién inicial de una cierta masa, mientras que el segundo espacio
dicta la distribucion final que debe seguir. A su vez, transportar masa de un punto
x € X aun punto y € ) viene con un costo ¢(x,y). Por motivos obvios, llamamos a
c: Xx)Y — RU{+oo} la funcion costo. Légicamente, queremos minimizar el costo total
del proceso de redistribucion. ;Por qué este problema es de interés y tan importante?
Dejando de lado que el resto de este trabajo se dedica a presentar aplicaciones en
economia y finanzas, brindamos dos aplicaciones bastante intuitivas: una en el caso en
el cual la masa es continua y otra en el caso en el cual la masa es discreta. En ambos
casos considere que la funcién costo es proporcional a la distancia, como usualmente

ocurre con los costos de transporte.

1. El problema de redistribuciéon de tierra, originalmente estudiado por Monge en

!Dejaremos siempre el o-algebra implicito. En el caso de espacios métricos consideraremos el o-

algebra de Borel.



Capitulo 1. Introduccién a la teoria del transporte éptimo 2

el siglo XVIII y considerado el primer problema de trasporte 6ptimo, consiste en
la siguiente situacién. Se tiene una pila de tierra con una forma dada X C R? y,
en otra locacion, un hueco en el suelo del mismo volumen que ocupa el-espacio
Y C R3. Monge se pregunta por la mejor manera de transportar la pila de tierra
y asi, llenar el hueco. La tierra estd uniformemente distribuida antes y después
del transporte?. Capturamos esta informacién con las medidas s = Uniforme(X)

y v = Uniforme(}).

Figura 1.1 El problema original de Monge.

2. El problema de reasignacién de soldados. Consideremos las posiciones (ciudades)
X = {x1, 29,23, ..., Ty }, cadauna con una cierta cantidad de soldados, pi1, ..., tm
respectivamente. Supongamos que deseamos transportarlos a las ciudades Y =
{v1, Y2, Y3, Ya, ---, Y}, de forma que en las ciudades de Y cuenten con vy, ..., 1,
soldados, respectivamente. Ciertamente la cantidad de soldados en las ciudades
de X debe coincidir , con la cantidad de soldados que se necesitan en las ciudades
de Y. Estoes, Y0 p1; = Z?:1 vj. Podemos también definir una matriz de costos
que representa el costo de enviar un soldado de x; a y; (justamente esta es la

funcién de costos implicita del problema):

2La densidad de tierra es igual en todos lados en la pila y en el hueco una vez que lo llenamos.
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(xa y) U1 Yo T Yn

Ty Ci1 | C12 | = Cin

T2 Co1 | C22

:L‘m Cmn

Un «plan de transporte», en este contexto, es una matriz cuyas entradas

representan la cantidad de soldados asignados para ir de x; a y; (entrada i,j):

(Ty) | v | v2 |-+ | Y
x 11 | T12 | = |"Tin
Hop) To1 | T22
T, Tmn

Luego de normalizar por la masa de individuos total M = " u;, el problema

de minimizacién que compete a las autoridades planificadores es
m n
min E E CiiT5 ¢
7T€M7n><n(R+) . .
=1 j=1

sujeto a que la cantidad adecuada de soldados sea transportada y = € [0, 1].

Concretamente
m n
min g E CiiTi4
w520 4 - R
=1 j=1

S.a Z’ﬂ'ij = MZ/M, V1

J=1

Zﬂ'i]‘ = l/j/M, VJ
=1
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x 1,41 =yl. n
T, [ Ya 12
T3 13 Y3 vs

mm.:um E—— ym.ym

Figura 1.2 Ejemplo de plan de transporte para el problema de distribucion de tropas.
Una flecha verde representa que se manda algin soldado desde esa locacién a la ciudad

indicada.
Note que, dado que 7;; representa un nimero de personas, deberfamos considerar

que m € Z'. Este es el mismo problema que surge en el problema de maximizacion
de la utilidad, en el cual se asumen bienes infinitamente divisibles. Afortunadamente,
resulta que dada la estructura del problema en el caso discreto, 7 € M,,xn(Zy). No
obstante, esto no es el caso por lo general para las extensiones, como la regularizacién
cuadratica.

En general, la redistribucién puede no ser tan sencilla como una asignacion
determinista T : X' — ). Si bien este enfoque podria ser adecuado en el problema de
Monge, donde cada particula de tierra es trasladada a un punto especifico del destino,
no es aplicable en nuestro segundo ejemplo: los soldados de un mismo campamento
pueden ser enviados a distintas ubicaciones.

Por lo tanto, es necesario recurrir a una formulacién mas general, basada en
distribuciones de probabilidad. Denotamos por P(S) el conjunto de todas las medidas

de probabilidad sobre un espacio medible S.

Definicién 1.0.1. Sean X,) espacios medibles y u € P(X),v € P(Y) medidas de
probabilidad. Decimos que m € P(X x )) es un acoplamiento de u y v cuando

T(AXY)=pu(A) N n(X x B) =v(B)

para cada A C X, B C )Y medibles. En este caso, decimos también que 7 es un

transport plan entre 1 y v, o que tiene como marginales a 4t en X y a v en ). Desde
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ahora, denotamos el conjunto de acoplamientos por
(p,v) :={m € P(X x)) : 7 es acoplamiento de p, v} .

Trabajaremos con espacios de probabilidad para normalizar las masas, de modo que
u(X) = v(Y) = 1. Por otro lado, pensamos en (A x B) como la cantidad de masa
transportada de A C X hasta B C ). La idea de usar acoplamientos para caracterizar

una redistribucién de masa se justifica por las siguientes dos intuiciones:

1. Para cada A C X, el total de masa transportada desde A hacia ) es la cantidad

de masa que se encontraba en A inicialmente. O sea (A X Y) = u(A).

2. Para cada B C ), el total de masa transportada desde X hasta B es el total de

masa que se encuentra en B luego de la redistribucién. Esto es (X x B) = v(B).

Observacién. El conjunto de acoplamientos II(z,1) siempre es no vacio, pues la
medida producto g X v tiene marginales u,v. Por otro lado, el lector puede verificar

con facilidad la convexidad de este conjunto.

Teorema 1.0.2. Sean X, ) espacios polacos y sean u € P(X),v € P(Y)y S =X x ).

Entonces II(u, ) es compacto en P(S) respecto a la topologia inducida por la métrica
dp(p,v) =mf{e>0: VA€ Bs: u(A) <v(A®) +e, v(A) < u(A°) +¢}

donde
A ={zeS: dz,A) <¢e}

y A denota los borelianos sobre S.

La compacidad es un resultado mas complicado de demostrar que nos desviaria
del propdsito de este documento, invitamos al lector interesado revisar la prueba en

Ambrosio etal. (2021).

Lema 1.0.3. Sea f : X x Y — R tal que f(z,y) = g(z) (solo depende de z € X') para
todo (x,y) € X x ). Entonces, para todo 7 € II(u, v) tenemos

f(x,y)dﬂzfg(:v)du-
XXY X
Anélogamente, cuando f solamente depende de y € ) se integra sobre (),v) y se

obtiene el resultado analogo.
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Definicién 1.0.4. Sean X,) espacios medibles, p € P(X), v € P(Y) medidas de
probabilidad y ¢ : X x ) — R U {400} una funcién costo. Para cada transport plan
7w € I(p,v) podemos definir el costo total de transporte por el valor esperado de la

funcion costo sobre la medida 7

E.[c] := / c(x,y)dr.
XxY
El problema de Kantorovich es encontrar 7* tal que

Eq[c] = inf E[d].

mell(p,v)

Diremos en este caso que 7 € II(u,r) es un transport plan.éptimo.

Observacion. En el caso de conjuntos X, ) finitos, digamos con |X| = N y |V| = M,
las medidas de probabilidad p € P(X) y v € P()) estan tnicamente determinadas
por sus valores en cada punto x € X oy € Y. Asi, podemos identificarlas con vectores
= (ptr)eexr € RN y v = (v,)yey € RM con entradas no-negativas sumando 1. Como
|X x Y| = N x M, por el mismo argumento, una medida de probabilidad = € P(X x )))
puede ser vista como una matriz m = ()@ y)crxy € Myxu(R) con entradas no-
negativas y tales que sus columnas y filas sumen 1 (doblemente estocdsticas). Mds atn,

el conjunto de acoplamientos se puede caracterizar por:

H(,u,z/):{wz Tay > 0, way:ux, VeedX A Zmy:uy, Vyey}. (1.1)

yey x€X
En el caso discreto, el problema de Kantorovich se vuelve un problema de

programacion lineal:

inf vay Ty C(T,Y)

s.a Zyey Tay = Mgy VT EX

P : (1.2)

erxﬂmy:’/yvyey

Ty = 0.

Dado que

H([IJ,I/) = {’ny €R+: Zﬂ_:c,y::ux A Zﬂxyzljy}

yey zeX

es un conjunto compacto en RYM |y la funcién objetivo es continua, podemos asegurar
una soluciéon al problema Pp. Usualmente, para resolver Py, se emplean técnicas de

programacion lineal.
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Observacion. Note que se verifica la convexidad del conjunto de acoplamientos
6ptimos gracias a la linealidad del funcional 7 € P(X x V) — E.(c) € [—00, 4+ o0]. Sin
embargo, no podemos asegurar que dicho conjunto es no vacio sin imponer-alguna
condicién sobre la funciéon costo. El siguiente teorema garantiza su no vacuidad
para una familia grande de funciones costo. La definicién de funcién semicontinua

superior/inferior, que se usa en el siguiente teorema, se encuentran en el anexo.

Teorema 1.0.5. Sean (X, ) y (V,v) espacios de probabilidad polacos, y sean
a:X >RU{-c0}yb:Y — RU{—00} funciones semicontinuas superiores, ademas
de ser p-integrable y v-integrable, respectivamente. Sea ¢ : X' X Y — R U {400} una
funcién de costo semicontinua inferior que satisface la desigualdad c(x,y) > a(x)+b(y)
para todo (z,y) € X x ). Entonces, existe un plan de transporte éptimo 7 € II(u, v)

que minimiza el costo de transporte.
Demostracion. Ver el teorema 4.1 en Villani (2009). O

Observacion. La cota inferior para ¢ nos permite asegurar, gracias al lema 1.0.3 que

todo plan de trasporte m € II(p,v) nos da un costo total E;[c] € RU {+00}:

E:[c] = /Xxy c(z,y)dmr
> /Xxy (a(z) + b(y))dr

:/Xa(x)der/yb(y)dy

> —0Q.

Sin embargo, atin puede ocurrir que el costo de transporte 6ptimo sea +o0o. Es decir, que
cada transport plan nos de costo infinito. Para descartar esta posibilidad, podriamos
acotar superiormente ¢ de la misma manera. Otra manera de garantizar que el valor
optimo en el problema de Kantorovich sea finito es imponer ciertas condiciones en
los marginales 'y v. Cuando X = )Y = R? en muchos casos resulta ttil para
nuestros propodsitos imponer condiciones de cuadrado-integrabilidad. Esto es, imponer

que [pa l|z]|*dp < 400 y/o [eallyl|Pdy < oco.

Definicién 1.0.6. Definimos el espacio P»(RY) como el conjunto de las medidas de

probabilidad cuadrado-integrables en R?. Esto es:

Po(RY) = {u € P(R) : E,[||2]]*] < +oo} .
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El siguiente resultado nos sera 1til en los capitulos dedicados a las aplicaciones en
finanzas. Presentamos una version bastante reducida del Teorema de Brenier, adaptado
de Ambrosio et al. (2021). Este teorema concierne al problema de Kantorevich en
el espacio euclideano, considerando un costo cuadratico. Para consultar el enunciado
completo, asi como la prueba, ver el teorema 5.2 de dicho libro. A continuacion,

denotamos por £ a la medida de Lebesgue sobre R,

Teorema 1.0.7. Sean X = Y = R la funcién costo c¢(z,y) = 3|z —y|> y v € Po(R?)
tal que p < L. Entonces existe un tnico transport plan que minimiza el costo de

transporte 7 € I (u, v).

Observacion. En el teorema anterior, la existencia de un transport plan éptimo se
deduce del teorema 1.0.5 tomando en cuenta que ¢(z,y) > 0. Ademds, dicho plan
6ptimo da un costo total finito, pues c(z,y). = 5|z — y|* < [z|* + [y|* y pv son

cuadrado-integrables. La novedad estd en la unicidad de esta solucién.

En ciertos contextos, no tenemos control directo sobre el plan de transporte 7, por
lo que nos interesa conocer el costo total E.[c] en el peor de los casos (el infimo).
En otros escenarios, la funciéon ¢ representa una utilidad, en cuyo caso el objetivo es
maximizarla. Ambos problemas pueden reformularse de manera equivalente.

Por ejemplo, si ¢ corresponde a una utilidad, denotada por ®, el problema consiste
en encontrar

sup E.[P],
mell(p,v)

asi como, en caso de existir, un plan éptimo 7* que alcance dicho supremo.
A continuacion, presentamos un resultado analogo al teorema 1.0.5, estableciendo

condiciones bajo las cuales el conjunto de planes éptimos no es vacio.

Teorema 1.0.8. Sean (X, pu),(),v) espacios de probabilidad polacos, y a,b dos
funciones semicontinuas inferior, a : X — RU{+o00} p-integrabley b: Y — RU{+o0}
v-integrable. Sea ¢: X x Y — R U {—o00} una funcién costo semicontinua superior tal
que c(z,y) < a(z) + b(x) para todo x € X',y € ). Entonces existe un plan 7 € II(u,v)

que maximiza el costo de transporte.

Demostracion. Considere C' = —c,A = —a,B = —b y aplique el teorema 1.0.5 para
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obtener un 7 € II(u,v) tal que

E:[C]= ff E.[C]

m€ll(p,v)
—E:lc] = inf —E;[¢]=— sup E;[d].
mell(p,v) well(p,v)
Finalmente, multiplicando por —1 se obtiene el resultado. O

Iniciamos nuestra discusién presentando el problema de transporte de masas, un
enfoque deterministico que dio origen a la teoria del transporte 6ptimo. No obstante,
el problema de Kantorovich admite también una interpretacién probabilistica, como

veremos a continuacion.

Lema 1.0.9. Considere un espacio de probabilidad (£2,P) y dos variables aleatorias
X:Q—=XyY:Q— Y con distribuciones de probabilidad u € P(X) y v € P(Y),
respectivamente. Considere el par (X,Y) : Q@ — A x ) como un vector aleatorio.

Entonces:

1. El par (X,Y) sigue una distribucién 7 € II(u,v), es decir, su distribucién

conjunta tiene marginales u y v.
2. X y Y son independientes si y solo si m = p X v.

Demostracion. Para todo A C X y B C Y medibles, se tiene que:
T(AXxY)=P{(X,Y) e Ax Y} =P{X € A} = u(A),

7(X x B)=P{(X,Y) € X x B} = P{Y € B} = v(B).

Esto prueba la primera afirmacion.
Por definicion, Xy Y son independientes si y solo si, para todo A C X'y B C Y

medibles, se cumple que:
T(Ax B) =P{(X,Y) € Ax B} =P{X € A}P{Y € B} = u(A)v(B).
Es decir, si y solo si 7 es la medida producto p x v. Esto concluye la demostracion. [

Las variables aleatorias X y Y representan factores con distribuciones individuales
conocidas, pero con una distribuciéon conjunta 7 € II(u,v) desconocida. En otras

palabras, no conocemos su grado de dependencia ni su estructura de correlacion
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exacta. Para realizar calculos con estas variables, consideramos la variable aleatoria
¢(X)Y): Q= R, donde ¢: X x Y — R es una funcién medible. Nos interesa su valor

esperado:

Belc(X.V)) = |

g o(X,Y)dP = / c(x,y)dr = E.[c].

XxY
Mas especificamente, la teoria del transporte éptimo proporciona herramientas para

acotar este resultado, es decir, encontrar:

inf E.[¢] o sup E.[c],
well(p,v) rell(p,v)

segun el contexto del problema. Pensar en el problema de Kantorovich bajo esta
interpretacion sera ttil en los capitulos 6 y 7, donde exploramos aplicaciones en
finanzas. En particular, las variables aleatorias X yY representaran factores de
riesgo con distribuciones marginales conocidas, pero distribucion conjunta desconocida.
Nuestro objetivo serd establecer cotas para métricas financieras ampliamente utilizadas
que dependen simultaneamente de estos factores.

Con esto concluimos nuestra breve presentacion de la teoria del transporte 6ptimo.
Como se menciond previamente, no es nuestro objetivo desarrollar en detalle la teoria
del transporte 6ptimo, sino, més bien, enfocarnos en sus aplicaciones en economia y
finanzas. Comenzamos con aplicaciones en economia, especificamente con una versién
modificada del problema de transporte 6ptimo conocida como reqularizacion entrdpica.
Esta formulacion, bajo ciertos supuestos, puede abordarse mediante herramientas de

optimizacién estatica y convexa clasica, lo que facilita su interpretacion y andlisis.



Capitulo 2
Regularizacion entropica

En este capitulo vamos a considerar por lo general conjuntos finitos X', ), donde

|X| = |Y| = N' y establecemos las medidas de probabilidad sobre X y Y
respectivamente
M:ZMJJ(SLL‘ y V:ZVy(Sy. (2.1)
reX yey

En (2.1), 6, denota el Delta de Dirac, d,: © — R, con regla de correspondencia

1, sif=a

0, caso contrario.

En este caso, el conjunto de-acoplamientos viene dado por (1.1).

El problema clasico consiste en resolver
min g Cay Ty, (2.3)

donde ¢,y = c(z,y).

Para resolver el problema (2.3), generalmente se requieren métodos numéricos. Por
ejemplo, el algoritmo de subastas de Bertsekas tiene una complejidad algoritmica de
O(N?) (Merigot and Thibert, 2020). Ademés, es sabido que la solucién se encuentra
en un vértice de II(p, v) (Tardella, 2010). Por lo tanto, no es viable asumir soluciones

interiores ni emplear métodos de busqueda disenados para tales casos.

!Estamos asumiendo que tienen la misma cardinalidad por simplicidad. De manera més general,

podemos suponer |X| =Ny |Y| = M.

11
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Una situacién que puede surgir en esta formulacion es que el plan de transporte
sea concentrado; es decir, existen subconjuntos I = {iy,... i}y J = {j1,...,Jx} tales
que 7., estd concentrada en I x J (es decir, 7, = 0 para todo (x,y) ¢ I x-J). Esta
concentracion puede presentar desventajas desde una perspectiva practica y teorica

(Peyré and Cuturi, 2019).

2.1. El problema de regularizacién entrépica

Con el objetivo de encontrar soluciones mas dispersas, se han introducido métodos
de regularizacién, tanto cuadratica (Nutz, 2024a) como entrépica. A continuacion,

estudiaremos este ultimo en detalle.

Definicién 2.1.1. Definimos la funcién de entropia (relativa) H () de la siguiente

H(m) = =Y h(my) (2.4)

con
r(In(r) —1), sir>0

h(r) =10, sir=0

400, sir <O0.

Grafica de f(x) = x(In(x)-1)

12 4

10 A

Figura 2.1 h(z) = z(lnx — 1)
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Observacion. Esta definicién (2.4) difiere de la entropia usual de Shannon:
=Y vy In(py).
1]
—H (m) se puede expresar como

L= oy In(myy) Z/ Intdt > 0 (2.5)
z,Y

Observaciéon. La entropia es un concepto vinculado al desorden, a la incertidumbre
de la informacién. En concreto, dado un proceso con posibles resultados {ay, ...,ay} y
probabilidades de ocurrencia {py,...,pn}, la entropia se maxima cuando p; = 1/N, o

sea, cuando los eventos son equiprobables. En efecto, al resolver
. N
max —» . ;pi(Inp,—1)
s.a. Zf\il pi =1

por el método de los multiplicadores de Lagrange (dada la concavidad de la funcién

objetivo y que solo hay un restriccién lineal, es condicién suficiente),

N N
i=1 =1

0L 1
8]01» N ’

De este modo, mientras menos concentracion de la probabilidad de los estados, la

:—lnpi—)\:OVi:>pi:pj: Vi, .

entropia serd mayor. Esto permitird entonces obtener soluciones menos concentradas.

Definicién 2.1.2. El problema de regularizacion entrépica corresponde al siguiente

problema de optimizacion:

min Zmyc x,y) —eH(m), (2.6)

mell(p,v
con € > 0.

Algunos comentarios:
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= Ahora, se busca minimizar el costo sumado con

1-— g Ty 1N Ty
T,y

Es decir, se busca un transport plan que simultdneamente maximice la entropia

y minimice el costo de transporte.

» La funcién objetivo es continua sobre II(u, ), que es compacto y. no vacio. Por

lo tanto, se escribe min y no inf.

= El problema de regularizacién es convexo. Esto se establece en el siguiente lema.
Lema 2.1.3. La funcién —H : m € (Ry)V*N — 37 h(7m,) es estrictamente convexa,

Demostracién. Como m,, > 0, h"(t) = 7 > 0. Luego, la matriz Hessiana es

TNN

la cual es definida positiva. O

Ejemplo 2.1.4. A continuacion presentamos la grafica de una funcién estrictamente
convexa a modo ilustrativo. En la figura 2.2 se aprecia que f posee un tnico minimo

global.

Function: f(x, y) = x"2 + y"2 + exp(x™2 +y™2) + x+y

® Minimum

3000
2500 _
2000 >
1500 X
=
1000

Figura 2.2 Funcién estrictamente convexa: f(z,y) = 2% + y* + e 44 Y..
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Teorema 2.1.5. El problema P. tiene una tunica solucién 7* € II(u,v) vy, si

min{min, y,, min, v,} > 0, entonces 7, >0,Vr € X,y € V.

Demostracion. Aseguramos directamente la existencia de la solucién por la continuidad
sobre el compacto II(u, ). Veamos entonces que m,, > 0. Supongamos que no sea el

caso, es decir, que
Z={(w.y) 7y = 0} £0.
Tomemos”
FVel(ur): A'=0-071" +0(uxv), ¥YOc(01).
Usando la convexidad de h : v — rln(r) — r, se obtiene:

h(vr,) < (1= 0)h(my,) + Oh(pery) < h(m;,) i+ 0(0) .27
szyy pavy(In pe+Inv,—1)

Entonces, dado (z,y) € Z y
C= min{mg:in L m;’n vy} >0,
se tiene la siguiente situacion:
h(78,) = h(Opavy) = Opgry(In 6 + In v, — 1) < COInG + O(6). (2.8)
Sumando adecuadamente (2.7) y(2.8), obtenemos:

> h(ve,) <> h(mh,) +nCOIn6 + O(9),

z,y z,y
- S . /

g

“H() —H(r*)

donde |Z| = n. Luego, como 1 — 0 < 1, se tiene que:

0 *
E VayCay < E Ty Cay + 0 E CaylbzVy-
"E7y m7y x’y

Aprovechando la linealidad de la estructura de costos y la optimalidad de 7*, se sigue

que:
Z ToyCay — €H(T7) < Z ngcwy —cH(®")
Y Y

<> 7 Cay — eH(mh,) + O(0) + nCHIno.
Y

2Recordemos que la medida producto es pu x v = ELU HaVyOgp y-
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Por lo tanto,

0<46 cte +nClnf |, V6e(0,1).
<~ —~
Zz,y(cxyﬂwyy+h(ﬂxVy)) <0

Esto solo es posible para cualquier configuracion si n = 0, lo que implica.que 7, > 0
(es decir, Z = 0).

Finalmente, esto asegura la unicidad de la solucién por el lema 2.1.3. En efecto,
supongamos que existen dos soluciones 7* y 7**, y consideremos la combinacién

convexa:

T =0 + (1 — 0)r™.
= 7 satisface las restricciones del problema.

s Por la convexidad estricta:

Y (wele,y) —eH(x™) <6 (m,clz,y)) — eH(x")

w?y x y
+(1=0)) (mhe(w,y)) —eH(x™)
x7y
= min(P,),
lo cual es una contradiccion. Esto concluye la prueba. O

Teorema 2.1.6. La tnica soluciéon 7. a P. converge a la soluciéon de entropia minimal

en el conjunto de soluciones Gptimas al problema original (2.3). Esto es,
HH(I) 7. —argmin {—H (7)) : 7 € II(u,v) plan éptimo} . (2.9)
e—

Demostracion. Sea {extren C Ry una sucesiéon tal que e — 0. Sea m la
solucién asociada a P.,. Como II(p,v) es acotado, podemos extraer una subsucesion
convergente, digamos 7y, — 7*. Al ser II(u,v) cerrado, 7* € II(u,v). Sea ahora 7 la

solucion al problema desrregularizado. Por la optimalidad de 7z, y ™

O<Z7Tk x,y)c(z,y) Zmycxy
Y

< ey, (H(my,) — H(m)).
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Dado que —H(-) es una funcién continua y acotada por N In N, tomando limy; ., se

llega a que
Y melwy) =) mayc(e,y).
x,y x,y

Maés aun, dividiendo por ¢ y tomando limite, —H (7) > —H (7*). Esto demuestra que
7* resuelve (2.3). El conjunto de acoplamientos 6ptimos es convexo, y por la convexidad
estricta de —H(+), esta solucién es unica y, finalmente, tenemos por la unicidad del

limite que toda la sucesion converge a 7*. O]

2.2. Solucién via dualidad del Lagrangiano

El contexto hasta el momento es el siguiente

(

min Y, (Tuye(rsa) o <H(r)

s.a vex Tay =y Yy ey
D aex Toy = Vy VY (2.10)
doyey Tay = fhay VT EX

Ty = 0.

\

A continuacién, un resultado de optimizacién convexa que nos permite caracterizar la

solucién al problema (2.10).

Proposiciéon 2.2.1. Condiciones de Slater. En relacién al siguiente problema de
optimizacién:
min,  fo(z)
sa.  fi(x)<0,i=1,...,m (2.11)
hi(z) =0, i=1,...,p
si fo es convexa, las restricciones son lineales y se cumple que 3 = : fi(z) <0, Az =b

(se cumplen las restricciones lineales), entonces

max min.Z (z, A, n) = min fy(z)
An x€S

donde S es el conjunto determinado por las restricciones y

p

L(x,An) = folz) + Z Aifi(x) + > miha(x).

i=1
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Demostracion. Ver Luneberger and Ye (2021). O
Observacion. El resultado (proposicion 2.2.1) es andlogo para méximo - concavidad.

En el caso del problema de transporte considerado, h;(z) = 0 son las restricciones
que debe cumplir 7 para que tenga marginales p y v, y fi(z) = —@y < 0 es
equivalente a 7, > 0. Ciertamente existe un plan factible que cumple ,~m,, < 0

(para min{u,,v,} > 0), que es la medida producto 7, = p,v > 0, V (z,y).

Ahora bien, con respecto a P., el Lagrangiano asociado es .Z :

Lm0, ) =Y mayc(x,y) + e(Inmyy, — 1))

+ ; p(z) (Mm - Zmy) + ) d(y) (Vy - w) .

zeX yey yey zeX

Las variables {¢(z)}zex ¥ {¥(y)}yey son los multiplicadores de Lagrange.

Teorema 2.2.2. La solucion al problema P, es de la forma

o) +Y(y) — C(%?/))

ey = €XP ( -

donde ¢ y 1 son a determinar.

Demostracion. Aplicando condicienes de primer orden al Lagrangiano

Lo 0) = Y [C(%y) —¥(y) — p(z) +eln (@ﬂ

e

Y @)+ Y v(y)y,

zeX yey

respecto a 7., oObtenemos

c(z,y) =p(x) —Y(y) +e(lnmyy —1)+e=0

eln Tey = 90(1') + @/J(y) - C(:B7 y)

~ exp (90(56) +9(y) — ez, y)) '

€

Ty
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Observacion. A partir de

T = exp (s@(m) +9(y) - C(x,y)) |
€
escribimos
_clzy)
T = [Tey] = Do) & = P> (2.12)
K.

donde D,(,) una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son e?@E x e X,

Andlogo para D).

Observacién. Una vez 7, determinado en funcién de ¢, y 1, podemos determinar
min, .Z(p, 1) reemplazando (2.12) en Z(m, ¢, ). Esto provee

ZL(p, ) = Z Pallz + Z%My - EZeXp (90(37) + Y(y) — C(x,y)) '

£
TeEX yey T,y

Finalmente, méx, ;£ (i, 1) conlleva, por condiciones de primer orden’, al siguiente

sistema de ecuaciones no lineales

yeY <
v, = Zexp (90(x> + 1/}(15) — C(I,y)) ] (214)

Algebraicamente no es viable resolver el sistema (2.13), (2.14) no lineal para el caso

general. Por lo tanto, la resolucion se hace por métodos numérico.

Hasta el momento, hemos presentado el problema de regularizacion entrépica
en el caso de espacios finitos® 'y derivado diversas propiedades clave, tales como
la existencia y unicidad de la solucién, asi como su caracterizacion. En particular,
hemos expresado el 6ptimo en términos de la relacién entre ¢ y 1, junto con los
parametros {ftz fzex: {Vy yeys {Cay }@y)caxy. A diferencia del problema cldsico de
transporte 6ptimo, hemos obtenido una expresién explicita para m,, en funcién de los
multiplicadores y del costo c,,. El siguiente paso es abordar el problema de encontrar

una solucién aproximada, utilizando la relacién establecida en (2.12).

3Suficientes dada la concavidad estricta
4Fl caso general:

s.a. / cd7r+5/ m(logm — 1) d(z1, z2)
inf XY XxY

mEP) (Pr)gm=p, (P2)pm=r.

es estudiado en, por ejemplo, Clason et al. (2021).
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2.3. Algoritmo Sinkhorn-Knopp

La utilidad de la representacién (2.12) es que nos permite abordar el problema como
uno de re-escalamiento de matrices. El algoritmo que presentamos en esta seccion, se

aprovecha de dicha estructura.

Teorema 2.3.1. Dada una matriz N x [N con entradas estrictamente positivas, digamos

A, le corresponde una matriz Ty doblemente estocastica tal que
Ty = D1 ADs,

donde Di, Dy son matrices diagonales con entradas positivas. Dichas matrices son

tunicas salvo un factor multiplicativo ¢ > 0 (Sinkhorn, 1964).

En nuestro caso, el objetivo es hallar las matrices D, y Dy, de forma que las marginales

coincidan con p y v. Es decir, se debe cumplir que
D, K.Dyly =p A DyKI'Dy1y =v.
T
donde 1y = <1 ‘e 1) € RY. Expresado de otra forma
el @ (K.e¥®) = u, e?/* @ (KT e?/) = v. (2.15)

En (2.15), e#/?, e¥/¢ son las respectivas diagonales de D, y Dy vectorizados y © la
multiplicacion entrada por‘entrada. Usando estas ecuaciones, derivamos las siguientes

ecuacioes:

(k+1)/5 N % w(k+1)/€ N 14
esp - nglb(k)/&’ ¢ N ngw(k+1)/5 <216)

e¥/e = eV /e = 1y. En (2.16), la divisién es componente a componente.

A continuacién un ejemplo que permite entender mejor la notacion.

Ejemplo 2.3.2. Para N = 2, el producto

c11 €12 Pitvi—ci1 P1t+¥2—ci2

eP1/e 0 e e e elr/e 0 e < e <
c21 €22 = p2+¥1—co1 p2tPa—can

0 er2/e| le= = e = 0 e¥2/e e E e E

Entonces, por ejemplo, para la fila 1:

P1t¥1—cii P1t¥a—cio
e c +e e = U1.
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Esto es,

eP1/e — it
Y1—cnn Ya—cio *
e = +e =

O sea, €#1/¢ es la primera componente del vector que se obtiene dividiendo las entradas
de p por las entradas del vector
e e | |ev/e

€21 €22
e~ e e e | |e¥e/e

Para resolver el problema planteado en (2.16), se aplica el siguiente algoritmo,

conocido como algoritmo de Sinkhorn-Knopp.

Algorithm 1 Sinkhorn-Knopp: algoritmo para el problema de transporte éptimo

regularizado, caso discreto.

1: function SINKHORN-KNOPP (K, y1, V)

2: €<p(0)/s — 1y

3: e/ 1y

4: for 0 < k < kpax do

5: erFt /e —ngu/f(k)/s
6: A m
7 end for 6

8: end function

El objetivo a continuacion es demostrar que el Algoritmo 1 converge, es decir,
que para k — oo, la solucion numérica se aproxima de la solucién analitica tedrica.

Seguimos fundamentalmente los desarrollos hechos en Even and Merad (2020).

Proposicion 2:3.3. La aplicacién definida por:

LY
V{L‘,:I/GRJ_,’Y*Z dH(:L',y):lnméX( y]>
v \TYi

es una meétrica sobre el cono proyectivo Rf* / ~ donde z ~ y si existe r > 0 tal que

x = ry. Més atn, el cono proyectivo es completo con la métrica dy.

Demostracion. Ciertamente, dy es simétrica. Luego, si z = ry,

dy(x,y) = dy(ry,y) = Inmdx <%> =Inl=0.
J Y;iryi
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Por otro lado, si z]—yyj < 1, entonces % > 1. Asi, dy > 0. Luego, si dy(x,y) = 0,

29— 1 para todo i,j. Esto es, x;/y; = x;/y; = r: x = ry, y entonces

TjYi

entonces

[z] = [y]. Finalmente, dados z,y,z € RY,, existen £,k € {1,..., N} tales que

dy(w,2) =In (M)

Loz
(Sﬂkye ykze)
=ln|{— . ."—
ToYk  Yezk
T Z
—In EYe +ln Y2y
oYk YeZg

O
Lema 2.3.4. Sea M € M3/, . Entonces, dados z,7 € Rf*
donde
AM) =MDl
n(M)+1
Demostracion. Ver Birkhoff (1957). O

Para simplificar la notacién, en adelante escribiremos e®/¢ simplemente como ¢
v e¥/¢ como 1. Note que, en general, para la inicializacién del algoritmo, basta que
los vectores tengan entradas positivas. En particular, podemos utilizar los vectores
15 como punto de partida. Finalmente, es importante mencionar que cualquier re-

escalamiento de la forma cp y (1/¢)1, con ¢ > 0, sigue siendo una solucién valida.
Proposiciéon 2.3.5. Convergencia del Algoritmo Sinkhorn. Se cumple que

L. (o™, p®)) — (p*,4*), donde (¢*,1)*) es la solucién éptima. Més atin, los ratios

de convergencia son
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2. Por otro lado, denotando k) = D¢(k) KEDWC)

dy(TIM 1y, )
1- /\(Ka)

dH(H(k)lN, V)

(k) oy
) dﬂ(¢k>¢ ) < 1—)\(K€)

") <

Demostracion. Para cualesquiera x,y € ]RN tenemos

d;.[(il?,y) = dH(x/ya 1N) = dH(]'N/m’ 1N/y)

donde / representa la divisién entrada por entrada. Luego, por la definicién del

algoritmo y el lema (2.3.4)

* 2 1%
d%(@(kﬂ), 2 ) = dy (m7 K—ﬁb*)

- d?—l(sz(k)7 K€¢*)
< )‘(Ks)dﬂ(w(k)a w*)

De manera analoga

< A(KT)dH( ) o).

Como A(K.) = A(KT)

£

dr (" ") < MK dyy (0™, %)
dae (P, %) < NKL)?dag (0 F 1, 40%).

Dado que A(K)? < 1 concluimos que p®*) — ¢* v 9*) — ¢* Finalmente, para el

segundo inciso,
du(™, ") < da(* D, ™) + day (p*Y, %)
1
SdH<ng( 7(;0 )+)\( )d'H< 790)

= dy(p, o © (Kp™)) + ME)dy (™), ¢7)

y, dado que P ® (K 1)) = I[I")1 , se obtiene lo deseado. Para el caso de dy (™), ¢*)

es totalmente andlogo.

]
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En esta ultima secciéon de este capitulo, hemos demostrado la convergencia de los
multiplicadores de Lagrange respecto a la métrica de Hilbert hacia la solucion del
problema P., proporcionando ademas estimaciones sobre la velocidad de convergencia.
En particular, la convergencia es exponencial y la complejidad computacional del
algoritmo es O(N?) Merigot and Thibert (2020). En la demostracién de la proposicién
2.3.5, omitimos los detalles del argumento inductivo, ya que su verificacion es sencilla.
Para la prueba de la completitud del espacio (R7/ ~,dy), remitimos al lector a
Nussabaum (1987).

Ademas, dado un € > 0, es suficiente tomar k € N tal que

1 €

para garantizar una distancia menor que €. La constante € en esta expresién depende
de las medidas pu, v y de la funcién de costo c.

En la siguiente seccion, comenzamos con las aplicaciones de la teoria del transporte
optimo en economia. Es importante mencionar-que el desarrollo presentado es, en
esencia, una transcripcién detallada de Dupuy et al. (2021). Nuestro principal aporte
radica en la exposicion detallada de-les resultados fundamentales, incluyendo la
demostracion explicita de muchas proposiciones y lemas que en el trabajo original

solo se mencionan sin mayor desarrollo.



Capitulo 3

Estimacion de costos y algoritmo

SISTA

En este capitulo, estudiamos el problema de estimacion de costos presentado en
Dupuy et al. (2021). En dicho articulo se introduce un método iterativo innovador en
la literatura: SISTA, cuyo objetivo es aprender los costos en un problema de transporte
éptimo, es decir, recuperar la funcién de costo ¢(z, y). Este método combina el algoritmo
de Sinkhorn con un esquema de gradient descent. La aplicacién cuantitativa en el
articulo original se centra en un modelo de migracién. Nuestro propdsito es exponer en
detalle los desarrollos presentados en dicho trabajo.

Para facilitar la comprension, hemos introducido en los anexos de este documento,

asi como en los capitulos anteriores, todos los resultados matematicos necesarios.

3.1. EIl modelo

Nos situamos nuevamente en el contexto de conjuntos finitos cuya cardinalidad es

N'y se busca resolver

min My Cay + EMgy(IN T, — 1) > .
20 { St tennr, -1

!Nuevamente, sin pérdida de generalidad se asume misma cardinalidad de los conjuntos X y V.

25
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Para simplificar la notacién, re-escribimos usando (7, j) en vez de (z,y):

mggm{ Y mgcy +emy(lnmy )} (3.1)

1<i,j<N
El problema (3.1) busca minimizar el costo del emparejamiento, buscando soluciones
sparse es interiores (véase el capitulo 2).
En la practica, uno no conoce ¢ pero si observa un matching 7 y mas bien, se busca
¢ tal que la solucién 6ptima al problema (3.1) con dicha funcién de costo sea 7.
En ese sentido, se trata del problema inverso, dado 7 aprender c. Este tipo de
problemas es de particular interés en teoria econémica Chambers et al. (2021, 2023).

En Dupuy et al. (2021), se propone una estructura de costos:

K
_ B _ k
Cij = Ci5 = E Bkdij)
k=1

donde el pardmetro a ser estimado es 3. Las variables d;; son observadas. La estimacion
del vector f se hace via la minimizaciéon de una funcién convexa con una penalizacion

de tipo Lasso que introduciremos mas adelante.

*

Dada la estructura del problema, sabemos que

> 0 y que las condiciones de
primer orden sobre el Lagrangiano proveen:

7Tij = exXp (—901 + w] — Cij> .

€

Desde ahora, sin pérdida de generalidad, tomamos ¢ = 1. El algoritmo Sinkhorn,

adaptado a este contexto, es el siguiente:

(k+1) i
exp(p; )=
Zj\il exp(¢§ )~ Cij)
(k+1) Vj
eXp(W ) k41
! 23_1 eXp(%E ™ Cij)

Observacion. Por un argumento de dualidad, resolver
min E TijCij + €7T7;j(hl Tij — 1)
mell

1<i,j<N
es equivalente a resolver

N N
, pi +vj — cij
H;E}bx{ E Pifi + E Yvy — € E exp (%) } :
' i=1 j=1

1<ij<N
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3.2. La estructura de costos paramétrica

La estructura de costos estd completamente identificada por un vector de

parametros 3 € R¥, de forma que

K
k
¢y = Z Brdij-
k=1

Matricialmente:

B B k k
€11 Cia dy;  diy
K k
ds;

cgl Zﬁ

k=1

(3.2)

B k
CNN dyn

En (3.2) d;; mide la disimilitud entre i y j. Por ejemplo, en caso de problemas espaciales,

puede ser una distancia, diferencias de PBI, diferencias de poblacién etc. Una situacion

estandar es considerar lo siguiente:

1. Si z; e y; guardan las caracteristicas de ¢ y j, definir dfj = (aF — yf)Q.

2. Considerar siempre las mismas unidades: variables uniformizadas.

Observacion. No se tiene necesariamente que dfj = dfz Pensemos por ejemplo en dfj

como la fraccién de individuos-en el pais ¢ que no dominan el idioma el pais j.

Proposiciéon 3.2.1. Para estimar 3, junto a los multiplicadores de Lagrange ¢, ),

teniendo en cuenta las siguientes restricciones:
B
j i
ke Lk

1<i,j<N 1<i,j<N

donde, wfj = exp(p; +¢; — cfj), debe resolverse el siguiente problema de optimizacion

mwl%{ Z exp(pi + 1 — ¢;) + Z (el — @i — %‘)} : (3:3)
LA 1<ij<N 1<i,j<N

N

TV
F' convexa

En (3.3), 7;; es el emparejamiento observado entre ¢ y j.
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Demostracion. Intuitivamente, a modo de sketch, notemos que

OF N N
5 ':Zexp(gomL@/)j—cfj)—Zﬁij:O,Vi

o o p

——
=Hi
oF Ay .
— =) explpi+ih—cj) =Y 7 =0,V
@% i=1 i=1
oF R
05 = o dyexpleituy— )t Y
k 1<i,j<N 1<i, j<N

Es decir, de las condiciones de primer orden aplicadas a F(-), se obtienen las

restricciones. Ver un argumento mas detallado en Galichon and Salanié (2022a). [

Con el objetivo de capturar solo los efectos importantes, se agrega una penalizacion

tipo Lasso (Murphy, 2022):

min exp(p; + 1 — CZ) — (i + 1 — CZ) + 1811 - (3.4)
pB L
1<i,j<N
=2(p,9,8)

Para continuar con la lectura, recomendamos fuertemente consultar al anexo de analisis
convexo y el de subgradientes y subdiferenciales. Estos introducen definiciones y
resultados indispensables para abordar el algoritmo SISTA y probar su convergencia.
La siguiente figura ilustra como en R?, la penalizacién Lasso restringe el dominio de
eleccion de los (. Esto; tal y como se explica en James et al. (2021), nos permite
recuperar solo las regresoras mas importantes y medir dicha importancia por el valor

numérico del 3*. Si tiende a cero, menor serd la importancia de la interaccién dfj

[1Blle, = [B1] + 152]
B2

AN
N

Figura 3.1 Restriccion LASSO.



Capitulo 3. Estimacion de costos y algoritmo SISTA 29

3.3. SISTA

El algoritmo SISTA - Sinkhorn (S) y Proximal Gradient Descent (ISTA) - consiste

en minimizar (3.4) en tres etapas:
1. Tterar ¢, manteniendo [ y 1) constantes.
2. ITterar v, manteniendo (3 y ¢ constantes.
3. Descenso de gradiente proximal respecto a 8 manteniendo ¢ y 1 constantes.
Definicién 3.3.1. Funcién prox || - |[;.
z—py, Slz>py

Prox, .. (2) = {0, si |2} < py

z4py, slz< —py.

Algorithm 2 SISTA.
1: 5(0)7p7,u7 v, dfjaﬁ_ija ¢(O)a¢(0)
2:

3: while not converged do

4: Planteamos cg(t> = Zszl ﬁlit)dfj
(t+1) _ L
ple; ) s, exp(w;t)—cg(t))
(t+1) o Vj
exp(1); =
p(¢] ) SV exp (wgt+1)_c7€3j(t)>

5: Sea 18"V = exp(go(tﬂ) + wj(ﬁl) — cfjm). Parak=1,.... K

i %

t+1 t A @y (k
B =prox [ B =0 D (- )dy

1<ji<N

VgF

6: end while

=t

return
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3.3.1. Convergencia del algoritmo SISTA

En esta sub-secciéon presentamos la prueba de la convergencia del algoritmo. Seguimos
nuevamente Dupuy et al. (2021). Se introducen tres supuestos sobre las disimilitudes

& k=1, K

i3

N
d dfi=0,Vj=1,.,N (3.5)
=1
N
d dly=0,Vi=1,.,N (3.6)
j=1
{dy,...,d"} es un conjunto Li. (3.7)

y, un supuesto respecto al plan de transporte observado:

Observacién. Siempre podemos obtener » . = 0 y las condiciones (3.5), (3.5)

1,5 z]

re-definiendo

Jk gk k k

ko ¢ ’
con a¥ = NZJ Ly b = sz LAl — > 1<pa<n Ayg Més atin, en este contexto

ko _
219‘,]'3]\/ dij = 0.

Demostracion. Sumando:

> d= St

1<ij<N 1<ij<N
1 1
_ L k
- Sy [ P hye-g ¥
1<4,j<N 1<i,j<N 7=1 1<i,j<N 1<p,q,<N
SO ED MDD D DR
1<ij<N 1<i<N 1<j<N 1<j<N 1<i<N
+N2 > > d
1<pq,<N
k k
S
1<i,j<N 1<i,j<N
=0.
Luego, uno puede ver ficilmente que S | Ay, =0y Z] ldffj = 0. O
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Teorema 3.3.2. Supongamos que tenemos 3.5, 3.5 3.7 y 3.8. Entonces, la sucesion
2® = (p® p® BB generada por el algoritmo SISTA converge a la solucién
del problema de optimizacion, min, v secx ®(@, 9, 3), cuando t — oo (para un p
suficientemente chico que serd dado), con ¢(0),¢(0) € RY y O un guess. Més atn,

existe § > 0 tal que

O(aV) — (%)
(14 0)

La prueba del teorema 3.3.2 se descompone en las siguientes partes. Primero, se estudia

o) — ®(a) < (3.9)

la funcién ®. Luego, se establece la existencia de una solucién y como caracterizarla.

Finalmente, se prueba que el algoritmo SISTA permite converger a dicha solucion de

forma que (3.9) se satisface.

Nuestro objetivo es resolver

inf (.9, ) = G o, ¥, 3) + 1Bl (3.10)

(1 ) ERN XRN xR
donde A : RY x RY x RE — My, n es una aplicacién lineal definida de la siguiente

forma:
(A, ¥, B))ij =01 + 5 — &, ¥ (4, 5)

y GG una funcion C'*° y convexa, con regla de correspondencia

G(A) = Z (exp(Aij) — TijAij), VA € Myxn.

1<i,j<N

Luego,

VG(\) = [eM = i) € Mnxn

6)‘11
6/\12
H(G(\) = Ding(exp(\) = € Muaxpe.
eANN
Denotando « = (@, 1, )
VF@) = AT (expAlr) — ) (3.11)
(NXxNXxK)x(NxN) ~RN2

(NXNxK)X(NxN)

H(F(z)) = A"Diag(exp(A(z)))A. (3.12)
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En efecto,

VF(z) = (dGp@) 0 dAy)" = AT (exp A(x) — 7).
Definamos ahora

K
& => pd, VBeRK

k=1

M@, ), B)ij = Pij + iy — EZ-

Entonces, notamos que

A, b, B) = ( Zﬁka P — waa)

En otras palabras, sin pérdida de generalidad, podemos considerar d en vez de d. Ahora,

por otro lado, observemos que, para cualquier vector fijo m € RY

Si se impone la restriccion p; = 0, se remueve esta invarianza. Asi, llegamos al siguiente

resultado.

Lema 3.3.3. Bajo los supuestos del teorema 3.3.2, A es inyectiva de
E={(p.¢,8) e REXRY x R¥ : ¢y =0} = R*V1HE,
a Mpyxn.

Demostracion. Sea (p, 1), B) € E, perteneciendo al nicleo de A, entonces:

Vit = Zﬁk

Luego, por los supuestos

N N K
D_pi ) =33 i
7j=1 ]I—(l k:]lv
=2 [Z ﬁkdiz]
k=1 Lj=1
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Esto es, Ny; + Z;VZI y; = 0, para todo 7. En particular, para 7 = 1

N
Z Qﬂj - O
j=1

Asi, ¢ = 0. Pero entonces, andlogamente, 1) = 0 también. Con lo cual,

K
> Bdt =0.
k=1

Por la independencia lineal de {d*}X ,, 8 = 0. Asf, {Og~, Ogy, Ogr} = Ker(A). ]

Lema 3.3.4. Bajo los supuestos del teorema 3.3.2, para z,y € F existen a = a(M) y
v =v(M), con
mAX{||A(Z)||oo, [[AY)|ec}< M,

tales que

Flx) 2 F(y) + VE@)@ —y) + 5lle = yll3

IVE(z) = VF(y)|l2 < ol = yll2.

Demostracién. Proponemos v = e Mo, donde o es el menor autovalor de la matriz

simétrica ATA. Por el Teorema de Taylor, existe ¢ € [x,y] tal que
1
Fy) = F(z) + VE@) (y = 2) + 5y — 2) ' H(F(e)(y — ),
con ¢ =0z + (1 — Oy), € [0,1]. Luego,

(y — )" H(F(c))(y =a) = (y — x)"A"Diag(exp(A(6z + (1 — 6y))))A(y — z)"

—~— (y — x)" AT Diag(exp(6A(z) + (1 — O)A(y)))A(y — z)
linealidad de A

> (y — x)" A" Diag(exp(—M))A(y — x)

> e_MUml’nHy - x||§,

donde la tltima desigualdad es consecuencia del Teorema Espectral (Botelho et al.,
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2023):
Hrnn‘ll'ill{nTAn} = Hrﬁ‘iill{nT(UDUT)n}

= min {(UTn)"D(U"n)}

[Inf[=1

= min {(U'n)' DU )}

[UTn]|=1

= min {z' Dz}
l|z[|=1

Asi,
1

ly — =3

Con respecto a la segunda desigualdad: ||[VF(z) — VF(y)|l2 < af|lz — yl|2, esto es

(y — ) (ATA)(y —x) > mil'n ;.

consecuencia de que

llg(xz) — g()]| < sup ||g'(2)]| - ||z — yl|
2€(z,)

sup_||g"(2)ll = sup |[J(VF(z))]]

zE(m,y) ZE(I,y)

= sup |[H(F(z2))]]

z€(x,y)

= sup ||A"diag(exp(A(2)))Al|

2€(z,y)
< eM||AT A

< MIATI - 1AL

Proposicion 3.3.5. Bajo los supuestos del teorema 3.3.2

1. ® es coerciva en R?2V=1E je  los conjuntos {x € R-IHE . f(z) < ¢} son

acotados.
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2. El problema (3.10) admite una tnica solucién x* = (¢*, ¥*, 8*).

3. El éptimo z* viene caracterizado por
Vo F(z") =0, VyF(2") =0, =VaF(z") € 10| - [[1(57). (3.13)

Lema 3.3.6. Toda funcién coerciva continua f : X C R" — R, definida.enun conjunto

cerrado, posee un minimo.

Demostracion. Escojamos xy € X arbitrario. Como f es coerciva, existe k£ > 0 tal que,
si||lz]] >k, f(x) > 1+ f(zo). Luego, tomemos el compacto K = X N B(0, k). Como
f es continua, existe z* tal que f(z*) es el minimo en K. Luego, si xo € K, ||zo|| > k
por lo que zo € K. Por ende, f(z*) > f(x¢). Ahora, si z.€ X — K, ||z|| > k, por lo
que f(x) > f(xg) > f(x*). De este modo, z* es minimizador global. O

Demostracion. Probamos ahora la proposicion  3.3.5. Tenemos las siguientes 3
desigualdades:
e —pt>p—Inp, Vp >0
er — FiA > wilAl, A <0
6)\ — 7ATU>\ = 7ATU|/\| + 6)\ — 27%1])\
6)\ - ﬁZjA > 7%1])\ —21n2.

Combinando esto y sumando, llegamos a

D, 8) 2.3 Fulhi(e, v, B) — 2N 2+ 4|51 (3.14)

1<i j<N
Dado que A es inyectiva sobre E y ;; > 0, podemos concluir la coercividad de .
Luego, dada la continuidad de ® (pues F' es suave y || - ||; continua), y el hecho que F

1+K

es cerrado en R2V-1HK podemos asegurar la existencia de un minimizador global z*

(lema 3.3.6). Pero-entonces, usando la proposicién E.0.10, concluimos que
0 € 09(p*, ", B"). (3.15)
Dado que (Boyd, 2022)°

d(af(z)) = adf(x)

0 (Z fz(@) = Zafi(ﬂf),

2A esto se le conoce como la propiedad de Moreau-Rockafellar.
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concluimos que (3.15) es equivalente a (3.13). O
Prueba del teorema 3.3.2 (es la misma de Dupuy et al. (2021) solo que reparando

en algunos detalles).

Demostracion. Empezamos con un vector de inicializacién (@@ 30)). ¢ R2N+K

(previamente se ha comentado sobre esta inicializacion), y se define recursivamente la

secuencia (p® ® 0

PV € argminF (-, v, V)
YUY € argminF (.- 50)

construidos de manera explicita via

(t+1)y Hi
exp(p; =
(i ) Zf;lexp(wﬁw—c@(t))
1)y vj
exp(1); = )
(77Z)] ) Y, exp(cpgtﬂ)—cg(t))

Por otro lado, teniamos

: . O\ (k
B+ — Prox, /| 3}2) —p Z (75 — ij )dl(-j)

1<j,i<N

J/

-~
VgF
Esto es lo mismo que minimizar respecto a f3

1
PNt 5118 — (BY = pVaF (D, D g0 3, (3.16)
El primer elemento de la demostracion es escoger p adecuadamente. Sea C' =
B (@ ) B0))  Gracias a la cota (3.14)

C+2N?%In?2

definiendo A = C' +2N?%1In2 + 1 tendremos que

A>C+2N?In2, F < A cuando ® < C.
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Sea ahora 6 € C*°(R,R), funcién no decreciente tal que

t, sit < A
0(t) =< 0(t) >t, sitel[A,24]
24, si t > 2A.

A modo de ejemplo, para C* podriamos tener

t, sit< A

O(t) = Lt — APQA—t) +t>1t, site[A24]

2A, sit > 2A.
Grafica de 6(t)
10 -
8_
6_
5

4_
2_
0_

o .2 4 6 8 10 12 14

Figura 3.2 0(t) € C'(R,R) para t € [0,3A], A =5.

Luego, I = 6o F tiene gradiente globalmente Lipschitz; basta combinar la suavidad
de @ con el lema 3.3.4. Sea a dicha constante de Lipschitz. Entonces, afirmamos que

€ (0,a7']. Como VF(z) es a—Lipschitz continua,

Fx) < F(y) + VE(y) @ —y) + S lle =I5
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En efecto, si consideramos ¢(t) = F(y + t(z — 1))

1

(VE(y +t(x —y),z —y)dt — (VF(y),z — y)

F(z) = F(y) = (VF(y),z —y) =

(VE(y+t(x—y) — VF(y),z — y)dt

—

0

1
< [ I9F+ta - )~ VE@) s =yl
0
1
< [ atlle - ylBar
0
(67
= Slle =il

Ahora, probemos por induccién que el p escogido hace que ® < C para futuras

iteraciones. Ciertamente por construccion

Probar sin embargo que ®(pt+ o+D) @) < C requiere mas pasos. Primero,

cuando ® < A, F < Ay por ende, F = F y VF = VF, de (3.16)

Bt = B = pVaF (D ) 59) € prya(|] - 1) (7).

Esto es, usando la definicién de subdiferencial:

B = BV + lllﬂ““) — B3 — Vg F (oD gD g0 (30 — g+,
- p

(3.17)
Por la a—Lipschitz continuidad
P, 60) > F(pt+), i, geen) (318)
+ VsF(p (t+1)’w(t+1)7ﬁ(t))(/3(t) — B (3.19)
g — g3 (320)

Sumando (3.17) con (3.18) y tomando en cuenta que p < 1/«
a
DD, BO) > P, gD, BED) 4|8 4 S8 = B (3.21)
Si F(ot+) o+ g+ < 24 entonces

F(w(t—kl)’w(tﬂ—l)’ B(H—l)) > F(w(t+1)’¢(t+1)7ﬁ(t+1)>
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y asi
B, D), ) < O

Si F(ot+ o+ p+1) 5 24 de (3.21) tenemos que
2A < F(p!", 0 50) 44|80, < 2(C + 2N*In2).
Pero esto es una contradiccién por la definicion de A. Asi,
D, YD, 50) = (D, i), D) 1 gD L g, (3.22)

y entonces ®(pt+) +D) gE+D) < O De este modo, ®; es una sucesién decreciente,
acotada superior e inferiormente. Por lo tanto, converge monétonamente.
Nos falta tunicamente establecer (3.9). Por el (lema 3.3.4 y las condiciones

V F (D g0 80) =0, V F (ot D 30) =0 tenemos que

v

F(p, 0, 80) — P, 00, BOYZ S|+ — 0|13
(%

F(pD, 90, 5O) — FpD, o0, 50) > o[+ — O3

Sumando y teniendo en cuenta que

P, 50, 80) — P+, gD, 50) = a(p0, 4, 50) — gD, yf+D), 50)

llegamos a la desigualdad

v
2(p, 40, 50) = (DY, B0) > Sl V4[| V). (3.23)

Juntando (3.22) y (3.23)

v
@(sg(t)’ w(t)’ 5(1:)) o (I)(QO(t+1),¢(t+l), ﬁ(H—l)) 5(“90 (t+1) (t)Hg + ||¢(t+1) . ¢(t)‘|g)
(3.24)
(6%
+ Sl — g2 (3.25)

Dado que o > (ver lema 3.3.4), definiendo A; = ®(z;) — ®(x*)
v 2
Ay — Ay > §H5Ut - ﬂft—lea Vit>1.

Queda por acotar A, superiormente. Por la construccién de f®

5(15—1) _ g(t)

@ = = = VsF (91, 57) € 90l| - 11 (8Y).
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Asi,
®(2") 2 B(x) + Vo F(z,) (0" — ") + —Hso —¢"ll3 (3.26)
PP — )+ Yl — | (327
* v *
+(VaF () + ¢)(8" — 8Y) +§Hﬁ(” - B|I5- (3.28)

En (3.26) se hace uso del lema 3.3.4 y la definicién E.0.5. Luego, por la Desigualdad

de Young:
v 1
020 < el + 5ol
Usando (3.29) en (3.26),
1

A < o (IVeF @)+ Vo F (2[5 + [[VeE (20) + aill3)
Como V,F(p® wt D pU=D) =0, VyF(p®, 301 =
IV, E (", 9® 80y — v F(o®, D g0, < af|zy — 2443
IV, F (", 9p®, 80) — v, F(o®, gD |5 < af|z; — 244 ]|2

IV E@lls + Ve F (@)l < 20% 2 — 2[5

(3.29)

Usando la bilinealidad del producto interno y el hecho que VgF (go(t),w(t),-) es

decreciente:
o _ ||V =Y @ 0 e[
VP () + gl = H— T VaF(a) - VaF(p®, 6, ge)
2
1 _
szﬁ(t D= BY + p(VaF(x,) — VF (", 4", gD
1 _
e — B — BO2 4 || VsF (2,) — VaF (p®, p®, 5ED)||2
2
+ ;(ﬁ(t_l) — BYY (VgF(z;) — VaF (W, 0, gE71Y)

1 _
< (54 a?) 1800 - g

+ %(ﬁ(t—l) — By (VgF(zy) — VBF(SO(t)’d}(t)’B(t—l)))

1 _
< (; +a2) 18D — 502

De este modo,

3a? 4 p2

2% ||xt - xt—1||§-

1 1
At% (E -+ 062 -+ 20[2) ||.1Ut — CCt_1||§ =
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Definiendo
B v p?
C2a2p2 + 17
Ccomo

v
A <A — 5”% — z4-1])5,

se sigue que

A
Ay < . 3.30
"T146 (3:30)
Finalmente, por induccién, concluimos que (3.30) implica (3.9). O

3.4. Estudio de la migracién

En Dupuy et al. (2021), los autores realizan una aplicacién del algoritmo SISTA en
el contexto del estudio de la migracién. Los autores acceden a la probabilidad de que
un migrante (escogido aleatoriamente) del pais ¢ se encuentre en el pais j: 7;;. Luego,
recuperan a partir de las bases de datos del World Bank, Centre d’Etudes Prospectives
de I'Information Internacionales y la Freedom House, las variables a usar en la matriz
d. Aplicando el algoritmo SISTA obtienen que las variables méas importantes en el
emparejamiento son: el idioma, la relacion colonial, la distancia geografica, una dummy
del estado de los servicios publicos;

, v una variable vinculada la esperanza de vida de las mujeres en el pais de

destino.

1 0.001 1

10 T 100 N\ 100 N\

1074 1074

— SISTA
9| - ISTA
1079 Coordenada

T T . T T T T T T
0.001 1 0.001 1 0.001 1 0.001 1

(A)K =100, N = 100(B)K = 100, N = 200(C)K = 500, N = 100(D)K = 500, N = 200

Figura 3.3 Comparacién: traducido y editado del articulo original Dupuy et al. (2021).
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Esto concluye nuestro estudio sobre el articulo Dupuy et al. (2021). Empezamos el
siguiente capitulo presentando brevemente el modelo basico de eleccion discreta que
serd necesario para comprender las aplicaciones de la teoria de transporte 6ptimo en

matching.



Capitulo 4

Aplicaciones en matching

Empezamos este capitulo con una breve introduccién a la teoria de la eleccion
discreta en microeconomia. Estas nociones seran necesarias para poder presentar unos
ejemplos donde se plantean problemas de emparejamiento bajo la formulacién de un
problema de transporte. Seguimos a Train (2012).

Un agente de decision n debe elegir entre {1,..., J} opciones que le generan una
utilidad Uy,; = V,,; + &5, V7 =1,...,J. El término V,; es conocido, mientras que &,
es un término estocastico. Suponemos que los términos {¢,;}; son independientes y se

distribuyen segin una Extreme Value de Tipo 1 (de Haan and Ferreira, 2006):

siendo F'(s) la funcién de distribucién y f(s) la funcién de densidad respecto a la medida
de Lebesgue. Luego, signiendo a McFadden (1974a) y Echenique and Chambers (2016)

la probabilidad de que el agente n escoja la alternativa i es
P =P(Viyi +eni > Vij +enj, ¥V J#1).
Esto es,
Pen; < Vii — Vij +€niy Y J #19).
Usando-la independencia,

. 3 _ o (eni+Vini—Vny)
]P)(anj < Vi — an + Enis v J 7& Z|€m) = H€ ‘ J
J#

43
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Asi,
_ o (5t Vii=Vnj) _ ¢ _p—S
IP’m':/ (He e " "J> e e ¢ ds.
R o V
J#t P f(s)
:P(Enjgvnifvnj+5ni7 v j#Z‘SnZZS)
Como e~¢ ° = g—¢ Hni~Vnd)
_ —(5+Vpi—Vnj) _
IP’m:/(Hee J)esds.
R\
Luego,

H e—e—<S+Vm—Vm> — exp {_ Z e—(vni—vnﬁs)}
J J
y, por lo tanto,

P, = / exp (— exp(s) E e(V”iV"J')> e *ds. (4.1)
R -
j

Sea t = —e™*, dt = e *ds. Podemos entonces re-escribir 4.1 como sigue

0
P = / exp (tz e_(v"i_v"j)> dt.
oo -

exp (t = e*(Vni*V"J')>

J Vo —V..
Z, evnj ni
J=1

1

23]:1 eVni-
De este modo, la probabilidad de que n escoja a 7 es
Vni

De ahi,

0
Pni -

e
J i
S e
Notacién. A continuacién, no distinguiremos explicitamente la suma discreta de la

continua. Es decir; a veces denotamos

Zmy:/ (e, y)da

TeX X

y
Z Tyy = / 7T(ZL‘, y)dy
yey Y

Note que eso significa que las marginales son atomizadas. Més atn, por lo general, los

conjuntos X y ) son finitos.
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4.1. Marriage market

El siguiente modelo fue desarrollado en Dupuy and Galichon (2014) y Dupuy et al.
(2017). En los problemas de transporte éptimo, se cuenta con una funcién de costos

c(x,y) o beneficios ®(z,y), y se busca encontrar el plan de transporte z(z,y) que

resuelva
min E;|c(x,
Juin [c(z,y)]
o bien
max E.|®(z,y)l, 4.2
mfx B [b(z,y) (42)

donde TI(u, v) es el conjunto de acoplamientos. Sin embargo (ver capitulo 3), se suele
resolver el problema inverso: dado un emparejamiento o-plan de transport éptimo
(observado) #, determinar la funcién ® (un estimado @) =andlogo para el costo ¢ (&).

En el modelo que consideramos, el objetivo es determinar la funcién de afinidad que
rige el emparejamiento entre hombres y mujeres. Sean X y ) subconjuntos cerrados’
de RY, donde cada individuo estd representado por un vector z € X y cada individua
por un vector y € ). Estos vectores encapsulan diversas caracteristicas, tales como
nivel educativo, edad, indicadores de personalidad, salario, entre otras.

Debido a la presencia de shocks de simpatia, que modelan las variables no
observables en el proceso de emparejamiento, el problema clasico de transporte éptimo
(4.2) se transforma en un problema-de transporte regularizado (ver teorema 4.1.2)%:

ﬂ(x’gleéﬁ((%y) E:[®(z,y) —o(ln7(z,y) — 1)]. (4.3)

A continuacién, derivamos en detalle el modelo presentado en Dupuy and Galichon

(2014).

Observacion. Los articulos originales trabajan con un modelo de logit continuo. No
obstante, en esta exposicion nos limitamos al caso discreto, asi como a conjuntos de
igual cardinalidad. Estas suposiciones simplifican significativamente las derivaciones y

facilitan la interpretacion de los resultados.

LY, por/lo tanto, medibles; ver el anexo B.
2Obsérvese que ahora la entropia se suma directamente en la funcién objetivo, mientras que en la

minimizacién del costo se restaba. Se ha agregado un término constante que, a diferencia del modelo

original, permite ciertas simplificaciones algebraicas.
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Sean p y v las distribuciones de las caracteristicas individuales, con densidades f y ¢

respecto a la medida de Lebesgue:

M&ZAﬂ@M,WM=AMWM

Sin pérdida de generalidad, asumimos que E,[X] = E,[Y] = 0, donde X representa la
variable aleatoria asociada a las caracteristicas de los hombres y Y la de las mujeres. En
este contexto, un emparejamiento se define como una probabilidad @ (z, y) que describe
la ocurrencia de la pareja (x,y). Dicho emparejamiento debe satisfacer las siguientes

restricciones para ser un acoplamiento de y y v:

1.0) = { n(2.) 2 0 | ey = 1o J st =g}

La funcién objetivo, conocida como funcion de afinidad total o afinidad conjunta,
mide la calidad del emparejamiento. Asi, el problema de optimizacién consiste en

resolver:

max {/ q)(g:,y)w(x,y)da:dy} :
7 (z,y)€l(p,v) XxY

Sin embargo, para capturar la heterogeneidad en las preferencias, se introducen los

shocks de simpatia. Esto lleva a la maximizacién de la expresion:

D(z,y) + em(y) + (),

donde m y w representan hombre y mujer, respectivamente, y la funciéon de afinidad

conjunta se descompone.como ®(z,y) = U(z,y) + V(z,y)*. Bajo esta formulacién:

U(z,y) +em(y)

representa la utilidad de un hombre con caracteristicas x al emparejarse con una mujer

de caracteristicas y, mientras que

Vi(x,y) + nw(z)

representa la utilidad de una mujer con caracteristicas y al emparejarse con un hombre

de caracteristicas z. Finalmente, el problema de optimizacién consiste en maximizar

3Formalmente, esta descomposicién es posible, pero determinar explicitamente U y V requiere el

uso del algoritmo de Sinkhorn.
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la suma de las utilidades aleatorias de ambos géneros, reflejando las preferencias
individuales y las interacciones en el mercado de emparejamiento.

Se asume (Dupuy and Galichon, 2014) que el nimero de puntos (yx,ex) € A,
denotado por Ny, sigue una distribucién de Poisson Pois(6(A)), donde la medida 6
estd definida por df = e *dedy. Ademas, las variables N4 y Np son independientes
siempre que A N B = (). Este modelo para N4 es conocido como un Poisson Point
Process (Karatzas and Shreve, 1991).

Cada individuo masculino m maximiza su utilidad estocastica, lo que nos permite

definir la variable aleatoria

Z = méx{U(z,y;) + em(y;)}-
yeY
Para esta variable, se tiene la relacién probabilistica

P(Z <c¢)=PU(x,yj) +em(y;) <c, Yye yz.

#{(yj.em (v;))€{(y:6): U(z,y)+e>c}}=0

Esto equivale a

P(Z <c¢) =exp (// 1{U(m7y)+€>c}€€d<€dy> .
Y xR

Desarrollando la integral, obtenemos

InP(Z <¢)=-= // Lv(ay)+e>cye” “dedy
YxR

= —/ / e “dedy
y C—U(J?,y)
= —exp <—c + ln/ exp(U(x,y’))dy') .
Yy
Por lo tanto,
P(Z < c¢) = exp (— exp <—c + ln/ exp(U(x,y'))dy')) :
Yy

Esto implica que Z ~ Gumbel (ln fy exp(U(x,y'))dy, 1), lo que permite obtener la

siguiente expresion para su valor esperado:

E[Z] = In ( /y exp(U(x,y’))dy) | (4.4)
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Por otro lado, la probabilidad condicional de emparejamiento esta dada por

eV(@y)

m(ylz) = :
/eXp(U(x,y’))dy’
Y

Finalmente, utilizando la notacién establecida, obtenemos las siguientes expresiones®:

m(ylz) = exp {U(fm y) —In ) exp(Ulz, y’))} : (4.5)

y'ey

(zly) = exp {U(% y)—In > exp(U(a’, y))} : (4.6)

r'eXx

Observacidon. Si se realiza un reescalamiento de la forma.e — <7, donde o es un

parametro positivo, se obtiene la siguiente forma de las probabilidades condicionales:

exp | £

m(yle) = /yexp {%] m

exp | L

m(xly) = /Xexp {ng//éy)} —

Proposicion 4.1.1. El plan de transporte éptimo es tal que

IHW(ZE, y) _ (I)(QZ, y) — CL(I’) — b(y)’ (47>

g

donde a y b se determinan de forma que 7w € II(u, v).

Demostracion. Hacemeos uso de (4.5) para obtener (4.7). Por otro lado, la segunda

afirmacién serd consecuencia de lo derivado en el capitulo 2 y el teorema 4.1.2. Como

m(ylz)f(z) = m(z,y),
exp [USQZJ

m(z,y) = /yexp [U(%y,)} dy/.

=
E

Luego,

%IM(% y) = Ulz,y) + % {lnf(:):) ~In (/y exp [%} dy') } .

4Para la segunda expresion, basta reemplazar y por z: el problema es simétrico.
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Anéalogamente,

%m@;,y) = V(z,y) + % {lng(y) —In (/X exp {V(gx/’,zy)} dm/) } .

Asi, sumando,

- 7

U(x,y) v: V(x,y) —a(z) — b(y)

Inm(x,y) = o)
o
con
U(z/,g/)
o e e
a(z) = =1In dy’
(@) 2 Y f(z)
U(Z/'éy)
o e
b(y) = = ln/ dx’
2 Jx 9(y)

]

Teorema 4.1.2. El problema de maximizacion, relativo a los shocks aleatorios, es el

siguiente

W= max {// O (z,y)m(x,y)dedy — a// lnﬂ(x,y)w(m,y)dxdy} :
() €ll(uv) XxY XxY

Demostracion. Seguimos la prueba hecha en Dupuy and Galichon (2014). Los

resultados de dualidad Ambrosio et al. (2021) permiten establecer que

W = inf {/umdm+/vwdw}. (4.8)
Um +0w 2 P(Tm Yw)+ G em (Y)+ 51w (T)

Luego, la restriccion puede escribirse
Ulz,y) + V(z,y) = (z,y)

con

A su vez, esto implica que
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De ahi, denotando

G.(U(x,-)) =E [m’iix {U(Q;, Yy + %gzLH
Hy(V () = E [max {V(af",y) + Tni'} ]

el problema (4.8) puede escribirse de la siguiente manera

min G.(U d:z:—l—/H d } 4.9
A% U(x>+V(y)2¢(x,y){/X (U, 9(y)dy (4.9)

A partir de (4.9), podemos plantear el problema desde la perspectiva del Lagrangiano:
W = mf sup/ G (U(z, z)dr + / H( (y)dy (4.10)
/ | (@.9) - Utary) = V() dady. (1.11)
XxY
Esta situacién puede re-escribirse de la siguiente manera:

sup/ O(x,y)m(x,y)dedy — I() (4.12)
XxY

s
con

I(r) = sgp(*) + Sgp<**)

= [ Uyt dsdy— [ 600 9)fw)ds
XxY X

**Z/ V(x,y)ﬁ(m,y)dxdy—/Hx(V(-,y))g(y)dy
XY Y

Recordemos de (4.4) que

G.(U(x,") = %ln/yexp (U{(:;,;)) dy
HAV () = 5 [ exp (ij’j)) dy

Aplicando condiciones de primer orden a’

//m Uiw y)ma, y)dady - /X Go(U(w, ) f(v)da (4.13)

®Recordemos que, haciendo abuso de notacién, seguimos en el caso discreto en el cual U (z,y) = Uzy

y (@, y) = Ty O sea, 3o, = [,
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respecto a U(z,y):

Esto pues,

i (3 oo (52} -

/2

Asi, podemos re-escribir (4.13) ¢ como sigue

I xyl“( J(‘-‘< >))ddy

Procediendo de manera anédloga para la expresién en V(x,y),

=0 [| et gdey - [ [ e+ [ mg(y)g(y)dy} |

Pero entonces, (4.12) es equivalente a

sup { /X . Oz, y)m(z, y)dedy — o / /X / In 7 (x, y)m(z, y)da;dy} .

Ademas, usando el hecho que 7(z,y) € II(p, ) y p, v son dadas, esto es lo mismo que

resolver

Sgp{ /X Xy@(a:,y)w(:v,y)dxdy—a / /X Xy(lnﬁ(x,y) - 1)7T($,y)d:vdy}.

Corolario 4.1.3. El plan de transporte es tal que

{@@wy—m@—w@q (4.14)

g

T(x,y) = exp

con

f(=@) b)) = —Zm 9(y)
/exp U(z,y)dy 2 / exp V(z,y)dx
Y X

El modelamiento que incorpora shocks de simpatia (en el contexto del mercado del

a(r) = —% In

matrimonio), conlleva a una formulacién de regularizacién entrépica y su resolucion,
puede efectuarse via los algoritmos presentados en secciones anteriores A continuacién

presentamos brevemente la parametrizacion escogida en Dupuy and Galichon (2014).

SRecordando que [y, 7(z,y)dy = f(z).
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4.2. Estimacion y parametrizacion

A continuacién, presentamos un método para estimar la funcién de beneficios  en un
caso particular que, aunque especifico, tiene aplicaciones en una amplia variedad de

contextos. Recordemos que el problema de optimizacion a resolver es el siguiente:

max B, [®(x,y) — o(lnn(z,y) — 1)].

mell

En el caso discreto, esta expresion se re-escribe como:

MAx {Z Ty Pay — 0Ty (I 705y, — 1)} . (4.15)

mwell
‘Z7y

Este problema de optimizacién” en las variables {7, } es convexo y posee una solucién
unica. No obstante, al igual que en el capitulo 3, el objetive es, dado un emparejamiento
observable 7, inferir la funciéon de beneficios ®.implicita en los datos.

Siguiendo a Dupuy et al. (2017), se asume que ® adopta la forma
D(z,y) = " Ay.

Ademas, se normaliza ¢ = 1. En este caso, como

9P, 4 9?In7A
c%z-&yj S 8@8% 7

el signo de A;; determina la naturaleza de la interaccién entre las caracteristicas x e y:
= Si A;; > 0, la interaccién es positiva.
» Si A;; =0, no existe interaccion.
» S5i A;; <0, la interaccién es negativa o repulsiva.

El problema ahora consiste en estimar la matriz A utilizando una muestra de
N observaciones (z*,y¥) € RL x RL, para & = 1,..,N. La medida empirica

correspondiente es
XN
#y) = 1 30 ()0 (),
k=1

con marginales 1 (z) = S0 6.6 (2) v pi2(y) = S, dyx(y). Aqui, 6 denota la medida
de Dirac (2.2).

"Se trata de un problema de regularizacién entrépica.
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Proposicion 4.2.1. Dado un muestreo aleatorio independiente, la funcién de

verosimilitud ¢(A; ) estd dada por
((A;7) = NEz[In 7% (2, y)] = N {Ez[@a(z,y)] - W(A)},

donde
W(A) = rTrrleziﬁ(Eﬁ[(I)A(x, y) —o(lnnw(z,y) —1)]. (4.16)

Demostracion. Usando la independencia de las observaciones:

N
) 1o (T4t
k=1
N
= Inx' (2", o)
k=1
= NE;[In 7 (z,9)].
Luego, utilizando la definicién de 74 (z, y),
In 7 (2", y*) = na(2®) + Inb(y*) + da (2", yF).
Finalmente, como 74,7 € II(u,v), se obtiene
E:[ln 72, y)] = E+[®a(z,y)] — W(A).
]
Proposicién 4.2.2. La funcién ¢(A; 7) es coéncava en A y su gradiente estd dado por
Val(A;7); ; = N{Ez[zy;] — Epalzy;]}
Corolario 4.2.3. Si' A es la solucién optima, entonces
Exlziy;] — E alziy;] = 0.

Observacion. Si las variables X e Y estédn centradas (por ejemplo, normalizadas), la

condicién dada por el corolario 4.2.3 se reduce a:

COVWA (l’, y) = COVﬁ'("L‘7 y)
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El problema de optimizacién final se expresa como
méx ((A;7r)
s.a  Rango(A) <r.
Dada su complejidad computacional, este problema se reformula como:
min {W(A) — Ez[®a(z,y)] + Al|All}, (4.17)

donde || A||« representa la suma de los valores singulares de A (Gentle, 2017). La
solucion numérica se obtiene mediante un proximal gradient descent en combinacién
con el algoritmo de Sinkhorn. Este método, similar a SISTA, garantiza convergencia

gracias a los resultados en Toh and Yun (2010).

Algorithm 3 Estimacién de la matriz A

1: Entrada: Matriz inicial A, tamano de paso 6, emparejamiento observado
{(z*, y*) }r=1.. ~, pardmetro de regularizacién A.
2: Recursive:

3: while el criterio de convergencia no se cumple do Aplicar el algoritmo de Sinkhorn

para estimar 74.
4: Actualizar la matriz A:
A A—9 Z — i)t ()T
i,j=1
5: Descomposicién en valores singulares (SVD):

[U, D(s1, ..., s4), V] = SVD(A).

6: Aplicar la penalizacién nuclear:

A« UD((s; —tA\)*t, .., (sq —tA) VT
7: end while
8 return A.

La descomposicién en valores singulares (SVD) se refiere a la factorizacién de la

matriz A en la forma:

A=USVT,
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donde U y V son matrices ortogonales y S es una matriz diagonal con valores no
negativos. El rango de A estd acotado por r < min{dim(z), dim(y)}. Para mas detalles,
véase Gentle (2017). Por otro lado, 7 = max{0, z}.

Al igual que en el algoritmo SISTA, la convergencia del procedimiento propuesto
en Dupuy et al. (2017) estd garantizada por los resultados de Toh and Yun (2010). El
objetivo del estudio en Dupuy and Galichon (2014) y Dupuy et al. (2017) es determinar
los factores que influyen en la elecciéon de pareja entre hombres y mujeres.

En Dupuy et al. (2017), se implementa este marco tedrico para analizar datos de
la encuesta Dutch Household Survey (DHS), incorporando variables como educacion,
peso, indice de masa corporal (IMC) y rasgos de personalidad basados en el 16 PF Test.
En total, se consideran 26 dimensiones, por lo que la matriz A tiene dimensiones 26 x 26
(i.e., A € Magxas =~ R57%). Posteriormente, se realiza una reduccién de dimensionalidad
mediante una serie de indicadores.

Los resultados principales del estudio indican que la caracteristica mas relevante
en la eleccion de pareja para las mujeres es la tendencia a ser fdcilmente ofendido,
mientras que para los hombres es el rasgo de disciplinada.

Para ilustrar cémo se puede aplicar esta metodologia en otro contexto, consideremos
el estudio del emparejamiento en el mercado educativo universitario. El primer paso
consiste en identificar las variables ¢lave para la investigacién y generar indicadores

basados en sumas ponderadas del tipo:

k
J=1

Posteriormente, utilizando técnicas de reduccién de dimensionalidad provenientes del
aprendizaje automatico (Murphy, 2022; James et al., 2021), se pueden agrupar los
individuos en clusters segin sus caracteristicas. De este modo, cada grupo de individuos
estara representado por un vector x, mientras que cada universidad estara representada
por un vector y. Ademds, se obtiene una matriz de transporte 7 tal que 7, indica
la proporcién de individuos con caracteristicas = que terminan matriculados en una
universidad con caracteristicas y.

Siguiendo un enfoque similar al de Dupuy et al. (2017), se puede plantear una

especificacion funcional para el costo del emparejamiento:

c(x,y) = z" Ay. (4.18)
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A partir de esta formulacién, la matriz A puede estimarse utilizando el procedimiento

descrito en esta seccion.

4.3. Estimacion de beneficios laborales y producti-

vidad laboral

Pasamos del mercado del matrimonio al mercado laboral. El articulo Dupuy and
Galichon (2022) introduce un estimador de méxima verosimilitud para el valor de
comodidades® laborales y productividad laboral en un mercado de emparejamiento
Unico, basado en los equilibrios de emparejamiento y salarios observados. Los autores,
si bien mencionan que su estimador se acomoda a varias situaciones, ajustan el modelo
al caso de compensaciones por accidente en el trabajo (usan datos para Estados-
Unidos 2017). El set-up del modelo es similar al que se presenté para Dupuy and
Galichon (2014). Las modificaciones siguen fundamentalmente las ideas presentadas en

Echenique et al. (2023) (capitulo 26).

Demanda y oferta. Se define el salario w(x,y) del trabajador de tipo x en la firma y.
No obstante, la decisién del trabajador no depende tinicamente del salario, sino también
de ciertos factores adicionales de eomodidad. Estos se descomponen en un componente
sistemédtico a(z,y) y un componente estocastico e(y). La utilidad total percibida por
el trabajador es:

a(r,y) +w(z,y) + oie(y).

Se asume que ¢ sigue una distribucién de Gumbel (Extreme Value Tipo 1). A

continuacion, se describe el proceso de emparejamiento:

1. Los trabajadores seleccionan aleatoriamente un subconjunto finito de firmas
dentro de ), denominado random pool. Para simplificar la exposicion y aplicar la
teorfa-de eleccién discreta, consideramos )Y como un conjunto finito, aunque en

casos mas generales podria ser continuo.

2. El conjunto de firmas elegibles se modela mediante un Poisson Point Process,

como se explicé en la seccion 4.1.

8Se puede entender como beneficios a los trabajadores.
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3. Se asume que este proceso estd definido sobre ) x R, con intensidad dye™¢de.

De manera analoga, las firmas perciben un beneficio neto dado por:

V(@,y) — w(z,y) + oan(),

donde 7(z,y) representa los beneficios productivos de la firma, w(z,y) es el salario y

n(x) es un shock de productividad.
Definicién 4.3.1. Se define la utilidad indirecta aleatoria como:
U = méx U(z,y) “o1e(y)
Y N——

=a(z,y)+w(z,y)

A partir de la seccién 4.1, se obtiene que:

exp (a(z,y);wmy))
m(y|z) = ; : :
/eXp (Oé(fv,y)+w(x,y)> 0y
y 01
exp (v(wvy);zw(r,y)>
m(zly) = ; ; :
/ exp (7(16 ,y) —w(x ,y)) Jy/
X 02

De manera mas compacta:

() = oxp (Oé(:v, y) +w(z,y) - U(x)> 7

01

T ly)= exp (Waw — w(,y) - v(y)) |

02

donde

e = orln [ exp <a<x,y/> + w(x,y'>) "

01

() = orin [ exp (WL g

)

Definicién 14.3.2. Equilibrio. Un salario de equilibrio w(z,y) es aquel para el cual
la densidad 7 (z, y) obtenida del problema de los trabajadores coincide con la densidad

resultante del problema de las firmas. Esto implica:

exp (a(ﬂs, y) +w(w,y) — a(ﬂ?)) _ n(.y) = exp (7(1“,?4) —w(r,y) — b(@/))  (419)

01 02
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con
a(z) =u(z)—oilnf(z),
bly) =vly) —o2lng(y).

Corolario 4.3.3. Denotando o = 01 + 09, en equilibrio el salario satisface:

02

w(z,y) = 2 (3(w,) = by) + Z(ala) - ale,y). (1.20

Corolario 4.3.4. Se tiene que:

7(z,y) = exp <¢<x7 y) —alz) — b(?/)) |

o

donde ¢ = v+ a.

Observacién. Dado que a priori no se conocen a(z,y) v ~y(z,y), es necesario

determinar a y b para satisfacer:

/ exp (qﬁ(fc,y) —a(r) — b(y)) dy = (),
Yy

o

/ exp (cb(x,y) —a(z) — b(y)> dz = g(y).

g

Una opcién para ello es el algoritmo de Sinkhorn.

Estimacion paramétrica. El conjunto de observaciones estd compuesto por las ternas
{X;,Y;, W;}_,, donde X; y Y; representan los vectores de caracteristicas de empleados
y firmas, respectivamente, mientras que W; = w(X;, Y;) +¢; es el salario observado, con
un término de error ¢; ~ A (0, s?). El objetivo es estimar las funciones a(x,y) (beneficio
del trabajador) y v(x,y) (productividad de la firma). Recordemos que ¢(x,y) representa
la ganancia conjunta del emparejamiento. A partir de los corolarios 4.3.3 y 4.3.4, se

obtiene:

a(z,y) = oy Inw(z,y) —w(z,y) + c(x),

Y(2,y) = oalnm(x,y) +w(w,y) — d(y).

El emparejamiento 7(x,y) se modela como:

m(z,y) = exp(¢(z,y) — a(x) — b(y)),
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donde las funciones a(x) y b(y) deben satisfacer las siguientes ecuaciones de restriccion:
[ exvl6(a,) = afe) - by))dy = f(a),

Y
[ exp(6(0.9) - alo) = b(w))do = gly).

X

(4.21)

Ademas, se definen las siguientes funciones auxiliares:
u(z) = oa(x) + o1 ln f(x) +t
v(y) = ab(y) + o2 Ing(y) -
Utilizando estas expresiones, el salario en equilibrio se puede escribir como:
w(z,y) = o1(y(z,y) — b(y)) + o2(a(z) — a(z,y)) +¢.

Para estimar los pardmetros, se asume la siguiente parametrizacion para o(z,y) y

v(x,y), en términos de una base de funciones {py, 1 linealmente independientes:

a(z,y; A ZAwk 2,9),

v(z,y; T Zrk% z,y).

De esta manera, la funcién de ganan(na conJunta se expresa como:

o(z,y; Z@kgok z,y), con ®p =T} + Ay.
El modelo queda entonces completamente parametrizado por el vector de parametros:
0= (AT, 01,091, 5%).
Dado que 7(z,y) estd modelado en términos de ®, se tiene:

m(2,y;®) = exp (¢(x, y; @) — a(z; ) — b(y; D)) ,
donde a(x; ®) y b(y;P) se determinan resolviendo el sistema (4.21). Finalmente, la

funcién de log-verosimilitud de la muestra es:
(W —w(X,Y;0))? 5
552 -5 In s%.

Aqui, 7 representa la densidad empirica observada. Al maximizar esta log-verosimilitud,

InL(0) = nE: |¢(X,Y: ®) — a(X;®) — b(Y; ®) —

se obtiene una estimacién para los parametros 7r . Para una exposiciéon mas detallada,
se recomienda consultar directamente Dupuy and Galichon (2022). Si bien las ideas
principales y méas importantes ya fueron expuestas en este documentos, los detalles del

articulo son necesarios si se quiere profundizar e investigar en la misma linea.
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4.4. Mismatching ocupacional y el mercado laboral

peruano

En esta ultima seccion, exploramos una aplicacion de la teoria revisada a lo largo
de este documento en el contexto del mercado laboral peruano. Siguiendo la linea de
Burga and Moreno (2001), introducimos una idea de indole metodoldgica para modelar
el emparejamiento ocupacional mediante técnicas de transporte optimo regularizado.
Esta aproximacion permite un anélisis detallado de los factores que determinan la
asignacion de trabajadores a ocupaciones, aprovechando recientes avances en teoria
econémica (Galichon, 2016).

Desde mediados del siglo XX, los paises en desarrollo, incluida América Latina,
experimentaron una expansion educativa sin precedentes: En el Peru, las tasas de
matricula crecieron de manera significativa, con aumentos en la educaciéon primaria
(61.1% a 85.5%), secundaria (13.3% a 48 %) y superior (1.8% a 11.7%). Si bien
la inversion en educacion suele estar asociada con mayores ingresos y mejores
oportunidades laborales, en muchos casos ha generado una sobreoferta de trabajadores
calificados para empleos que no requieren dichas habilidades. Esto ha resultado en altos
niveles de subempleo y desempleo en los sectores mas educados. En este contexto, el
mismatching ocupacional, definido como la discordancia entre la formacién profesional
y el empleo desempenado, se ha convertido en un problema clave en la economia laboral
peruana.

El Peru presenta una alta incidencia de mismatching ocupacional, reflejada en
la insercién laboral de individuos en puestos que no corresponden a su formacion.
A diferencia del enfoque de Burga and Moreno (2001), en lugar de medir el grado
de discordancia’ en términos de escolaridad excedente (overeducation), proponemos
modelar directamente la asignacién de trabajadores a ocupaciones mediante una
estructura de costos paramétrica. En este sentido, empleamos una formulacion basada
en el criterio de disimilitud Dupuy et al. (2021), en la que el costo de emparejamiento

se’'define como
K
8 _ k
Cij = g Bkdz’ju
k=1

donde dfj captura diferencias clave entre la ocupacion j y el perfil del trabajador .
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Las matrices de disimilitud dfj pueden construirse a partir de variables relevantes
extraidas de encuestas como ENAHO y ENDES. Por ejemplo, entre los factores que

pueden influir en el emparejamiento laboral destacan:
= Diferencias en la edad promedio de los trabajadores en cada ocupacion.
= Brechas en los anos de educaciéon requeridos y alcanzados.

= Niveles de habilidades técnicas y blandas demandadas por ocupaciones especifi-

cas.
» Localizacién geografica y accesibilidad al empleo (movilidad laboral).
s Condiciones de formalidad e informalidad en el mercado laboral.

Para la estimacién de los costos de emparejamiento, se emplea el algoritmo SISTA.
Esto permite identificar los factores mas determinantes en la asignacién laboral y
cuantificar el impacto de la sobreeducacion dentro de la estructura de costos. A
diferencia de Burga and Moreno (2001), donde se definfa a un trabajador sobreeducado
si su nivel de escolaridad superaba la media mas una desviacién estandar (u + o), en
nuestro enfoque, la sobreeducacién es una caracteristica endégena dentro de la funcién
de costos.

El desafio clave en este estudio es la construccién de las matrices (d;;)* y la
estimacién del pardmetro 3 € R¥X. Para ello, se incorpora una penalizacién LASSO
(1181]1), lo que permite seleccionar automaticamente las variables mas relevantes. Un
ejemplo concreto de construccion de estas matrices es el andlisis de la localizacién

geografica:
» Sea d¥ una medida de conectividad de la regién donde reside el trabajador i.

= Sea d;? un indicador de la necesidad de conectividad de la ocupacién j (e.g.,

médicos e informaticos requieren mayor conectividad que taxistas o pintores).
= La disimilitud entre i y j se modela como dy; = (df — d¥)>.

Este analisis permite capturar las fricciones en la movilidad laboral y su impacto en
la asignacion ocupacional. En general, la metodologia propuesta ofrece un marco mas

flexible y granular para estudiar el mercado laboral peruano, considerando dimensiones
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que van mas alla de la educacién y permitiendo una mejor identificacion de los
determinantes del mismatching ocupacional.

Con esto concluimos la seccién de aplicaciones en economia. Cabe resaltar que
las herramientas presentadas en este documento tienen un alcance mas amplio que el

abordado aqui.



Capitulo 5

Estabilidad del matching via
Optimal Transport

El trabajo de Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph Root (2024)
estudia mercados de emparejamiento con preferencias alineadas (Niederle and Yariv,
2009)', estableciendo conexiones entre estos mercados y la teorfa del transporte
optimo. El resultado principal de Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph
Root (2024) relaciona los emparejamientos estables, el bienestar utilitario y los
emparejamientos igualitarios con un problema de transporte éptimo que depende de
un parametro o € R. Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph Root (2024)
demuestran que si, en lugar de maximizar la suma de las utilidades, se maximiza
una transformacién convexa de estas?, la solucién al problema de transporte éptimo
es aproximadamente estable. Mas especificamente, los autores prueban que cuando
a > 0, la soluciéon del problema de transporte 6ptimo genera un emparejamiento
aproximadamente estable, donde ninguna pareja bloqueante puede generar mas de
In2/a de utilidad. adicional. Cuando a = 0, se recupera el problema de bienestar
utilitario. Esto no se obtiene simplemente sustituyendo o« = 0 en f,(u(z,y)) (donde
fo es la transformacién convexa), sino tomando el limite cuando a@ — 0. Si en cambio

tomamos o < 0, se genera una transformacion concava de las utilidades de los agentes, y

1Un caso particular ocurre cuando la utilidad obtenida por cada individuo en una pareja emparejada

(x,y) es'la misma para z y y.
2Capturan el grado de convexidad de la funcién objetivo (la transformacién convexa de las

utilidades) mediante el pardmetro .

63
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la solucién al problema de transporte 6ptimo asociado es aproximadamente igualitaria,
con un factor de aproximacién de |a|' mdx1,In|a|. Como se menciona en Federico
Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph Root (2024), el resultado principal de su
trabajo se resume de la siguiente manera:

El mismo problema de transporte optimo puede generar emparejamientos aprorima-
damente estables, maximizadores del bienestar o igualitarios, dependiendo de como se
aguste un solo pardmetro (o).

Haciendo uso de la teoria del transporte oOptimo, Federico Echenique, Fedor
Sandomirskiy and Joseph Root (2024) permite abarcar mercados finitos e infinitos,
incluyendo aquellos con agentes contables e incontables; cuya importancia ha sido
resaltada en trabajos como Azevedo and Leshno (2019)y Chei (2020). Los resultados
de Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph Root (2024) son independientes
de la cardinalidad del conjunto de agentes. Sin embargo, es importante notar que el
marco tedrico asume que las preferencias estan alineadas, una hipétesis clave explicada
en la seccién 6 de dicho articulo. Cuando las preferencias estan alineadas y el mercado
es finito, siempre existird un emparejamiento estable: la pareja con mayor utilidad sera
emparejada primero, seguida de la siguiente, y asi sucesivamente Niederle and Yariv
(2009). El caso infinito hace uso de teoremas y resultados mds pesados.

El concepto de preferencias alineadas, fundamental para garantizar la factibilidad
de los emparejamientos estables en diversos mercados, ha sido poco explorado en la
literatura existente, como se menciona en Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy
and Joseph Root (2024). Una excepcién importante es el estudio de Ferdowsian
et al. (2023), que examina el uso de preferencias alineadas para analizar interacciones
estratégicas en mercados de emparejamiento descentralizados. Este trabajo demuestra
que los emparejamientos estables pueden ser implementados bajo condiciones estrictas,
incluyendo informacién de preferencias completa, ausencia de fricciones temporales
o una riqueza suficiente de escenarios de mercado. Los mercados descentralizados
presentan desafios particulares, como fricciones informativas y temporales, que pueden
afectar la eficiencia de los resultados y representar obstaculos criticos para la
estabilidad. Ferdowsian et al. (2023) introduce un modelo de juegos en mercados
descentralizados y examina cémo las fricciones temporales y la informacién incompleta

influyen en la posibilidad de alcanzar resultados estables de manera eficiente. Si bien
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la hipotesis de preferencias alineadas puede parecer fuerte, permite describir muchos
escenarios con cierto grado de precision. Muchos mercados en los que la calidad es
un factor determinante presentan simetria. Otra variable detras de esta simetria es
la distancia. Por ejemplo, en el contexto de la eleccién de escuelas, (Walters, 2014;
Agarwal and Somaini, 2019; Laverde, 2023; Alba-Vivar, 2025) destacan que una
variable clave en el emparejamiento es la distancia entre la escuela y el hogar del
estudiante. En particular, Laverde (2023) analiza las limitaciones de las politicas de
eleccién de escuelas en el contexto de la segregacién residencial, usando datos del
sistema de escuelas publicas de Boston para revelar disparidades raciales en el acceso
a educacion de calidad. El estudio encuentra que los estudiantes blancos de pre-
escolar tienen mayor probabilidad de ser asignados a-escuelas de mejor calidad que
los estudiantes negros e hispanos, con brechas raciales comparables a aquellas bajo un
sistema de asignacién basado en vecindarios. La investigacion identifica la distancia a
las escuelas de alta calidad como el principal factor explicativo de la mitad de la brecha
racial en la calidad de las escuelas asignadas. Este hallazgo desafia que tan efectivos son
los sistemas de elecciéon para proporcionar acceso equitativo a los recursos educativos,
destacando la necesidad de abordar las barreras de distancia y re-evaluar las reglas de
asignacion.

Otro punto importante senalado en Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and
Joseph Root (2024) sobre el emparejamiento con preferencias alineadas es que los
mercados de emparejamiento con utilidad transferible, también conocidos como *
emparejamiento con dinero, suelen generar naturalmente preferencias alineadas. Por
ejemplo, en el mercado matrimonial, estudiado en Becker (1973) (basado en Shapley
and Shubik (1971)), hay dos conjuntos de agentes X,Y, ambos finitos, y cada par
(x,y) € X x Y genera un excedente ®(z,y). Luego, los agentes en la pareja dividen
el excedente. En este contexto, la negociacion de la divisién del excedente suele
ocurrir después. de que la pareja se forme. Si esta negociacién sigue un protocolo
de negociacién de Nash con opciones externas fijas, las preferencias de los agentes se

alinean naturalmente, ya que cada uno recibe una fraccién constante del excedente total

3 Aparecen en varios contextos econémicos, como plataformas que conectan compradores y
vendedores (por ejemplo, Freelancer o Mercado Libre), mercados bilaterales con bienes heterogéneos

Rochet and Tirole (2003), y el mercado matrimonial Galichon and Salanié (2022b).
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®(z,y). Este mecanismo ilustra cémo las preferencias alineadas emergen naturalmente
en problemas de emparejamiento; ver Niederle and Yariv (2009) para una situacién
similar en el contexto del emparejamiento entre empresas y trabajadores.

En lo que sigue, estudiamos las secciones del articulo de Federico Echenique, Fedor
Sandomirskiy and Joseph Root (2024), el cual empieza abordando el matching en la
recta. En seguida se escala a espacios mas generales y se presentan los resultados

centrales del articulo.

5.1. Emparejamiento en la recta

Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph Root(2024) inicia su anélisis
con un estudio del emparejamiento en la recta real. En este marco conceptual, los
agentes son representados como puntos dentro.del espacio continuo R, mostrando una
preferencia por parejas cercanas (interpretado en sentido topolégico, con R equipado
con la métrica estandar | - |). Este modelo facilita la visualizacién de emparejamientos
estables, proporcionando una comprension intuitiva de la estabilidad en estos contextos.
Los autores presentan este modelo para proporcionar una intuicién que podria ser
bastante 1til en resultados posteriores, donde la situacion ya no es representable
visualmente.

Los participantes del mercado, designados como X C R y Y C R, se modelan
utilizando medidas no atémicas sobre R, representadas por u y v, respectivamente. Se
asume que u(X) = v(Y); es decir, que ambos lados tienen la misma masa. Podemos
pensar, por ejemplo, en un mercado matrimonial con un continuo de agentes. Cada
agente es caracterizado por un tipo z € X. De manera analoga, cada mujer es
caracterizada por su tipo y € Y. El tipo de un agente podria estar determinado por
variables como ingresos, altura, peso o nivel educativo. Se asume que X,Y C [a,b] C R.

Cuando dos agentes con tipos x e y se emparejan, obtienen una utilidad dada por:
u(z,y) = —[z —y[ € [-(b—a),0]. (5.1)

Por lo tanto, si los agentes estdn muy cerca con respecto a la topologia usual de R

inducida por la norma | - |, su utilidad aumenta.
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Definicién 5.1.1. Un emparejamiento 7 es estable si, para cualquier par de elementos

1, Y1 To,Y2) en el soporte* de 7
n)y Y

|21 = yo| = min{|zs —wil, lz2 — ol vy w2 =y = min{|zy — yal, |22 — yol .
Esto significa que un emparejamiento es estable si no es bloqueado® por-algiin par.

La definicién 5.1.1 es ligeramente diferente a la de Federico Echenique, Fedor
Sandomirskiy and Joseph Root (2024): aqui consideramos ambos pares bloqueadores

(x1,y2) ¥ (x2,91). En la siguiente figura mostramos algunos emparejamientos inestables.

- -~ A -~/ N
- P N - 7~ \
/ ’ / A \ \ /7 7 / N \ \
/ ! \ \ / 1 \ \
A4 AV AV | \V4 A4 AV V
Ty Ly Yi Yo z Yo Y, Ly
(a) blocked by (z,,y,) (b) blocked by (z; ,y,)
-~ -T " T~ ~
—_—— e N
- ~ . , -— = N
,7 N s .7 N \
ST / \ VA \ \
/ AR \ /] Vo
v Vv i v v Vv
Z Ty Yy Ya Yy Zy Yi Ty
(c) blocked by (=, ,y ) (d) blocked by (z, ,y,), (z, ,y,)

Figura 5.1 Emparejamientos inestables en la linea. Adaptado de Federico Echenique,

Fedor Sandomirskiy and Joseph Root (2024).

Una observacién importante es que cualquier emparejamiento estable agotara todas
las coincidencias posibles tales que x = y. En efecto, 0 < |0| para cualquier 6§ € R. Por
lo tanto, un emparejamiento estable agota toda la masa comun a p y v. Para entender
como se empareja el resto de la poblacién, Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy
and Joseph Root (2024) establecen una propiedad estructural que deben cumplir los

emparejamientos estables. Veamos.

Definicién '5.1.2. Dados 21,22 € R, sea O(zy, 29) el circulo mds pequetio en R? que

contiene los puntos (z1,0) y (z2,0).

4EI menor conjunto cerrado en X x Y con medida completa.
5Aqui la relacion de preferencia implicita = esta representada por la funcién de utilidad (5.1).
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Definicién 5.1.3. Un emparejamiento 7 satisface «no-cruce» si, para cualquier par de
elementos (x1,y1) vy (z2,y2) en el soporte de 7, los circulos O(x1,y1) y O(xg,y2) no se

intersecan a menos que r; = Ts 0 Y1 = Y.
Lema 5.1.4. Todo emparejamiento estable satisface la propiedad de no-cruce.

Demostracion. Consideremos (x1, 1), (z2,y2) € supp m, con x; # o V' y1 # Yo
Supongamos que O(x1,y1) N O(xq,y2) # 0. Entonces, hay dos cases posibles.
El primer caso es que
T < Tog <Y < Yo.
En este caso, |xo — y1| < |z1 — 1| ¥ |22 — y1] < |x2 — y2| Por lo tanto, 7 es bloqueado

por (%;yl)‘

El segundo caso es cuando se cumple
T < Yo <Y1 < Xoa.

Si esto ocurre, entonces |x1 — yo| < |1 —y1| ¥ |T2 — 1| < |22 — yo|. Si 7 fuera estable,

entonces

|21 — 1| < |22 — 1),

T2 = Y| < |21 — 92l
Sin embargo, por transitividad,

21 — 1| < |22 — y2|

|22 — y2| < |21 — W1l

Esto es una contradiccion, por lo que 7 no es estable. O

Observacion. Como se menciona en Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and
Joseph Root (2024), los emparejamientos estables tienen mas estructura que solo la
propiedad de no-cruce. No obstante, la propiedad de no-cruce por si misma es lo
suficientemente fuerte como para reducir la bisqueda de un emparejamiento estable. La
siguiente proposicién Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph Root (2024)

es el resultado principal sobre emparejamientos en R.
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Proposicién 5.1.5. Si p = 4 — v es una medida no-atomica® que cambia de signo un
numero finito de veces, entonces existe un unico emparejamiento estable 77. Ademsés,
para cada x; € X, existen a lo mas dos elementos y1,ys € Y tales que (x1,y1) y(x2, y2)
pertenecen al soporte de 7. Finalmente, si 1 y v tienen densidad constante por partes

con a lo mds m intervalos de constancia, el algoritmo se ejecuta en O(m?).

Demostracion. Ver el anexo de Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph

Root (2024). O

5.2. Estabilidad, equidad y transporte 6ptimo

Consideremos ahora el marco general, estudiado en la seccion 3 de Federico
Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph Root (2024). Sea X,Y dos espacios
métricos separables (Aliprantis and Border, 2006) dotados de la o-algebra de Borel
(ver anexo de medida y probabilidad). Para un espacio Z, denotemos por M, (Z) el
conjunto de medidas positivas en Z con masa total finita. Entonces, la distribucion de
los tipos de agentes en X y en Y estd representada por p € M (X)yv € M (Y)
respectivamente. Se asume que p(X) = v(Y). Como antes, una distribucién © €
M (X X Y) es un emparejamiento si tiene p y v como distribuciones marginales .
Denotamos nuevamente por II(u, v) el conjunto de todos los emparejamientos.

Supongamos que las preferencias de los individuos estéan representadas por funciones
de utilidad, u(z,y) para * € X y v(z,y) para y € Y. Entonces, en particular, si
u(x,y) = v(x,y), las preferencias estan alineadas. La siguiente definicién, propuesta en
Greinecker and Kah (2021), extiende la nocién clédsica de estabilidad introducida por

Gale and Shapley (1962) a espacios métricos separables generales.

Definicién 5.2.1. Un emparejamiento 7 es e-estable con un parametro € > 0 si, para

6Una medida no-atémica es una medida en la que ningtin punto (o 4tomo) tiene medida positiva.
En otros términos; una medida p en una sigma-algebra F es llamada no-atémica si para todo conjunto

A € F eon u(A) > 0, existe un subconjunto B C A, B € F, tal que 0 < u(B) < p(A4).
"Que puede obtenerse mediante un algoritmo, ver el apéndice A en Federico Echenique, Fedor

Sandomirskiy and Joseph Root (2024). Si u y v tienen densidad constante por partes con a lo mas m

intervalos de constancia, el algoritmo se ejecuta en tiempo del orden de m?2.
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7w X 7 casi todos los pares (z1,v1), (Z2,%2), (5.2 V 5.3) A (5.4 V 5.5), donde:

w(zy, y1) — u(wr, y2) > —€ (5.2)
(2, y2) — v(z1,92) = —¢ (5.3)
w(za, y2) — u(w2,41) = —¢ (5.4)
v(@1, 1) — v(a2,41) = —€. (5.5)

Si 5.2 o 5.3 se satisface, el par (z1,y2) no puede bloquear el emparejamiento. De

manera similar, si 5.4 o 5.5 se cumple, el emparejamiento no puede ser bloqueado por

(w2, 1)

Definicién 5.2.2. Si, en la definicién 5.2.1, ambas desigualdades 5.2 y 5.3 se violan,
entonces (x1,ys) se llama un e-par bloqueador. Andlogamente, si 5.4 y 5.5 se violan,

(x2,y1) se llama un e-par bloqueador.
En la definicién 5.2.1, cuando ¢ = 0, el emparejamiento 7 es estable.

Lema 5.2.3. Sean u y v funciones continuas. Un emparejamiento 7 es e-estable si y

solo si, para cualquier (z1,41), (22,92) € supp(w), se cumple (5.2 V 5.3) A (5.4 V 5.5).

Demostracion. Una implicacién es directa; la propiedad puntual (pares en el soporte)
implica m X 7 en casi todo punto. Por lo tanto, solo queda probar la direccion opuesta.
Sea m un emparejamiento ¢-estable de poblaciones p € M, (X)y v € M, (Y), con u
y v continuas. El objetivo es mostrar que para cualquier (xy,y), (22, y2) € supp(n),
se cumple (5.2 V 5.3) A (54 V 5.5). Se procede por contradiccién. Supongamos que
existen (z7,y7), (5, y3) € supp 7 tales que se cumple (= 5.2 A = 53) V (= 5.4 A =
5.5). Nos enfocamos en (— 5.2 A = 5.3) ya que el caso (= 5.4 A = 5.5) es anélogo.

Dado que w y v son continuas, existen vecindades U,V C X x Y de (z7,y}) y
(x5, y5), respectivamente, tales que ambas desigualdades (5.2) y (5.3) se violan para
(x1,41), (x25y2) € U x V. Como (z7,y;), (3, y3) € supp(n), se cumple 7(U), 7(V') > 0.

En efecto, por un lado U N supp(w) # (. Si asumimos que 7w(U) = 0,
automaticamente 7(U¢) = 1. Dado que U° es cerrado, U°N supp(m) también es cerrado.
Finalmente,

m(U°N supp(w)) =1 A U°N supp 7 C supp(m),
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lo cual contradice la definicién de supp(7). El mismo argumento aplica para V. Por lo
tanto, U x V tiene medida positiva bajo m x 7, lo que contradice la e-estabilidad de

. ]

Observacion. Si las preferencias de los agentes en X y Y estan alineadas, entonces

(5.2), (5.3), (5.4) y (5.5) se pueden reescribir en términos de dos desigualdades:

u(wy,y2) < max{u(zy, y1), u(re,y2)} + ¢ (5.6)

u(w2, y1) < max{u(zy, y1), u(r2, y2)} A4 €. (5.7)

Por lo tanto, un emparejamiento es estable si (5.6) y (5.7) se'cumplen 7 X 7 en casi

todo punto.

La siguiente nocién importante estudiada en Echenique et al. (2023) es la nocién

de equidad. Dado un emparejamiento m € Il(u, v), definimos el siguiente nimero real
Umin (7'('):
Unin(m) = - min  u(x,y). (5.8)

(z,y)€supp(n)

Cuando X y Y son compactos y u(+,-) es continua, (5.8) estd bien definida ya que
supp 7 es un subconjunto cerrado de un conjunto compacto X x Y, por lo que también
es compacto.

Ademéds, utilizando (5.8),-definimos el «mejor» Uy, () sobre todos los empareja-

mientos. Es decir:

min(H: V) = méx  Upin ().
mell(p,v)
Note que U’ (i, ) es una especie de mejor cota inferior (cota inferior igualitaria en

el espiritu de Rawls (Rawls, 1971).

Cuando X y ¥ son compactos y u es continua, tanto U,y como U, estan bien

min

definidas®. Cuando no se puede tomar el minimo, este se reemplaza por el infimo

esencial.

Definicién 5.2.4. Un emparejamiento © € II(u,v) es e-igualitario si existe un

subconjunto S C X x Y con w(S5) > (1 —e)n(X x Y) tal que

w(@,y) > Upn(p,v) =€, V¥ (2,y) € 5.

8La compacidad de II(u, ) se sigue de las propiedades impuestas, Villani (2009).
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Para € = 0, el emparejamiento es igualitario.

Note que la definicién 5.2.4 tiene una interpretacion clara. S representa un conjunto
que es, conforme ¢ se hace mas chico, casi igual de grande que X x Y. En paralelo,

para ¢ cada vez mas chico, la utilidad de los individuos en S es mayor igual quela cota

*
min*

inferior

Definicién 5.2.5. Dada una funcién de costo ¢ : X XY — R, un conjuntoI' C X xY

es llamado c-ciclicamente mondtono si

n

Zc@%yi) < Zc<xi>yi+1>7 Vn2>2,
i=1

i=1
donde Y11 =1, vy (x1,11), .oy (T, yn) € T

Observacion. Se sabe que las soluciones a un problema de transporte éptimo estan

soportadas en un conjunto c-ciclicamente monétono, véase Villani (2009) o Ambrosio

et al. (2021).

Ahora presentamos el resultado principal en Federico Echenique, Fedor Sandomirs-
kiy and Joseph Root (2024), que describe la conexién entre estabilidad, equidad y
transporte 6ptimo. Para un mercado de emparejamiento con preferencias alineadas,
donde la funcién de utilidad es v : X X Y — R, los autores consideran una familia
paramétrica de funciones de costo, parametrizada por a:

1 —exp(a- u(z, y))

calT,y) =

Naturalmente, existe una tensiéon (o compensacién) entre estabilidad y equidad. De
hecho, Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and Joseph Root (2024) demuestran
que la estabilidad y la equidad resultan de tomar valores extremos opuestos para el

parametro a. Veamos.

Teorema 5.2.6. Sea 7* una solucién del siguiente problema de transporte 6ptimo:

min /X y Colz,y)dm(x,y). (5.9)

mell(p,v)

Entonces,

1. Sia >0, 7" es e-estable, con ¢ =1In2/a.
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2. Sia <0, 7" es e-igualitario, con € = (méax{1,In|a|})/|al.

Observacién. Si tomamos el limite @« — 0 en ¢,, obtenemos —u(z,y). Por lo tanto,
definimos ¢q(z,y) = —u(x,y). De esta manera, el problema de transporte para a = 0

corresponde a la maximizacién del bienestar social utilitario:

W = [ uwy)dntzy)
XXY
Asi, variando o de —o0 a 00, es posible interpolar entre equidad, bienestar y estabilidad.

Observacion. Segin Villani (2009), se sabe que solo se requiere que u sea continua y
acotada’ para garantizar la existencia de una solucién a (5.9). Nose necesitan supuestos

de compacidad sobre X y Y, basta con que sean espacios polacos.

La demostracion se descompone en los casos a > 0y a < 0. Primero, se analiza el

caso o > 0.

Demostracion. Siguiendo el apéndice B en Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy
and Joseph Root (2024). Consideramos preferencias alineadas. Sea u la funcién de
utilidad que representa dichas preferencias y tome valores en un intervalo abierto I C R,
posiblemente infinito. Sea h : I — R4y una funcion diferenciable y supongamos que

existe a > 0 tal que
K (L)
h(t)
El propdsito es demostrar que-cualquier solucién al problema de transporte 6ptimo con

>a, Vtel.

funcion de costo —h(u(z,y)) es e-estable, con € = In2/a. De hecho, h(t) = exp(at)
cumple las condiciones de h.
Se requiere un resultado de Beiglbock et al. (2009): Dado un problema de transporte
o6ptimo
min / c(z,y)dr(z,y),
Xxy

mell(p,v)
donde X y ¥ son espacios polacos'’ y ¢ un costo medible, supongamos que el valor
de este problema de transporte es finito y se alcanza en algin 7*. Entonces, existe un

conjunto, c-ciclicamente monétono I' tal que 7*(I") = 1. Asi, considerando n = 2,

h(u(zy, y2)) + h(u(rz, y1)) < h(u(zy, y1)) + h(u(zs, y2)).

¢ semicontinua inferiormente y acotada.

9
10Espacios topoldgicos separables completamente metrizables; es decir, espacios homeomorfos a un

espacio métrico completo que tiene un subconjunto denso numerable.



Capitulo 5. Estabilidad del matching via Optimal Transport 74

Dado que h es positiva,

h(u(z,92)) < 2méx{h(u(z1, 1)), h(u(ws, y2))}-

Ahora, consideremos t,t" € I. Mediante integracién simple:

In (%) >a(t' —t), t<t.

Sea t = max{u(xy,y1), u(x2,y2)} y t = u(xy,y2). Si t < ¢, entonces
In2 > a(u(wr,y2) — max{u(zs, y1), u(zs, 92)})-

Sit > t', entonces, dado que a(u(xy,ys) — max{u(zy,y1), u(xs,y2)}) < 0, trivialmente

In2 > C((U(.lel, y2) - méX{u('xla y1)7 U(Q?Q, y?)})
Por lo tanto, en ambos casos, 7* es e-estable con e = In2/a.!! O
Ahora, considere el caso a < 0.

Demostracion. Nuevamente, en un mercado con preferencias alineadas, supongamos
que u toma valores en un intervalo abierto I C R, posiblemente infinito. Sea h : I —
(—00,0) una funcién diferenciable creciente y supongamos que existe a < 0 tal que

(1)
R)

>a, Vtel (5.10)

El objetivo es demostrar que cualquier solucién al problema de transporte éptimo con

costo c(x,y) = —h(u(x,y)) es e-igualitaria con

~ max{1,In|al}

|
Un ejemplo de funcion que satisface (5.10) es h(t) = —exp(—|alt). Sin pérdida de

generalidad, los autores consideran medidas de probabilidad. Recordemos que
Upin(7) = inf{\ € R: 7({(x,y) : u(z,y) < A}) > 0}.

Entonces;

min(,v) = sup Uppn (7).
el (s,v)

HT.a situacién es andloga para el otro posible par bloqueador.
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Luego, considere el conjunto de todas las parejas hipotéticas cuya utilidad esta por

debajo de la cota inferior igualitaria en méas de ¢
C={(z,y) € X xY ru(z,y) < Uppn(p,v) — €}

Sea 7* una solucién al problema de transporte 6ptimo con costo —h(u(zx, y)). El objetivo
es establecer que 7 (C) no puede ser demasiado grande. Sea 6 > 0 y o’ € Il(u, v) tal
que

Unin(7') 2 Upa(pt, v) — €.

Cabe resaltar que puede no existir tal 7’ para § = 0 ya que el supremo podria no

alcanzarse. Ahora, dado que 7* es éptimo para —h(x,y),

/X  hu(e. )i (2.1) < /X bl i (o).

Dado que h(+) es creciente,

WU (1, v) = 0) < h(u(z, y))

para casi todos los pares (z,y) bajo 7’. Asi,

WU (1. v) — 6) 1(X X ¥) < /X  hlu(a)de (. 3).

Dado que u es continua y 0 > 0 es arbitrario,

WU (0 D) (X X ¥) < /X Bl )i Go.y).

=1

Ahora, descomponiendo la integral:

| ez = [ natar@n+ [ b))
< h(Up —e)m(C).

min

Por lo tante; dado que h toma valores en R__,

: o N 1R R%)
b(Un1:)) < WUy = 2)7°(C) = 7(0) < g B

min

Por otro lado, integrando (5.10) obtenemos:

BN ,
n<|h(t)|)§|a| t'—t), t<t.
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Por lo tanto,

7 (C) < exp(—ag).
Tomando t = U}, (p,v) y t' = Ul (1, v) — €, y sustituyendo con

max{1l,In|a|}

I

|

se obtiene

™(C) < min{e™ !, |al 7'}

Asi,
7 (C) <e.

]

Notacién. Se denota por IIY_ (x,v) al conjunto de emparejamientos que pueden
obtenerse como el limite débil m = lim,,_,, 74, de una sucesion de soluciones {7, }nen
al problema de transporte éptimo donde ¢ = ¢,,,, para alguna sucesién «,, — oco. De

manera analoga, se define II* __(u, v) cuando o, — —o0.

Corolario 5.2.7. Si u es continua y-acotada, entonces los conjuntos II%__(u, )
y II“__(u,v) son no vacfos, convexos y débilmente cerrados'?. Ademds, todos los
emparejamientos en I (1, ) son estables y todos los emparejamientos en IT* _(u, )

son igualitarios.

Demostracion. El primer pase consiste en demostrar que II% (p,v) y II* (1, v),
correspondientes a o —» £00, son no vacios. Dado que el argumento en cada caso es
idéntico, basta probarlo para II'f (u,v). Considérese oy, — o0 y m, como la solucién
del problema de transporte 6ptimo con o = «,,. La existencia de tal solucién esta
garantizada por las condiciones impuestas sobre u y los espacios X, Y. Por otro lado,
el conjunto Tl(u, v)'? es secuencialmente compacto en la topologia de convergencia
débil Villani (2009). Asi, posiblemente pasando a una subsucesién, se obtiene que

T =T 400 € 11(p, v). Por lo tanto, IT% _(p, v) y II*

(4, ) son no vacios. La convexidad
de % (p,v) vy II* (u,v) se sigue de la convexidad del conjunto de soluciones al

problema de transporte 6ptimo. La misma idea se aplica para la cerradura débil.

12Cerrados en la topologia débil.
13Se asume que X,Y son espacios polacos y que u € M, (X), v € M, (Y).
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Finalmente, se prueba que los elementos de II% (i, ) son emparejamientos estables

y que los elementos de II" (i, v) son igualitarios. Considere la funcién continua

(X xY)x (X xY)— R definida como

f(iUl, 917-7527?/2) = méX{0>U($l>yQ) - méX{U(fﬂl,yl), U(»Tz, 92)}}-

Un emparejamiento 7 es estable si y solo si

/f(dﬂ « dr) = 0. (5.11)
Para un emparejamiento e-estable, (5.11) estd acotado por e - pu(X) - v(Y). Luego,
usando la convergencia débil,

/f(d7r+oo X ATy o0) = h’gn/fd(ﬂn X dmy,) <lim ln—z,u(X)u(Y) = 0.

n O[n

Dado que / fldmis X dmys) > 0, se concluye que

[ fnw g =o

Por lo tanto, m. es estable. Para demostrar que los elementos de II*_(u,v) son
igualitarios, considérese un limite débil 7_., de una sucesién 7, , tal que a,, — —o0.
Fijado ¢ > 0, considérese el conjunto de parejas hipotéticas cuya utilidad estd por

debajo de la cota inferior igualitaria en mas de ¢:
Ca = {(xay) €X xY: U(l‘,y) < Urtu’n(:uv V) - E}‘
Dado que u es continua, el conjunto C; es abierto, por lo que se tiene

T_0o(Ce) < lim inf 7, (C:).

n—oo

Por el teorema 5.2.6, se obtiene que lim,, inf 7, (C:) = 0. En consecuencia, m_,(Ce) = 0

para cualquier € > 0. Dado que C. | C cuando € — 0,

e—0
e>0

T0o(Co) = T_se (U (,L) = lim7_.(C.) = 0.

Por lo tanto, dado que 7_(Cy) = 0, para casi todas las parejas (z,y) bajo m_ la

utilidad u(x,y) es al menos U, (u,v), lo que implica que m_,, es un emparejamiento

min

igualitario. Asi, todos los elementos de IT* _(u, v) son emparejamientos igualitarios. [
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Observacion. El corolario 5.2.7 garantiza la existencia de emparejamientos estables e

igualitarios y proporciona un método computacionalmente viable para encontrarlos.

Cuando el mercado es finito, para « suficientemente grande, se obtiene estabilidad.
En efecto, si X y Y son finitos, y se define

6=mm{ min [u(eryn) — u(e )|, min |u<x1,y1>—u<a:2,y1>1}

z1,Y17Y2 Y1,T17T2
como el cambio minimo en la utilidad que un agente puede experimentar si cambia
de pareja, entonces cualquier emparejamiento e-estable con £ < § es automéaticamente
estable. Por lo tanto, utilizando el teorema 5.2.6, cualquier 'solucién a un problema de

transporte 6ptimo en el caso finito con o > §/In 2 es estable.

Observacién. A partir de la demostracion del teorema  5.2.6, es evidente que el

resultado no estd limitado a c,.

5.3. Bienestar y equidad en emparejamientos

estables

El teorema 5.2.6 establece que la equidad y la estabilidad corresponden a los
extremos del espectro de «, especificamente +00 y —oo. Esto indica que la estabilidad
no garantiza inherentemente la equidad, y que la posible pérdida en equidad y bienestar,
aunque potencialmente significativa, permanece acotada.

Para comprender por qué las pérdidas en bienestar y equidad son finitas, se
reconsidera el concepto de estabilidad. Sea u una funcién de utilidad continua,
y considérese un emparejamiento 7 € MT(X X Y) con marginales p y v. El
emparejamiento 7 es e-estable, para € > 0, si satisface la siguiente condiciéon para

todos (x1,y1).y (z2,y2) en el soporte de 7

u(xh y2) S méx{u(atl, yl)a u(x% y2>} + €

Este enfoque permite interpretar (z1,y2) como un elemento representativo del espacio
producto X x Y. El criterio de estabilidad puede expresarse de la siguiente manera:
Un emparejamiento m es e-estable si, para una pareja genérica (x,y), la utilidad de

al menos uno de los integrantes en m no es menor que u(x,y) — €.
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Por lo tanto, la utilidad de una pareja hipotética (z,y) sirve como una cota inferior
para la utilidad de al menos uno de los integrantes en cualquier emparejamiento estable.
Esta observacién impone un limite crucial en la pérdida de bienestar y equidad que

puede producirse al buscar estabilidad.

Teorema 5.3.1. Sea un mercado con poblaciones unitarias'? y preferencias alineadas
representadas por una funcion de utilidad w > 0, continua y acotada. Entonces,

cualquier emparejamiento e-estable 7w satisface
1 *
W(ﬂ—) > E(W (:ua V) - 5)7
donde
W(m) = / u(z,y)dm(z;y),
XxY
y W*(p,v) = méxrer(u,) W(r). Ademas, 7 es e’-igualitario con

g 4 ! 5
= maxsg§ = \
27

Demostracion. Sea m un emparejamiento w-estable con marginales 1 y v. Dado que u

es continua, para cualquier (z1,y;), (z2,¥2) € supp(m) se cumple:
u(r1,y2) < méx{u(z, y1), u(r2,y2)} + €.
Por la no negatividad de u, se obtiene
w(ryye) < ul@i, y1) +u(za, y2) + €.

Sea 7' otro emparejamiento con marginales p y v. Considérese A € M ((X x Y) x
(X xY)) tal que sus marginales en (x1, ;) v (29, ¥y2) coincidan con 7 y su marginal en

(x1,y2) sea 7. Se tiene entonces:
W)= [ uler
XxY
—~ / u(wy, y2)dN(T1, Y1, T2, Y2)
(XXY)x(XXY)
< / (u(z1, y1) + (w2, y2) + €)dN(T1, Y1, T2, Y2)
(XXY)x(XXY)

:/ u(-Tlayl)d’/T(xbyl) +/ U(x27y2)d7f($27y2) +ée
XxY

XxY
=2W(m) +e.
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Por lo tanto,

Wi(r) = S[W (') — €],

N | —

para cualquier emparejamiento 7’. Asi, se concluye que

W(r) = 5(W*(u,v) —€).

N | —

[]

Corolario 5.3.2. Considérese un mercado donde X =Y = R?y ambas medidas p
y v tienen soporte compacto y son absolutamente continuas respecto a la medida de
Lebesgue. Si la funcién de utilidad se define como u(z,y) = —|lz — y||, el problema de
transporte 6ptimo con funcién de costo

1 — exp(—allz=yl})
8]

Ca(z,y) =
admite una solucion éptima 7* con las siguientes propiedades:
» Para a < 0, 7" es Unica y determinista.

= Para a > 0, 7 es Unica y representa una combinaciéon convexa entre un

emparejamiento determinista y un emparejamiento diagonal.
» Existe un emparejamiento determinista 7 que maximiza el bienestar.

Ademas, la condicion de absoluta continuidad con respecto a la medida de Lebesgue
puede relajarse requiriendo unicamente que p y v asignen masa nula a superficies
de dimensién (d — 1). El emparejamiento igualitario obtenido en el limite & — —o0

corresponde al problema de transporte L*; véase, por ejemplo, Champion et al. (208).

Observacion. En la asignacién escolar, las preferencias de los estudiantes y las
prioridades de las escuelas suelen centrarse en la proximidad. La investigacion muestra
que la distancia influye significativamente en las preferencias de los estudiantes por
las escuelas, con alumnos locales frecuentemente priorizados por las politicas escolares.
El emparejamiento estable en R? proporciona un marco para analizar este aspecto,
contrastando el objetivo de estabilidad, que valora altamente la proximidad, con
medidas tradicionales de bienestar que enfatizan la equidad y minimizan funciones

convexas de las utilidades. Estudios como los de Walters (2014) y Angrist et al.
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(2022) destacan cémo el emparejamiento estable puede generar mayores tiempos
de desplazamiento y costos de transporte, evidenciando un claro intercambio entre

eficiencia y equidad en la asignacion escolar.

El anélisis presentado en Federico Echenique, Fedor Sandomirskiy and'Joseph Root
(2024) no solo establece la conexién entre estabilidad, equidad y transporte 6ptimo,
sino que también aborda extensiones relevantes como el emparejamiento con multiples
parejas y los fundamentos de las preferencias alineadas. En particular; se argumenta
que la alineacién de preferencias es natural en entornos con transferencias, siguiendo a
Pycia (2012), y se establecen condiciones suficientes para la-existencia de una funcién
de utilidad comun, destacando la importancia de una propiedad de aciclicidad. Estos
resultados refuerzan la aplicabilidad del marco propuesto y sugieren direcciones para

futuras investigaciones en mercados con estructuras mas generales.



Capitulo 6

Acotamiento del CVA

Siguiendo a Hull (2006), un derivado se define como un instrumento financiero
cuyo valor se deriva de variables subyacentes, comiinmente de activos como acciones o
divisas. Aunque dichos instrumentos pueden ser bastante complejos, nos centraremos
a continuacion en contratos entre dos entidades financieras. Tomaremos el punto de
vista de una de ellas, y llamaremos a la otra la contraparte. Brindamos tres ejemplos

con la finalidad de aterrizar estas ideas:

1. Un contrato tipo forward: es un acuerdo para comprar o vender a la contraparte
un activo a un precio y en un tiempo especifico. Por ejemplo, si se piensa que
el precio de una accién caera, se buscara entrar en un contrato en el que se
venda dicha accion en el futuro a un precio similar al actual. Por otro lado, la

contraparte espera que el precio suba, y asi obtener la accién a un precio menor.

2. Una opcion: esun contrato donde una de las partes paga un precio por el derecho a
comprar o vender un activo a la contraparte, a un valor y en un plazo previamente
acordados. La diferencia con un contrato forward radica en que no se esta obligado
a ejercer este derecho, pero si no se ejerce se asume el precio del contrato como

pérdida.

3. Un contrato swap: es un acuerdo entre dos entidades para intercambiar pagos en
el futuro. El acuerdo especifica las fechas donde deben llevarse a cabo los pagos,
y el método para calcularlos (Hull (2006)). Este célculo involucra el valor futuro

de algin activo u otras variables del mercado.

82
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Considere un portafolio compuesto por contratos de derivados, incluyendo contratos
swap, celebrados con una unica contraparte'. Como es bien sabido, los precios de
los activos en el mercado estdn sujetos a fluctuaciones aleatorias, lo que-impacta
directamente en el valor de los derivados. En este contexto, el riesgo de mercado influye
en la variabilidad del valor total del portafolio.

Adicionalmente, dicho valor estd expuesto al riesgo de crédito, es decir, la
posibilidad de que la contraparte incumpla sus compromisos de pago, lo que se conoce
como default. La exposicién en caso de default corresponde a la pérdida potencial que
enfrenta la entidad que mantiene el portafolio, y equivale al'valor del portafolio en el
momento del incumplimiento, siempre que este valor sea positivo. En caso contrario,
si el valor del portafolio es negativo, la entidad se libera de una deuda, por lo que la
exposicién se considera nula.

En resumen, el riesgo de mercado determina la magnitud de la exposicién a la
contraparte, mientras que el riesgo de crédito establece la probabilidad de que dicha
exposicién se traduzca en una pérdida efectiva (Glasserman and Yang, 2015).

El Credit Value Adjustment (ajuste por riesgo de crédito) o CVA es una métrica
que cuantifica las pérdidas potenciales' de un portafolio de derivados debido al
incumplimiento de la contraparte. Se define como la diferencia entre el valor del
portafolio considerando la posibilidad de default y su valor en ausencia de dicha
eventualidad?.

El CVA aumenta en presencia de wrong-way risk, es decir, cuando el riesgo de crédito
y el riesgo de mercado estan positivamente correlacionados. Nuestro interés radica en
determinar el CVA en el peor escenario posible, proporcionando asi una cota superior
para las pérdidas ocasionadas por default. Este valor depende de la relaciéon entre
el riesgo de crédito y el riesgo de mercado. Aunque asumimos que las distribuciones
individuales de ambos factores son conocidas, la distribucién conjunta sigue siendo
incierta. Como discutimos en el capitulo 2, la teoria del transporte 6ptimo ofrece una

herramienta, eficaz para abordar este tipo de problemas.

'En la préctica, un portafolio puede contener miles de posiciones en contratos con multiples

contrapartes.
2Esto convierte al CVA en un precio y no en una medida de riesgo. Puede utilizarse para determinar

un cargo adicional que los bancos imponen por asumir este riesgo. Para una discusiéon mas detallada,

ver (Rosen and Saunders, 2012).
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A partir de este punto, trabajaremos sobre un espacio de probabilidad (Q2,P), el
cual puede interpretarse como el conjunto de todas las posibles realizaciones de la
economia, dotado con una medida de probabilidad que asigna la ocurrencia-de cada
evento. Siguiendo la formulacién de Glasserman and Yang (2015), definimos la variable
aleatoria 7 : Q0 — [0, + 00| como el tiempo de default de la contraparte, y denotamos
por V(1) el valor del portafolio en dicho instante. Como se mencioné previamente,
la pérdida en el momento del default corresponde a la parte positiva de V (1), que
representamos como V(7).

Definimos el CVA en un horizonte de tiempo 7' > 0 como el valor esperado de la

exposicion en el instante del default:
CVA:= E]p [V+<T)1{T§T}] »

Comunmente, el célculo de la esperanza en la expresiéon del CVA se realiza sobre
una serie de tiempos intermedios g = 0 < t; < ... < tg = T, los cuales pueden
corresponder a las fechas de pago previamente acordadas en los contratos de derivados.
Consideremos los valores aleatorios V' (ty),...,V*(t,), donde cada V*(t;) representa la
pérdida en caso de que la contraparte ineurra en default durante el intervalo (¢;_;,;]. La
evaluacion de estos valores requiere la valoracion de cada activo del portafolio en todos
los escenarios posibles y en cada instante de tiempo, un proceso computacionalmente
intensivo en el que no nos enfocaremos aqui.

Definimos el vector aleatorio X : Q — R? como:

X = (V*(ty),...,VT(ta)),

cuyo comportamiento probabilistico sigue una distribucion de probabilidad conoci-
da p € P(RY), la cual estd vinculada al riesgo de mercado. Suponemos que X es un
vector aleatorio continuo, es decir, que i no posee atomos.

Por otro lado, el riesgo de crédito determina las probabilidades de default en cada
periodo, lo‘que da lugar a una distribucién de probabilidad v € P(R?) para el vector

aleatorio ¥ :  — RY, definido como:

Y - (1{T§t1}71{t1<7'§t2}) e 71{td—1<7§td}) .
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Este vector indica en qué periodo (si es que en alguno) ocurre el default y, por lo
tanto, qué nivel de pérdida se asume. Notemos que el soporte de Y esta contenido en

el conjunto finito {yi, ..., Ya, Yar1}, donde:

yi=(1,0,...,0), ..., ya=(0,0,...,1), wyar1 =(0,0,...,0).

Dado que Y toma valores en un conjunto discreto, la medida v es discreta. La pérdida

en el instante del default se expresa como:

d
V+(T)1{7-§T} — <X, Y> = Z v+(ti)1{ti_1<7'§ti}'
=1

Es importante destacar que, aunque conocemos las distribuciones marginales i y v,
la distribucién conjunta m = (X,Y),P € II(u,v) es desconocida. Mediante un cambio

de variable, podemos reformular el CVA como:

C’VAz/(X,Y)dIP’:/ (x,y)dm.
Q Ré xRd

Deseamos evaluar el peor escenario posible para el CVA, lo que nos conduce a un

problema de transporte éptimo?.

CV Agup=sup / (x,y)dm. (6.1)
) JRExRA

well(p,v

Bajo condiciones razonables, este problema admite una tnica solucion, es decir, existe

un unico plan de transporte éptimo.

Teorema 6.0.1. Si p, v € Po(RY)' v u < L entonces existe un tnico plan de
transporte 6ptimo 7 € I(p, v) tal que:

/ (z,y)dT = sup / (z,y)dm.
Rd x R4 w€ll(p,v) J RIxRL

Demostracion. Consideremos la identidad:

_ el A Il — e =yl

(z,y) 5

3Recuerde la interpretacién probabilistica del problema de Kantorovich, comentada en el capitulo

“Ver la definicién 1.0.6
SRecordar que £ representa la medida de Lebesgue en R?
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Entonces, el problema de maximizacién del CVA se re-escribe como:

2 2 - 2
o [ Bl [ WP [ el
mell(p,v) LJREIXRE 2 R4 xR4 2 RdxR4 2

Aplicando el lema 1.0.3, podemos reformularlo como:

2 2 —yl|?
/ & du+/ (1 / llz = yll® ) (6.2)
e 2 wi 2 nell(py) Jpaxpe 2

Dado que u,v € Py(R%), los dos primeros términos son finitos, y-se cumplen las

condiciones del teorema 1.0.7. Como consecuencia, el infimo en (6.2) admite una tnica
solucién 7, lo que garantiza la existencia y unicidad del plan de transporte éptimo para

el problema (6.1). O

Observacion. En esta formulacién, hemos definidoel C'VA unilateral, que supone que
solo una de las partes puede entrar en default. En contraste, el C'VA bilateral considera
que ambas contrapartes pueden incumplir los pagos; por lo que es necesario evaluar la
exposicion de cada una de ellas por separado. Ademas, esta formulacién no incorpora
el valor temporal del dinero, es decir, no considera el descuento de flujos futuros. Para
una formulacién mas completa, que integre estos factores y el CVA bilateral, puede

consultarse (Memartoluie, 2017).

6.1. Acotamiento por aproximaciones empiricas

El célculo del CVA, formulado como un problema de transporte éptimo en el caso
continuo, no admite una solucién analitica en general. Por ello, recurrimos a una
discretizacion del problema a través de un ntimero finito de simulaciones, lo que permite
su resolucion mediante métodos de programacion lineal. Posteriormente, el problema
continuo se recupera en el limite cuando el nimero de simulaciones tiende a infinito.

Para ello, utilizamos el concepto de medida empirica, el cual formaliza la intuicién de
una distribucion basada en observaciones experimentales. Supongamos que queremos
estimar la probabilidad de que un vector aleatorio X : © — R? tome valores en
un conjunto A C R? Dado un conjunto de copias independientes X;, X,,... de
X, la realizacién de NN experimentos independientes equivale a evaluar los valores

Xi(w), ..., Xn(w) para algin w € Q. La estimacién de la probabilidad de pertenencia a
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A se obtiene contando la fraccion de veces que los X; caen en A, dividiendo el total entre

N. A medida que N — o0, se espera que esta estimacién converja a la probabilidad

real P(X € A).

Definicién 6.1.1. Sea (©,P) un espacio de probabilidad, X : Q — R? un vector
aleatorio con distribucién g € P(RY) y sea Xi, Xs,... una secuencia de copias

independientes de X. Definimos la medida empirica de X como:

N
1
pn(A) = N Z; 1(x;ea}

para todo conjunto medible A € B(R?).

Observacién. En rigor, la medida empirica py es una variable aleatoria que toma
valores en el conjunto de medidas de probabilidad P(R%). Es decir, uy(w) € P(R?) y

se define por:
L
pn(w)(A) = N Z 1ix,w)eay
i=1

para cada w € Q y A € B(R?). No obstante, omitimos la dependencia en w en la
notacion para simplificar la presentacion, ya que las propiedades fundamentales de la

medida empirica se satisfacen casi seguramente con respecto a IP.

Lema 6.1.2. En el contexto de la definicién anterior, se cumple que puy — p

puntualmente, casi seguramente con respecto a P, cuando N — oo.

Demostracion. Tome (fi)rs1C Cyp(R?) como en la proposicién B.1.22. Para cada k > 1,
observe que (f(X;))i>1 es una sucesion de variables aleatorias i.i.d acotadas, y por ende
integrables. Se sigue, cortesia de la Ley Fuerte de los Grandes Numeros (ver teorema

B.1.19), que
|
/Rd Jedpn = N;f(Xl) — E[f(X1)] = /Rd fudp

P-c.s. Por tanto, considerando que la unién contable de conjuntos de probabilidad cero

tiene probabilidad cero, afirmamos que P-c.s:

/ fudjin — / Fodp VE > 1

y por ende, puy — p gracias a la proposicion B.1.22. ]
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Sean X,Y como en la seccién anterior y consideremos las secuencias de copias
independientes X1, Xo,... v Y}, Y5, . ... Bajo el supuesto de que p no tiene atomos, los
valores X, ..., Xy son distintos casi seguramente, lo que nos permite interpretar jiy
como la distribucién uniforme sobre {Xj,..., Xx}. En general, las medidas empiricas
un v vy intentan aproximar las distribuciones reales p y v. De esta manera, podemos
iterar la simulacién numérica de valores (X;);cy mientras resolvemos el problema de
transporte 6ptimo sobre las medidas discretizadas puy y vy.

Cada m € I(un,vn) estd concentrada en el conjunto finito {(X;,y;) : ¢ =

1,...,N, j = 1,...,d + 1}. Denotamos 7{(X;,y;)} = m; y buscamos resolver el

problema:
N d+1
CVAYN = mix i Xisyi) .
sup WGH(#NJ/N);; i {(Xinyj)

En el caso de distribuciones discretas, el problema de Kantorovich se reduce a un

problema de programacién lineal. Asi, debemos resolver®:
([, N —d+1
max ;1 Zj:l i (X, Yg)s
s.a Zi]\ilmj =un(y;), Yj=1,...,d+1,

(6.3)
Z?I%ﬂ-ij:%a \V/izl,...,N,

Uryi Z 0.

\
Estos valores dependen de los resultados de las simulaciones numéricas (X;(w))ien

v (Yi(w))ien, es decir, delievento w € 2 sobre el cual estamos evaluando todo de

N

manera implicita’. No obstante, podemos garantizar con certeza que los valores CVAG,

convergen a la solucién del problema general C'V Ag,,. Esto se justifica mediante
el siguiente resultado, cuya demostracion requiere los conceptos desarrollados en el

apéndice C.

Teorema 6.1.3. Sean X,Y vectores aleatorios en R? con distribuciones de probabili-

dad p,v € Py(R?), respectivamente. Entonces, se cumple que:

lim  sup / (x,y)dm = sup / (x,y)dm,
N_>O°7TGH(;LN,VN) RdxRd mell(p,v) JRExRE

casi seguramente con respecto a P.

6Este planteamiento permite aproximar el CVA en un marco computacional eficiente. En la

siguiente seccién, analizamos la convergencia de esta aproximacién al problema continuo.
"Para evitar sobrecargar la notacién, omitimos la referencia explicita a w en las ecuaciones.
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Demostracion. Por definicién de la métrica Wy en Py(R?):

W3 (nv) = nf | |z —yl|[*dr (6.4)

TFGH u, R4 xRd

= [ Mol [ ol =2 sw [ (oghdn o A65)
el (p,v) J RIXRA

Note que (X?);>1 v (Y;?)i>1 son sucesiones i.i.d. Luego, gracias a la Ley Fuerte de los

Grandes Numeros, se sigue que

[ el = quna = [ lelidpecs.

N
1
*duy = — Y.2—>EY2—>/ *dv P-c.s.
JL P = 3272 BOE] A Pes

Asimismo, del lema 6.1.2, tenemos juy — p yun — v P-c.s. Luego, por el Teorema
B.1.27, obtenemos py LN Ly UN P2, ) P-cs. La continuidad de la métrica Wy revela
entonces

Wh(un,vn) <= Wa(u,v) P-c.s.

Se sigue que:

—2  sup / (zyy)dm — —2 sup / (xy)dm
m€ll(un,vN) J RIXRE mell(p,v) JRIXRE

P-casi seguramente. Multiplicando por —% se obtiene el resultado deseado. O

Observacion. En la practica, el calculo del CVA maéaximo siempre se realiza mediante
discretizacion y simulaciones de Monte Carlo. Sin embargo, este procedimiento puede
ser computacionalmente costoso, especialmente en portafolios que contienen decenas

de miles de contratos de derivados.

6.2. Regularizacién entrépica del CVA

Si bien el método previo resulta computacionalmente eficiente, la cota CV Ay,
puede ser demasiado pesimista, ya que en muchos casos es poco probable que se
alcance. Para mitigar este problema, introduciremos una penalizacién basada en la

entropia, siguiendo el enfoque de regularizacién entropica presentado en el capitulo 2.
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La entropia en ese contexto se interpreta como una medida de concentracién de una
distribucion discreta. No obstante, en esta seccién utilizaremos un concepto distinto:
la entropia relativa de Kullback-Leibler.

Este tipo de entropia mide la divergencia entre una distribucién () y una distribucion
de referencia P, evaluando cuanta informacién se gana al pasar de P a (). Como se
explica en (Glasserman and Xu, 2014), esta métrica permite cuantificar desviaciones
con respecto a un modelo base, lo que la hace 1til para imponer restricciones en
problemas de optimizacién. Para una discusion més detallada, remitimos al lector a

(Glasserman and Xu, 2014).

Definicién 6.2.1. Entropia de Kullback-Leibler. Sea €2 un espacio medible y sean
P,Q € P(Q) tales que ) < P. Definimos la entropia relativa de () con respecto a P

D(Q|P) =Ep [h <%)} =Eq {hl (%)} |

donde la funcién h : [0, 4+ co) = R se define como:

COo1mo:

0, six =0,
zln(z), siz>0.

La funcién h es continua y convexa. Su grafico se presenta en la figura 2.1.

Observacion. En el caso discreto, cuando €2 es finito, la entropia relativa se expresa

COo1mo:

D(QIP) =) Q(w)In (%) :

we w)
Aunque la entropia de Kullback-Leibler no define una métrica en P(2) (pues no es
simétrica ni satisface la desigualdad triangular), posee algunas propiedades clave que

la hacen 1til en problemas de optimizacion.

Lema 6.2.2. En el contexto de la definicién 6.2.1, se cumplen las siguientes

propiedades:
1. D(Q|P) > 0 para toda Q.
2. D(Q|P)=0siysélosi Q= P.

3. D(Q|P) es convexa con respecto a Q.
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Demostracion. Para demostrar (1) y (2), utilizamos la convexidad estricta de h(z) y

aplicamos la desigualdad de Jensen:

Q) dQ
p@lP) = Er 1 (2] 2 0 (20| 2] ) = HEolt) =m0y =0
La igualdad se alcanza si y sélo si d@Q)/dP es constante (ver teorema B.1:16), lo que
implica que Q = P.
Para (3), sean @1,Q2 € P(§2) absolutamente continuas con respecto a Py sea

t € [0,1]. La convexidad de h(x) cierra el asunto:

D(tQy + (1 — )Q2|P) = Ep [h (t% +(1z t)ci%)}

<5 i (42) i (222
— tD(Q|P) + (1 — H)D(QuP).
Esto prueba la convexidad de D(Q|P). O

Nuestro modelo de referencia sera la medida producto P = p X v, que supone
independencia entre el riesgo de mercado y el riesgo de crédito. Esta eleccion es
arbitraria, aunque se puede justificar argumentando que el default de la contraparte
suele depender mayormente de factores internos® y no exclusivamente de la evolucién
del mercado’. De esta forma, regularizamos desviaciones con respecto a un modelo que
asume independencia total entre el riesgo de mercado y el riesgo de crédito.

A continuacion, presentamos dos enfoques para regularizar el problema: uno basado

en restricciones y otro basado en penalizacion.
Definicién 6.2.3. Sean 7,0 > 0. Definimos los siguientes problemas de optimizacion:
= Optimizacion restringida:

7)res,n . sup / <JI7 y) dm.
R xR4

m€ll(u,v), D(r|P)<n

8Si la_contraparte es una empresa o un individuo, el default puede deberse a una mala gestién

financiera y no necesariamente a condiciones de mercado adversas.
9Sin embargo, en algunos casos el default estd altamente correlacionado con el mercado. Por

ejemplo, si una entidad sufre pérdidas significativas en sus posiciones de mercado, podria enfrentar

problemas de liquidez que la lleven a incumplir sus obligaciones.
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= Optimizacién penalizada:

1
Preno sup {/ (x,y)dm — —D(7T|P)} .
RdxRd 9

mell(p,v)

donde P = p X v es la medida de referencia que asume independencia.

En la formulacion restringida, cuando n = 0, la tnica distribuciéon permitida es
m = p X v (por el lema 6.2.2). En el otro extremo, cuando n — 00, no se impone
ninguna restriccién y el problema coincide con la cota pesimista C'V Aggp.

Por otro lado, en la formulaciéon penalizada, si 8 = 0, la penalizacién por entropia
es infinita a menos que m = u X v, que se convierte en lasolucién tnica. En el caso

opuesto, cuando § — oo, la penalizacién desaparece y el problema vuelve a ser C'V Agyy,.

Observacién. En la practica, la formulacion penalizada es preferida debido a su mejor
comportamiento numérico y su relacién con la regularizacion entrépica, lo que permite

resolver el problema mediante métodos eficientes como el algoritmo de Sinkhorn.

La siguiente figura ilustra como varia la solucién del problema penalizado segin el
parametro € = %. Cuando € es grande (6 pequeno), la penalizacién induce una solucién
muy préxima a la medida producto. Conforme e disminuye, la solucién se aleja de la
independencia, lo que permite capturar dependencias entre los riesgos de mercado y

crédito.

IRYLREL IRV IRYAE
I i R=va =
| |
\ | |
- \ \ - \
W N \
\ \
Y )

e=10 e=1 e=10"" =102

Figura 6.1 Tomado de (Peyre and Cuturi, 2019). El impacto de € = % en las soluciones

del problema penalizado. La segunda fila muestra las densidades marginales (en rojo y

azul) y la solucién éptima.
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Se puede demostrar que ambos enfoques de regularizacién en la definicién 6.2.3 son,
en cierto sentido, equivalentes. Especificamente, para cada 6 > 0, existe un n > 0 tal
que los problemas Ppeng ¥ Pres;y tienen el mismo optimizador.

Para establecer este resultado, primero probamos que el problema penalizado Ppen ¢
tiene una unica solucién. (Glasserman and Yang, 2015) hace referencia al teorema 3
de (Riischendorf and Thomsen, 1993) para justificar la existencia deun éptimo tnico.
En este documento, en lugar de depender de ese resultado, imponemos una condicién

adicional:

Euxy[emx’w] < 400,

y proporcionamos una demostracién rigurosa basada en esta hipotesis. El siguiente

lema es una versién adaptada del resultado en (Riischendorf and Thomsen, 1993).

Lema 6.2.4. Sean pu,v € P(RY) y P € P(R? x R?). Si D(w|P) < +o0 para algtin
7 € II(u,v), entonces existe una tinica medida 7 € I1(u,v) tal que:

D(#|P) =" inf D(x|P).

mell(p,v)

Teorema 6.2.5. Sean 6 > 0y P = pux v. Si p,v € Po(RY) y Ep[e?®¥)] < +oo0,

entonces el problema Ppe, ¢ tiene una tnica solucién 7wl e ().

Demostracién. Definamos la medida de probabilidad P € P(R? x R?) con P~P=
i x v dada por
. PUCEY
dP = WdP.
Entonces, para cada 7€ TI(u,v) con 7 < P, tenemos 7 < P. Més aun, las derivadas

de Radon-Nikodym se comportan de manera deseable:

dm  dm dP
— = —==—= 6.6
dP  dPdp (6.6)
E e d
_ Ep[e™™¥)dn (6.7)

ez dpP
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El problema Ppen ¢ implica encontrar

1 dm
sup / x)dr — —/ In (—) dm 6.8
mell(p,v) RdXRd< ) 0 Jraxra dpP (6:8)

1 dm
=—— inf In({———-—-—=14d .
0 ﬂehl%,u,u) /Rdx]Rd n (@9(x,y>dP) T (6 9>
1 Ep[e?®]dr 0
=—— inf In{ ————— —In (Ep[ew 1
7 Wehrbh'/) |:/]Rd><[[§d n ( etz y)dn dm n( P[e ]) (6 O)
1 dm
=— - mf |—InEp[e’Y +/ 1n< ) dn} 6.11
0 well(p,v) |: ( P[ ]) Rd xR dP ( )
1 .
=— {ln(Ep[eeWw]) — inf D(7r|P)} . (6.12)
0 eIl (p,v)
Verificamos que se cumple la condicién del lema 6.2.4: el mismo P = p X v da entropia
finita.
. dP
D(P|P) =Ep |In - 6.13
(PIp) =B l (dp)] (613
EP[€9<$7ZJ>]
:EP |:1n (—ea<$»y> (614)
=1In (Ep[e’™¥)]) — 0Ep[(z.y)]. (6.15)

Por hipétesis, 0 < Ep[e?®¥)] < 400, por lo que In (Ep [ee@qu) € R. Ademas, como

u,v son cuadrado-integrables, podemos acotar

lal P+ llyl?] _ 1 1
P = SBulllel P+ SB[yl < +oo.

Eelliza)l] < Er |
Por ende Ep[(z,y)] € R y luego D(P|P) € R. Por tltimo, el lema 6.2.4 garantiza
que el infimo en 6.12,'y por ende el problema Ppe, g, tienen un tnico optimizador

7’ e U(p,v). O

Observacion. El resultado anterior justifica el uso de regularizacién entrépica para el
problema del CVA. La existencia y unicidad del éptimo permiten resolver el problema

mediante métodos computacionales eficientes, como el algoritmo de Sinkhorn.

Para concluir esta seccién, presentamos el resultado de Glasserman and Yang (2015)

sobre la‘equivalencia entre el problema penalizado y el problema restringido.

Teorema 6.2.6. Sea 6 > 0. La solucién 7 a Ppeng es la solucién al problema Preg (0
con

n(0) = D(z’|P).
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Entonces, la asignacién  — 7(0) es creciente.

Demostracion. Ya vimos que Ppenp tiene una tnica solucién n?. Suponga que 7% no

es Optimo en el problema Pres ). Entonces existe un 7 € II(p,v) tal que D(n|P) <

D(#°|P) y
/ (z, y)dr > / (2, y)d
RIx R4 R xRd

Esto implica que
1 o 1 0
(z,y)dm — 2D(x|P) > (z,y)dm” — ZD(x"|P),
R xRd 0 RdxRd 0

lo cual contradice la optimalidad de 7 para el problema penalizado Ppe, . Ahora
probamos que la asignacién § — n(f) es creciente. Sean 0, > 6; > 0 y 7%, 7% las

soluciones a los problemas penalizados Ppen g, ,Ppenss T€Spectivamente. Si 7 = gf%

entonces sus divergencias son iguales, o sea 1(fy) = n(6;). Caso contrario, dado que 7%

es la solucién tnica al problema Ppeng,, entonces

1 1
/ <x,y>d7r92 - —D(7r92|P) > / <$,y>d7r91 — —D(7r91|P). (6.16)
RdXRd 92 9

R2xRd 2

Si / (z,y)dr% < / (z,y)dr", entonces D(7%|P) < D(n%|u x v), o sea
R xRd R xR

(9_12 - 9—11) D(r”|P) > (9—12 - 9—11> D(x"|P). (6.17)

Sumando las inecuaciones 6.16 y 6.17 obtenemos
0 1 0 0 1 0
(x,y)dn”? =—D(n"?|P) > (x,y)dn”* — —D(x"*|P), (6.18)
Rd x R4 91 R4 x R4 91
lo que contradice la optimalidad de 7. Luego, solo puede ocurrir

/]Rd Rd(x,y)d#‘b g /Rd Rd(x,wdwel_ (6.19)
X X

En caso D(x%|P) < D(n%|P), podemos sumar —%D(WGQ\P) > —5-D(n%|P) para

obtener la ecuacién 6.18: otra vez llegamos a una contraccién. Asi, n(6s) > n(6y). O

Observacion. No podemos asegurar la conversa. Es decir, no garantizamos que para

cada 1 > 0 existe un 6(n) > 0 tal que la solucién a Py, sea solucién a Proen,o(n)-
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6.3. Algoritmo de Sinkhorn para la regularizacién

entropica del CVA

Rescatando el contexto del capitulo 6 y la expresion para la divergencia de Kullback-
Leibler en espacios finitos, discretizamos el problema penalizado. Mostrames que esta
formulacién es equivalente al problema de regularizacién entrépica. deserito en el
capitulo 2, lo que permite resolverlo mediante el algoritmo de Sinkhorn.

Para cada 8§ > 0y N € N, consideramos el problema penalizado bajo el modelo de

referencia P = puy X vy:

d+1
1 Tis
PN . 27 21 ~ (e ‘
0 ﬂNE%l/a‘Ll:l}chyN) Z Z { y] 97T I\ (MN(Xi)VN(yj)) }

=1 j5=1

Reordenando términos, los sumandos pueden reescribirse como:

iy () + il (X g0 ) — g ).

Definiendo la funcién de costo

o(Xiyj) = — (<Xuyj> + %IH(MN(XQVN(%))) ,

el problema se reformula como:

d+1
N 1
Py :— min E E mije(Xiy,) + =m; In(m;).
Te€ll(un,vN) 1 1 9
=1 j=

Este problema es equivalente a la regularizacion entrépica del problema de
transporte 6ptimo, lo_que permite su resolucion mediante el algoritmo de Sinkhorn.
En este contexto, identificamos 77% con los conjuntos discretos X = {X3,...,. Xy} vy
Y =Ay1,... a1}, v la funcién de costo previamente definida.

Por la proposicién 2.3.5, el algoritmo de Sinkhorn converge a la soluciéon 6ptima
de PY. Ademss, la funcién objetivo es convexa en los N x (d + 1) pardmetros de
optimizacién, lo que garantiza la optimalidad de la solucién obtenida via Lagrange.

A diferencia del caso estandar, aqui no se impone que los conjuntos tengan la misma
cardinalidad. En este caso, definimos € = 1/6, y notamos que la constante 1/6 no se

ha incorporado explicitamente en la formulacién del problema.
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6.3.1. Convergencia del método

Presentamos ahora un resultado de convergencia cuando el niimero de simulaciones
tiende a infinito. Para ello, definimos la funcién de ganancia regularizada para dos

medidas de probabilidad arbitrarias 7y, m, € P(R? x R?):

1
G(my,mg) = / (xy)dm — 5D(7r1|7r2).
R4 xR4

Teorema 6.3.1. Sean X,Y vectores aleatorios en R? con distribuciones p, v € Py(R?).

Si ademas E,, ., [69<z’y>] < 400 y Y tiene soporte finito, entonces:

1. El valor éptimo en Pj’ converge al valor éptimo en‘el problema Ppep o

Iim mix G(muy Xvy)= sup G(mpuXv).
N—oo mell(un,VN) e (uw)

2. El maximizador 7} € I(un,vn) de G(-,un X vy) converge débilmente al

maximizador 7 € II(p,v) de G(-,u X v).

3. El CVA médximo en P} converge al CVA méximo en Py casi seguramente:

lim (x,y}dﬂ}"\,:/ (xy)dr™ P-cs.
Rd xR

N=0o0 JrdxRd
Demostracion. Ver el anexo C de (Glasserman and Yang, 2015). O

En este capitulo hemos formulado un problema de transporte 6ptimo para calcular
una cota superior del CVA. Ademads, hemos demostrado la existencia y unicidad de la
solucion 6ptima bajo regularizacion entrépica. Posteriormente, adaptamos el modelo
para permitir su reseluciéon numeérica mediante métodos computacionales eficientes,
probando la convergencia del algoritmo de Sinkhorn en este contexto.

Concretamente, hemos presentado dos formulaciones para la regularizacién entrépi-
ca y establecimos un marco riguroso para analizar la convergencia del método. Final-
mente, hemos desarrollado un resultado que, en gran medida, es una contribucién
original de este trabajo: el teorema 6.2.5, que garantiza la existencia y unicidad del
problema penalizado en un contexto generalizado.

Estos resultados no solo mejoran la comprension tedrica del problema, sino que
también proporcionan herramientas practicas para su implementacion en la gestién del

riesgo de crédito en mercados financieros complejos.



Capitulo 7

Acotamiento del riesgo de un

portafolio

En este capitulo, exploramos como acotar el riesgo de un portafolio utilizando
herramientas de optimizacién y teoria de transporte optimo. La estructura es la
siguiente: primero, presentamos el concepto de medida de riesgo, junto con dos métricas
fundamentales, el Value at Risk (VaR) y el Conditional Value at Risk (CVaR). En
segundo lugar, siguiendo a Memartoluie (2017), formulamos un problema de transporte
optimo que permite acotar medidas de riesgo que dependen de dos factores de riesgo
X, Y, similar al enfoque de la seccion anterior. Finalmente, basandonos en Glasserman
and Yang (2015), aplicamos regularizacién entrépica para obtener cotas robustas del

riesgo de modelo.

7.1. Medidas de riesgo, VaR y CVaR

Siguiendo a Memartoluie (2017), consideramos una variable aleatoria X :  — R,
que representa el valor futuro de un portafolio. Nuestro objetivo es cuantificar su riesgo
mediante una funcién p(X), definida sobre el espacio vectorial de variables aleatorias

X en (2, P).

Definicién 7.1.1. Una medida de riesgo es una funcion p : y — R que satisface los

siguientes axiomas:
1. Monotonicidad: si X,Y € xy y X <Y casi seguramente, entonces p(X) < p(Y).

98
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2. Invarianza por traslacién: si X € x y m € R, entonces p(X +m) = p(X)+m.
La medida de riesgo es convera si cumple:
pX +(1=0)Y)<tp(X)+ (1 —-t)p(Y), VX, Y ex,Vtell]
Ademas, es coherente si satisface la homogeneidad positiva:
p(AX) =Xp(X), VXex, A>0.
Observaciéon. Algunas propiedades clave de las medidas de riesgo coherentes incluyen:

1. La subaditividad, es decir, que el riesgo total de dos posiciones no es mayor

que la suma de sus riesgos individuales:

pPX+Y) <p(X)+pY), VX YeEx

2. La convexidad, que refleja la idea de que la diversificacion reduce el riesgo. Un
inversor que distribuye su capital entre varias posiciones espera que su riesgo

total no aumente.

3. Para una discusién més detallada, ver la seccién 4.1 en Follmer and Schied (2002).

7.2. Value at Risk (VaR)

Una medida ampliamente utilizada en la préactica financiera es el Value at Risk
(VaR). Se define como un cuantil de la distribucién de la pérdida L de un portafolio

en un horizonte de tiempo fijo T' > 0, que dejaremos implicito.

Definicién 7.2.1. Dada una variable aleatoria L : {2 — R que representa la pérdida

de un portafolio, el VaR con nivel de confianza « € [0,1) se define como:
VaR (L) =mf {{ e R|P(L>0) <1—a}.

Este valor indica que la probabilidad de que las pérdidas superen VaR,(L) es
como maximo 1 — «. En la préctica, los valores mas utilizados son a = 0,999 con un
horizonte de un afio (Memartoluie, 2017). Sin embargo, el VaR presenta dos deficiencias

significativas:
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1. No es una medida de riesgo coherente, ya que no satisface la propiedad de
subaditividad. En otras palabras, no garantiza que la diversificacién reduzca el

riesgo.

2. No ofrece informacién sobre la magnitud de las pérdidas mas alla del umbral
VaR,(L). Esto significa que ignora eventos de cola extrema en la distribucién de

pérdidas.

7.3. Conditional Value at Risk (CVaR)

Para superar las limitaciones del VaR, se introdujo el Conditional Value at Risk
(CVaR), que es una medida coherente y proporciona una mejor caracterizaciéon del

riesgo.

Definicién 7.3.1. Dada una variable aleatoria L : {2 — R que representa la pérdida

de un portafolio, el CVaR con nivel de confianza o€ [0,1) se define como:
1 1
CV@RQ(L) = m/ VGR§<L)CZ§

Para cada « € [0,1), el CVaR, es una medida de riesgo coherente'. A diferencia del
VaR, el CVaR considera no solo la probabilidad de pérdidas extremas, sino también su
magnitud.

Para cimentar estas ‘ideas, considere pérdidas que siguen una distribucion

exponencial con parametro-A > 0, cuya funcién de distribucién es:
Fr(z)=1—e".

Dado que la distribucién es continua, podemos calcular el VaR resolviendo la

ecuaciéon Fp(z) = «, obteniendo:

VaR,(L) = iln( ! ) .

11—«

A partir de esto, el CVaR se obtiene integrando:

'Dado que es una medida convexa, es més facil de manejar computacionalmente. Ademds, su

optimizacién en un portafolio con multiples activos es mas eficiente que la del VaR.
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CVaR,(L) = ﬁ /a1 In (%g) d¢.

Resolviendo la integral, obtenemos:

1+1In (ﬁ)
—
Este resultado ilustra cémo el CVaR no solo captura el umbral de pérdidas extremas,

CVaR,(L) =

sino que también cuantifica la gravedad de dichas pérdidas.

7.4. Medidas que dependen de dos factores de
riesgo

Consideremos dos vectores aleatorios X, Y que representan factores de riesgo. Como
es comun en la préactica, conocemos sus distribuciones marginales pu y v, pero no su
estructura de dependencia, es decir, la distribucién conjunta 7w € II(u, v). Si la pérdida
futura del portafolio estd modelada por una funcién L(X,Y") y se evalia mediante una
medida de riesgo p, nuestro objetivo es determinar el riesgo maximo al que estamos

expuestos. Formalmente, deseamos resolver:

s p(L(X.Y).
well(p,v)

Para abordar este problema desde la teoria del transporte éptimo, resulta esencial
la siguiente caracterizacién del C'VaR, que nos servird como fundamento en el
planteamiento del problema de optimizacién. Presentamos una adaptacién? del teorema

4.47 de Follmer and Schied (2002) y remitimos al lector a dicho texto para la prueba.

Teorema 7.4.1. Para todo a € [0,1), el CVaR, es una medida de riesgo coherente y

admite la representacion:

CVaR,(L) = sup Eg[L], V L€y,
QeGa

2Las definiciones de medida de riesgo, VaR y CVaR en Follmer and Schied (2002) difieren
ligeramente de las de Memartoluie (2017), pero son equivalentes. En particular, si p es una medida de
riesgo en Memartoluie (2017), entonces —p cumple la definicién de medida de riesgo en Follmer and
Schied (2002). Ademés, en Follmer and Schied (2002) se emplea el pardmetro A = 1 — « tanto para el
VaR como para el CVaR.
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donde el conjunto G, esta dado por:

gaZ{QEP(Q)|Q<<]P’y§—§§$, IP—C.S.}.

En nuestro contexto, la pérdida L(X,Y) depende de los factores de riesgo X e Y,

por lo que el problema a resolver se expresa como:

sup CVaR.(L(X,)Y))= sup sup Eg[L(X,Y)] (7.1)

m€ell(p,v) m€ell(u,v) QEGE
En la practica, se suele trabajar con distribuciones marginales-discretas. Por ejemplo,
como vimos anteriormente, ;1 y v pueden aproximarse® mediante sus medidas empiricas
{un}y {vn}. Suponiendo que X y Y tienen soportes finitos {1, ..., z,} y {1, -, Ym },

respectivamente, escribimos para simplificar la notacién:

pi = (i), v = v(y)).

Asimismo, denotamos 7 = (X,Y) 4Py v = (X,Y)4Q como las distribuciones conjuntas
de (X,Y) bajo Py @Q, respectivamente. O sea, w(z;, ;) = m; v Q(z4,y;) = 7ij. Esto
nos permite formular el problema como un programa de optimizacion lineal:
(

méx >, Z;ﬂzl Yij (@i, ;)
sa  yramp=v, Yji=1...,m,

m .
ijlmj:,ui, Vz:l,...,n,

\ 0< 7y < i

Cabe destacar que la ultima restriccién introduce una complejidad adicional en
comparacion con el problema estandar de transporte éptimo. En particular, la cota
superior de 7;; depende de m;;, lo que hace que la resolucién de este problema sea
computacionalmente més costosa que el problema bésico (1.2).

De este modo, hemos brindado un método para calcular el CVaR empiricamente a
partir de'una muestra i.i.d. de los factores de riesgo X e Y. Note que la restriccion final
no es fija, por lo que el costo computacional es mayor que en el problema béasico 7.2.
Finalmente, note que no hemos brindado un teorema de convergencia. Es decir, aunque
las medidas empiricas convergen débilmente P-casi seguramente, no hemos probado que

el valor 6ptimo en 7.2 converge al valor éptimo en 7.1.

3En el sentido de la convergencia débil.
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7.5. Riesgo de modelo

En esta seccion nos enfocamos en el control del llamado riesgo de modelo, siguiendo
la formulacién presentada en Glasserman and Xu (2014) y manteniendo la notacién
establecida previamente. La evaluacién del riesgo financiero requiere asumir supuestos
sobre los modelos utilizados. Sin embargo, los errores en estos supuestos se traducen en
errores en la medida del riesgo. El objetivo de esta seccion es desarrollar herramientas
para acotar dichos errores, imponiendo una desviacién méaxima con respecto a un
modelo de referencia.

Consideremos un vector aleatorio X : 2 — R% que representa los factores de riesgo
o, en general, los elementos estocasticos del modelo. Trabajamos con un indicador de
riesgo de la forma p(X) = Ep[V(X)], donde V : R%*.= R es una funcién medible.
Suponemos que no conocemos la distribucion real del vector aleatorio X, pero si
una distribucién de referencia P € P(R?). Para modelar desviaciones del modelo,
consideramos distribuciones de probabilidad ) que no se alejen demasiado de P,
midiendo esta desviacién mediante la entropia de Kullback-Leibler D(Q||P), sujeta
a una cota maxima 7. En este contexto, la entropia de Kullback-Leibler cuantifica la
informacion adicional requerida para justificar una desviacion del modelo de referencia.

Formulamos el problema restringido M.y, como:

sup  Eq[V(X)]. (7.3)
D(QIIP)<n

Mas atin, podemos extender el teorema 6.2.6 sobre la equivalencia entre el problema
penalizado y el problema restringido®. Para una discusién mds detallada, remitimos al

lector a Glasserman and Xu (2014).

Observacién. Si P, € P(R?) son absolutamente continuas respecto a la medida de

Lebesgue L con funciones de densidad respectivas f y g, y ademés ) < P, entonces:

aQ _ g

P~ f
En consecuencia, capturamos la desviacién del modelo () respecto a P a través
del likelihood ratio m := g/ f. La entropia de Kullback-Leibler se puede expresar en

términos de m como:

4Mostraremos el caso particular V : R4+ x R — R dado por V(z,y) = (z,y).
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D(Q|P) = Ep[mInm].

Observacién. Dado que g(x) = m(x)f(z), podemos reconstruir el modelo () a partir

de Py m. Ademsés, para cualquier funcién medible h : R — R, se cumple:
Ep[m(z)h(z)] = Eq[h(x)].

Definicién 7.5.1. Definimos el conjunto de todas las funciones'de densidad respecto
a P como:

M = {m :R% = R medible,m > 0, Ep[m] = 1}.

Para cada n > 0, consideramos el subconjunto de M dado por:
M, ={m e M |Epmlnm] < n}.
Reformulamos entonces (7.3) como:

sup Ep[m(X)V(X)]. (7.4)

meM,
El problema dual correspondiente (ver Florenzano and le Van (2001)) es:
, 1
inf sup Ep {mV(X) — —(mlnm — 7))] . (7.5)
0>0 meM 0
Dado que el problema interno de maximizacion

1
sup Ep {mV(X) — —mlnm]
meM 0

es analogo al problema penalizado M e, g, su solucion estd dada por:

mo(z) = exp(0V (z))
Eplexp(6V (X))]"

siempre que el denominador sea finito (Glasserman and Xu, 2014).

Definicién 7.5.2. Considere el espacio de probabilidad (2, P). Sea X : Q — R? un
vector aleatorio que representa los retornos de los activos de un portafolio con pesos

a=(ay,...,aq)". Sila media es Ep[X] = p, definimos la varianza del portafolio como:

Ep [a" (X — p)(X —p)'a] .
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Dado que queremos modelar la peor desviacion posible respecto a un modelo de
referencia P, consideramos el problema de optimizacién:

sup Ep [m(X)a" (X — p)(X — p)"a] .

meMy

Aqui, la funcién objetivo supone que conocemos con certeza la media Eg[X] = u,
pero no la distribucién completa. Sin embargo, cuando el modelo de referencia es
normal multivariado, la soluciéon del problema sin restricciones sobre la media sigue
manteniendo Eg[X] = u. Para demostrar esto, recordemos que el optimizador de m es
de la forma:

mg(z) = Cexp (0a” (z — p)(z — p)'a), (7.7)

para alguna constante de normalizaciéon C' > 0. Por lo tanto, la distribucion @)y éptima

para (7.3) tiene densidad:

gol) = Cexp (9" (2 < 1) (x = )" a) f(x), (7.8)

donde f(z) es la densidad del modelo de referencia P.
Un caso interesante surge cuando asumimos que el modelo de referencia sigue una
distribucion normal multivariada, ya que la solucién 6ptima también resulta ser normal

multivariada. Nos apoyamos en el siguiente resultado:

Teorema 7.5.3. Sea p € R v.3) € Myq(R) una matriz semidefinida positiva
y simétrica. Entonces, la distribucién normal multivariada A (i, ) tiene densidad

respecto a la medida de Lebesgue dada por:
A 1 Ty—1
fla)=Cexp | —o(z—p) B (@ —pn)),
para alguna constante de normalizacion C > 0.

Usamos el modelo de referencia P = N (i, X) con i, como en el teorema 7.5.3.

La solucién del problema restringido (7.3) tiene entonces la densidad:

o) = Cexp (80" & = ) = ) x exp (50 = 05w = ).

Observemos que los productos escalares en el exponente pueden reorganizarse como:

Oa” (x — p)(x — p)"a = (x — )" (Ba”al) (2 — p),
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donde I es la matriz identidad de tamano d x d. Por lo tanto, podemos escribir:

golx) = C exp (<x W) (Baal) () — 3 ()5 (o - m) (7.9)

= C'exp (—%(x — ) (X = 20a"al)(x — ,u)) . (7.10)

Si el determinante de X' — 20a’al no se anula para un 6 suficientemente pequeiio,

podemos definir:

3= (27 —20aTal) 7,

lo que implica que Qg ~ N (u, f]), es decir, la distribucién 6ptima sigue siendo normal
multivariada. Este es un caso notable, ya que en general no se espera que el modelo
optimo pertenezca a la misma familia de distribuciones del modelo de referencia.

Este fenémeno se mantiene cuando consideramosuna funcién cuadratica arbitraria
de la forma V(x) = 2”7 Az, donde A es una matriz _simétrica y definida positiva.

Aplicando nuevamente la ecuacién (7.6), obtenemos la solucién:
my(z) = Cexp (627 Ax) . (7.11)

Si el modelo de referencia sigue una distribucién normal multivariada N (i, X), la

densidad gy(z) se expresa como:

g0(x) = C exp <0xTAx - %(;p )T (g — M)) |

Tras una reordenacion algebraica, se obtiene que la distribucién 6ptima )y también es

normal multivariada con:

S= (27 —204)71, a=3%"u

Este resultado es sorprendente, ya que implica que la distribuciéon que maximiza
la incertidumbre respecto al modelo sigue perteneciendo a la familia normal. Segin
Glasserman.and Xu (2014), este método es sumamente poderoso, ya que evalia una
gama-infinita de distribuciones en lugar de simplemente analizar la variacién de
parametros dentro de una familia especifica.

En este capitulo hemos formulado un problema de transporte 6ptimo para acotar
la medida de riesgo de un portafolio. Posteriormente, mostramos que el problema de

acotar el C'VaR se reduce a un problema de programacion lineal en el caso discreto.
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A partir de ello, recurrimos a la regularizacién entropica para controlar el riesgo
de modelo, extendiendo el enfoque mas alla de los espacios de transporte 6ptimo
tradicionales. En particular, esta metodologia permite evaluar la sensibilidad del riesgo
con respecto a errores de modelado sin restringir nuestro conjunto de eleccién a I1(j,v).

Ademas, hemos explorado un caso particular en el que el modelo de referencia
es una distribucion normal multivariada. Sorprendentemente, en este caso, la
distribucion éptima que maximiza la varianza del portafolio también resulta ser normal
multivariada, lo que refuerza la aplicabilidad del enfoque en contextos financieros. Este
resultado es destacable, ya que en general, no se espera que el modelo 6ptimo pertenezca
a la misma familia de distribuciones que el modelo de referencia.

Finalmente, este analisis destaca la potencia del enfoque basado en la regularizacion
entrépica en la gestién del riesgo financiero. Como.se menciona en Glasserman and
Xu (2014), este método va mas alld de simples variaciones paramétricas, permitiendo
evaluar de manera robusta los efectos de desviaciones generales del modelo de
referencia. Con esto concluimos la aplicacion de la teoria del transporte éptimo en

finanzas y el desarrollo del presente documento.



Capitulo 8

Conclusiones

En este documento, se ha realizado un anélisis de las aplicaciones del transporte
optimo en economia y finanzas, enfocandonos en una seleccién de articulos relevantes.
Se comenzo estudiando el problema de la regularizacién entrépica, fundamental
para comprender el algoritmo de Sinkhorn-Knopp y su aplicacion en problemas
de transporte. Posteriormente, se exploré como esta técnica puede emplearse en la
estimacién de costos, destacando su utilidad en contextos donde la asignacion eficiente
de recursos es clave.

A continuacion, se estudié el problema de emparejamiento tanto en el mercado
matrimonial como en el mercado laboral, mostrando cémo el propio modelo conlleva
naturalmente a una formulacién de regularizacion entropica. Ademads, se abordo
el problema de estabilidad en el matching. Esto refuerza el objetivo central de
este documento: demostrar eémo el transporte éptimo surge como una herramienta
poderosa en la teoria econdémica.

Aunado a ello, se ha propuesto una linea de investigacién que, basandose en los
desarrollos previos, permita extender estos modelos al analisis del mercado laboral
peruano. Se espera que este documento sirva como punto de partida para futuros
proyectos-en los que se apliquen técnicas de transporte 6ptimo a problemas econémicos
concretos. Es importante enfatizar que aun quedan muchas aplicaciones por explorar,
como el analisis del transporte urbano. En este ambito, luego de una estimacién
econémica convencional de costos de movilidad, se puede formular un problema de
transporte tradicional para optimizar asignaciones en infraestructuras viales y redes de

transporte publico.
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En el contexto financiero, se formul6 un problema de transporte éptimo para acotar
el Credit Value Adjustment (CVA) y otras medidas de riesgo. Esta metodologia puede
aplicarse a cualquier métrica financiera dependiente de multiples factores de riesgo,
siempre y cuando se conozcan sus distribuciones individuales. Asimismo, se abordé el
problema de regularizacion entrépica en el caso continuo, tanto en su forma penalizada
como restringida, y su capacidad para controlar desviaciones respecto.a un-modelo de
referencia. A su vez, se mostré cémo discretizar el problema de regularizacion con el
fin de permitir la implementacién del algoritmo de Sinkhorn.

Permitanos enfatizar una vez mas que la teoria del transporte 6ptimo sigue siendo
un area de investigacion muy activa, con aplicaciones tanto en economia como en
finanzas. Este trabajo representa una adaptacion y revision exhaustiva de la literatura
reciente en el campo, proporcionando un marco riguroso para futuras aplicaciones.

Ademas, a partir de estos desarrollos tedricos, pueden surgir diversas lineas de
investigacion, tanto empiricas como tedricas. Desde una perspectiva aplicada, la teoria
del transporte éptimo puede utilizarse en problemas de emparejamiento en distintos
sectores del Peru, tales como la educacion, la salud y el mercado laboral. Por otro lado,
en el ambito tedrico, estos métodos pueden extenderse a la formulacion de modelos méas
generales o flexibles de asignacién, como por ejemplo, el desarrollado en Gallardo et al.
(2024), o la cartera de articulos relacionados a la regularizacién cuadratica (Lorenz

et al., 2019; Nutz, 2024b; Wang and Zhang, 2025).
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Apéndice A

Fundamentos de topologia y

analisis real

Empezamos con una breve recordatorio de algunas definiciones basicas del analisis
real. Un libro de referencia de Analisis Real con aplicaciones en Economia es,
por ejemplo, Ok (2007). Nos limitamos a definir brevemente los conceptos a los
cuales aludimos, sin pasar por los resultados que suponemos conocidos para el lector

(convergencia de sucesiones, continuidad, compacidad de un conjunto etc).

Definicién A.0.1. Dado A C R, no vacio, decimos que 6 € R es cota superior de A si

r<6,VzeA
Ejemplo A.0.2. Dado el conjunto {z € R, : 2? < 2}, 10 es una cota superior.

Definicién A.0.3. Dado A C R, no vacio, decimos que 6 € R es cota inferior de A si

0 <zx, VuxeA

Definicién A.0.4. Dado A C R, definimos 8 = sup A como la menor cota superior,

es decir,
1. [ es cota superior.
2. Si 8" es otra cota superior, § < 3.
Ejemplo A.0.5. Consideremos nuevamente el conjunto A = {x € Ry : 22 < 2}. Es

sencillo notar que v/2 = sup A.
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Definicién A.0.6. Dado A C R, definimos o = inf A como la mayor cota inferior, es

decir,
1. « es cota inferior.
2. Si o es otra cota superior, o/ < a.

Notacién. Sea A un conjunto y f : A — R. Denotamos

z€A

inf f(z) = f f(A)y sup f(z) = sup f(A).

Proposicién A.0.7. Sea A un conjunto y f : A — R, entonces

inf —f(x) = —sup f(=x).
x€A zEA

A continuacién brindamos la definicién de distancia y espacio métrico.

Definicién A.0.8. Dado una conjunto M, una métrica sobre M es una funcion

d: M x M — R, que cumple con las siguientes propiedades:
L. dz,y) =0 x=1y.
2. d(z,y) = d(y,z).

3. d(z,z) <d(x,y) + d(ys;z) (desigualdad triangular).

Ejemplo A.0.9. En R™ d(z,y) = ||z — yll2 = /Dorey (z: — y;)? define una métrica.

Mads atin, se conoce como la métrica inducida por la norma || - ||2.

Definicién A.0.10. Un espacio métrico es un par (M, d). Es decir, un espacio métrico

es un conjunto M dotado con una funcién distancia.

Definicién A.0.11. Sea X un conjunto no vacio. Una topologia sobre X, denotada

T, es una familia de subconjuntos de X tales que:
a)X,0eT.

b) Dado Z un conjunto arbitrario de indices, si Vi € Z, A; € T, entonces:

<igZAi> eT.
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¢) Siparatodoi=1,...,m, A; € T, entonces:

Llamamos abiertos a los elementos de la topologia.

Definicién A.0.12. Diremos que una familia S de subconjuntos de-X genera la

topologia 7 cuando

Tz{UB: ACS}.

BeA
Es decir, cuando la topologia esta formada por todas las posibles uniones en S.

Definicién A.0.13. Dado un espacio métrico (M, d), la topologia inducida por d es

aquella generada por los abiertos respecto a la métrica d; esto es, los conjuntos
B(z,e) ={y e M : d(z,y) < €}.
Definicién A.0.14. Dada (x,) C R, definimos
lim sup z,, = ir;fl sup{z, :n >k} €R
lim inf x,, = supinf{z, : n > k} € R.
k>1
Alternativamente, podemos definir

limsup z,, = lim sup{z, : n > k} = inf sup{z, : n > k}
k—o0 k>1

liminf z,, = lim tf{x, : n > k} =supinf{z, : n > k}.
k=00 k>1

T,
A
AL
o THEF—— 0 )
SR~ — limsup
OV AV VM-V liminff
P
Fé

> T

Figura A.1 Lim sup y lim inf.
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Ejemplo A.0.15. Sea x,, = %, n € N. Entonces,

sup{zy : k>n}=sup{(—-1)"(n+4)/n: (=1)""(n+5)/(n+1),..}
= (n+4)/n paran pary (n+5)/(n+ 1) para'n_impar
=1.

Asi, limsup z,, = 1. Anédlogamente, el lector puede verificar que lim inf x,, = —1.

Proposiciéon A.0.16. La sucesion (x,) C R es convergente si y sélo si limsup z,, =

lim inf x,,. Dicho valor comun coincide con lim z,,

Definicién A.0.17. Sea M un espacio métrico. Decimos-que una funciéon f: M — R
es semicontinua inferior en zy € M cuando para toda sucesién (z,) en M tal que

T, — T, se tiene f(xg) < liminf f(z,).

Definicién A.0.18. Sea M un espacio métrico. Decimos que una funcion f: M — R
es semicontinua superior en xy € M cuando para toda sucesién (z,) en M tal que

T, — To, se tiene limsup f(x,) < f(xo).

ANV

Upper semicontinuous  Lower semicontinuous

Figura A.2 Upper y lower semicontinuous.

Proposiciéon A.0.19. Sea M un espacio métrico. La funciéon f : M — R es continua

si y solo si es semicontinua inferior y semicontinua superior.



Apéndice B
Teoria de la medida

Este anexo se basa en el curso de teoria de la.medida y probabilidad de la
especialidad de Matematicas en la Pontificia Universidad Catolica del Peru. Para
un tratamiento mas detallado del contenido del curso de probabilidad, véase Leon
and Gallardo (2025). Por otro lado, referencias clasicas sobre teorfa de la medida y
probabilidad incluyen Folland (1984) y Billingsley (1995).

Dado un universo Y no vacio, una medida u se encarga de asignar a subconjuntos

A de X, algun valor cuantitativo u(A) € [0,4+oc] de su tamaro.

Notacion. Dado un conjunto X, para todo sub-conjunto A C X', definimos la funciéon

indicatriz de A de la siguiente manera:

1, size A
1a(z) =
0, caso contrario.

Definicién B.0.1. Dado un universo X no vacio decimos que una coleccion de

conjuntos F CP(X) es o— dlgebra cuando
1. XeF
2. Si A€ F, entonces A° € F.

3. Si{A;}cqs € F, J enumerable, entonces

U4,er
JjeJ
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Definicién B.0.2. Dado un universo X', no vacio, y F un o—4élgebra de sub-conjuntos

de X, decimos que p : F — [0, +00] es un medida cuando
L. u(0) =o.

2. Si {A;};es C F, siendo J enumerable, tal que A; N A4; = 0, Vj # i (disjuntos
dos a dos), entonces
Iz (U Aj) = u(4y).
JjeJ jeJ
Esta condicion se conoce como o—aditividad.
Definicién B.0.3. Se conoce a (X, F) como espacio medible, mientras que, (X, F, )

se conoce como espacio de medida.

Definicién B.0.4. Decimos que la medida p en el espacio medible (X, F) es una

medida finita cuando p(X’) < +oo.

Ejemplo B.0.5. Dado un espacio medible (X, Y) y un punto x € X, el delta de Dirac

1, sizeA
0.(A) = , VAeX

0, caso contrario
define una medida finita sobre dicho espacio. En efecto, por definicién §(A) > 0 para
todo A € X. Luego, 6,(0) = 0 puesz ¢ (. Finalmente, sea {4, },en una sucesién de
conjuntos en X disjuntos dos a dos. Si x € A,, para algin m € N, entonces = &€ A,

para todo n # m y ademés, z € | _y An. De este modo,

neN
Oy (U An> =1= 0.(A),
neN neN
pues 6,(Ay,) = 0 para todo n # m. En caso € A,, ¥V n € N, tenemos & &€ (J,, oy An ¥

asi

0a (U An) =0="> 0.(Ay).

neN neN

En ambos casos se satisface la o-aditividad. Dado d,(X) = 1, tenemos que la medida

es finita.

Definicién B.0.6. Dado X no vacio y C C P(X). Definimos el o—algebra generado

por C, o(C), como el menor o—algebra que contiene a C, o sea



Apéndice B. Teoria de la medida 117

1. 0(C) es o—é&lgebra
2. Cco(C)
3. Si G es un o—algebra, C C G, 0(C) C G.
Ejemplo B.0.7. Para cada A C X, tenemos o({A}) = {0, A, A°, X'}

Definicién B.0.8. Sobre R¢ definimos el o-4lgebra de los borelianos por
Bri = 0 {(9 eR: O abierto} :

Este es el o-dlgebra implicito que consideramos al definir. medidas los espacios

euclideanos.

Proposicién B.0.9. Considere el siguiente conjunto:

d
C= {H[az,bl] ca, b R, i = 1,,d} .

=1

Entonces, Bra = o(C).

Las medidas mds intuitivas son la‘de longitud en R, drea en R? y volumen en R3.
Quizas el lector desconoce, pero esta es justamente la medida de Lebesque, la cual a

cada caja le otorga como medida el producto de las longitudes de sus lados.

Teorema B.0.10. Existe una tnica medida £ en (R?, %Bpa) tal que

L (H[ai,bi]> = H(bz- — a;).

i=1
Definicién B.0.11. Ilamamos a la medida £ del teorema anterior la medida de

Lebesque en R

Ya habiendo definido lo que es un o—algebra y una medida, podemos ampliar el
horizonte y-pensar en la integracion. De los cursos de calculo, es sabido que la integral
permite medir un area o volumen. Sin embargo, la teoria de la integracion se enriquece
mucho cuando se construye a partir de los conceptos que se acaban de definir en este
anexo. La integral de Riemman permite integrar una clase muy reducida de funciones.
Por ejemplo, la funcién f = 1g no es Riemman-integrable. La integral de Lebesgue

nace por la motivacion de extender el universo de funciones que podemos integrar.
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Empezamos con algunos elementos basicos de la teoria de la integracién. Para méas
detalles, consultar Folland (1984).
Dado (X, F) espacio medible, definimos el conjunto de las funciones simples como

aquellas que tienen rango finito. Denotamos

S(X,.F):{f:X—)R: fiZailAi, AZ-E]:}.

=1

Asimismo, definimos

Definicién B.0.12. Dado un espacio de medida (X, F, 1), definimos para cada f € S,
con f=3" ala,

/ flp =" ai(Ay).
X i=1

Definicién B.0.13. Sean (X, F) y (), H) espacios medibles. Decimos que f: X — Y
es una funcién medible si

fYB)eF, VBeH.

Ademss, si (V,H) = (R, PBpa) diremos que la funcién es Borel-medible.

Proposicién B.0.14. Sean (X, F),(),G),(Z,H) espacios medibles. Si f: X — Vy

g : Y — Z son medibles, entonces la composicién go f: X — Z es medible.

Proposicién B.0.15. Sea (&, F) un espacio medible. Entonces, V f : X — R, funcién
Borel-medible positiva, existe una sucesién (f,) en S (X,F) tal que f,(z) T f(x),
Voeed.

Demostracion. Definimos ¢, : [0, +00) — R, n € N, como

n2"—1

Pn = Z 127" Ljijan (i41)/20) + N 4o0)-
i=0

Observemos que ¢,(z) T2,V 2z >0y ¢, : [0,00) = R es Borel medible positiva. Por
lo tanto, definiendo f, =, o f, fu T f,V x € R. En efecto,

en(f(2) < @ni1(f(2)).
=fn(=) =fnt1(z)

Finalmente, f,, € S (X, F) pues es composicién de medibles. ]
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Definicién B.0.16. Para f : X — R medible positiva, definimos

/fdﬂzsup{/gs g € S+(X,F), Oégéf}-
JX .

Para definir la integral sobre toda la clase de funciones medibles, separamos a cada

funcion en sus partes positiva y negativa.

Definicién B.0.17. Sea f : X — R. Definimos su parte positiva f* y parte negativa
f~ por
[T (z) = max{f(z),0}, f () = max{—f(x),0}.

Observacion. El lector puede verificar las descomposiciones f = f* — f~ y |f] =
ff+rf.

Observacion. Si f es medible, entones f* y f~ también lo son.

Definicién B.0.18. Para f : X — R medibles, definimos

/X fp = /X Frdy— /X Fdn,

donde las integrales en el lado derechoson sobre funciones medibles positivas, y por

ende ya estan definidas.

Definicién B.0.19. Dado un espacio de medida (X, F, i), decimos que una funcién

medible f : X — R es p-integrable cuando

/ | fldp < +o0.
x

A continuacién exhibimos ciertas propiedades utiles de la integral.

Proposiciéon B.0.20. Sea (X, F,u) espacio de medida y f,g : X — R funciones
p-integrables.

1.-Monotonicidad: Si f < g entonces / fdu < / gdp
X X
2. Linealidad: / (af +bg)dp = a/ fdu + b/ gdy para todo a,b € R
X X X

/deu‘ S/Ifldu'

3.
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Observacién. La integrabilidad, como bien dice el término, garantiza que la integral

de f estd bien comportada. Como —|f| < f < |f], entonces

/X_|f’d“§/xfdu§/x‘f‘du
_/X|f|d“§/xfd”§/x|f|du

A parte de poder definir la integral sobre ellas, una gran ventaja de las funciones

y por ende [, fdp € R

medibles es que podemos inducir medidas en el espacio de llegada a través de ellas.

Definicién B.0.21. Push-forward de medidas. Sean (X, F, i) espacio de medida
y (V,G) espacio medible y T': X — ) medible. Definimos la medida push-forward en
(V,G), denotada Ty, de la siguiente forma:

(Typ)(A) = u(T7HA)), Y Aeg.

Ese concepto nos permite establecer un resultado andlogo al famoso teorema de

cambio de variables del calculo integral.

Teorema B.0.22. Sean (X, F) y (), G) espacios medibles. Sean p medida en (X, F) y
T : X — Y medible, y defina v = Tyt medida en (), G). Si f: Y — R es v-integrable,

entonces f ol es p-integrable y se cumple

/Xfon,u:/yfdy.

Terminamos los fundamentos de teoria de la medida definiendo los conceptos de
medida producto, medida absolutamente continua respecto a otra, y enunciando el
Teorema de Radon-Nikodym. Cabe mencionar que hemos omitido en esta presentacién
de teorfa de la.medida varios resultados clasicos como el Teorema de la Convergencia

Monétona, Dominada o el Lema de Fatou, (Gall, 2022).

Definicién B.0.23. Dados (X, F1), (Ao, Fa), ..., (Xk,Fk), definimos sobre el
producto cartesiano X x. .. X}, el o-dlgebra producto F; ® - - - ® Fj, como el o —algebra

generado por las cajas.

F1®"'®.Fk20({A1X"'XAkZ Alé]:l,...,Ake.Fk}).
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Definicién B.0.24. Diremos que una medida v sobre (X} X ... X, F1 ® - -+ @ Fy) es

una medida producto de i1, ..., i si
V(Ap X oo X Ag) = 1 (Ay) - (Ag)

Las medidas producto siempre existen, pues las podemos construir a partir de
la condicion B.0.21 haciendo uso de herramientas de teoria de la medida que no
mencionaremos. Sin embargo, bajo la siguiente condicién podemos asegurar que existe

una unica medida producto.

Definicién B.0.25. Dado (X, F, 1) decimos que p es o —finita cuando existe (A, )nen
tal que

X =|]J A,

neN

con pu(A,) < oo, VneN.
Observacién. Las medidas finitas son o-finitas.

Proposiciéon B.0.26. Si p4,...,ur son o-finitas, entonces existe una unica medida

producto piy, X «++ X fig.

Definicién B.0.27. Dadas dos medidas yu, v en un espacio medible (X, F), decimos

que v es absolutamente continua respecto a u, denotado por v < u, cuando
u(A) =0 = v(A)=0,V Ae F.

Teorema B.0.28. Radon-Nikodym para medidas positivas. Dado un espacio
medible positiva (X', F), des medidas o—finitas u,v : F — Ry con v < u, existe una

funcion medible f sobre (X', F) que satisface

J/(A):/XlAfd,u, VAeF. (B.1)

Definicién B.0.29. Derivada de Radon-Nikodym. En (B.1), la funcién f se conoce
como derivada de Radon-Nikodym y escribimos f = dv/dpu.

Proposicién B.0.30. Sean p, v,y medidas en (X, F). Se cumplen:

1. Linealidad: Si v,y < p entonces v + v < p y se cumple
d(av + b d d
dlav+by) _ dv  ,dy

dp dpu — dp
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2. Conmutatividad: Si v < v y v < p entonces v < p y se cumple

d
by _dydv b e R
dpu  dvdu
Habiendo establecido las bases de la teoria de la medida, nos enfocamos ahora

en brindar los resultados basicos de teoria de la probabilidad a los que se ha hecho

referencia y han sido usados en diferentes partes de este documento.

B.1. Teoria de la probabilidad

Definicién B.1.1. Sea p una medida en el espacio medible (€2, F). Decimos que P es
una medida de probabilidad si P(2) = 1. En este contexto, decimos que (€2, F,P) es

un espacio de probabilidad.
Ejemplo B.1.2. Para cada w € €2, como ya se vio, J,, es una medida de probabilidad

Definicién B.1.3. Sea 2 un conjunto finito con |2] = N y F la familia (finita) de

todos los subconjuntos de X. Definimos la distribucién uniforme p = Unif(£2) por

_ 4]
w(A) = ~ VA C Q.

Ejemplo B.1.4. Si = Unif{1,2,3,4,5}, entonces 1({1,3,4}) = 3/5.

Definicién B.1.5. Para cada espacio medible (€2, F), definimos P(£2) como el conjunto

de todas sus medidas de probabilidad.

Definicién B.1.6. Para cada X € %Bpa, definimos el o-algebra de los borelianos en X
por

By ={A € PBra: ACX}.
Sobre este, si ademds L(X') < +oo, definimos la medida p = Unif(X) por

,u(A) = %, VA € %X-

Definicién B.1.7. Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P), una variable aleatoria

es una funcién Borel-medible X : €2 — R. De forma més general, un vector aleatorio

es una funcién Borel-medible X : Q — R¢ en algiin espacio euclideano.
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Definicién B.1.8. Sea (2, F,P). Decimos que el vector aleatorio X :  — R tiene
distribucién o ley g € P(R) cuando g = X4P. Del mismo modo, la ley de un vector
aleatorio es su medida push-forward p € P(R?)

Observacion. La ley de X nos dice como se distribuyen los valores que toma dicho
vector. Por definicién, para cada A € HBra tenemos p(A) = P{X € A}, donde
denotamos {X € A} = X~!(A). Por ejemplo, en el caso d = 1, u([0,1]) indica con
qué probabilidad ocurre 0 < X < 1.

Definicién B.1.9. Sea (02, F,P) espacio de probabilidad y X : € — R una variable
aleatoria con ley p € P(R). Definimos la funcién de distribuciéon Fy : R — [0,1] por

Fx(s) =P{X < s} Vs eR.

Esto es equivalente a Fx(s) = u((—00,s]), por lo que la funcién de distribucién depende

de s6lamente de la ley de X.

Definicién B.1.10. Dado el espacio de probabilidad (€2, F,P) y una variable aleatoria

X : Q) — R integrable, definimos el valor esperado como la integral de X. Escribimos

Ep[X] = / XdP.
Q
El siguiente resultado es el teorema B.0.22 expresado en el lenguaje de probabilidad.

Teorema B.1.11. Sean (€, F,P) espacio de probabilidad y X : © — R? vector
aleatorio con ley u = XyP. Si f : R? — R funcién Borel-medible. Entonces
f(X) : RY" — R es una variable aleatoria integrable si y solo si f es p-integrable,

y se cumple

Ep[f(X)] = Eul/f]-

Definicién B.1.12. Sean p y v medidas en un espacio medible (X ,F). Cuando v < p,
decimos que la derivada de Radon-Nykodim f = dv/du es la densidad de v respecto a

L.

Proposiciéon B.1.13. En el contexto de la definicién anterior, para cada h : X — R

medible y p-integrable tenemos
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Proposicién B.1.14. Sea (2, F, 1) espacio de probabilidad. Para cada funcién Borel-
medible positiva f : Q@ — R* con E,[f] = 1, la férmula

v(A) = / 1afdp, VAe F
Q
define una medida de probabilidad v € P(£2) que cumple v < p.

Definicién B.1.15. Sea (2, F,R) espacio de probabilidad y considere un evento
A € F. Decimos que A ocurre P-casi seguramente (abreviado P-c.s.) cuando P(A) = 0.
Sin embargo, puede ocurrir que dicho conjunto no sea medible. En ese caso, pedimos

que exista un B € F de probabilidad uno tal que B C A

En la préactica A es el conjunto donde se cumple una cierta condiciéon que depende de
w € , y decimos que la condicién ocurre P-casi seguramente. Por ejemplo, si tenemos

la variable aleatoria X, decimos que X > 0 P-c.s. cuando P{X > 0} = 1.

Observacion. Si (A,),>1 es una cantidad numerable de eventos con P(AS) = 0,

entonces

P(J45) <D PA;) =0,

n>1 n>1
y por tanto P((),-; A.) = P([U,s14%]°) = 1. En particular, si tenemos una
cantidad contable de eventos ocurriendo P-casi seguramente, entonces todos ellos

ocurren simultdneamente P-casi seguramente.

Teorema B.1.16. Desigualdad de Jensen. Sea (2, F,P) espacio de probabilidad,

X variable aleatoria integrable y ¢ : R — R convexa. Entonces
p(Ep[X]) < Eplp(X)]
con igualdad si y s6losi ¢ es una funcién afin o X es una constante P-casi seguramente.

Definicién B.1.17. Considere dos vectores aleatorios X,Y : Q — R? en un espacio

de probabilidad (2, F,P). Decimos que X, Y son independientes cuando
P{X € A,Y € B} = P{X € A}P{Y € B}, ¥ A, B € .

De forma mas general, considere una colecciéon (X;);,cs de vectores aleatorios en R,

con J finito o infinito. Decimos que los (X;);c7 son independientes cuando:
IP){X“ € Al, .. .Xin S An} = P{X“ € Al} X+ X P{in < An}7

para todo subconjunto de indices finito {iy,...,i,} C J y para todo A; € Bga.
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Definicién B.1.18. Decimos que los vectores aleatorios {X;};c7 son independientes

e idénticamente distribuidos (i.i.d) cuando son independientes y todos tienen la misma

ley 1 € P(RY).

Teorema B.1.19. Ley Fuerte de los Grandes Numeros. Sea (2, F,P) un-espacio
de probabilidad y (X;);ey una sucesién de variables aleatorias i.i.d. e integrables.

Entonces

1
E(Xl +...X,) — Ep[Xj]
P-casi seguramente.

Observacién. Ser idénticamente distribuidos implica que Ep[X;] = Ep[X;] para
cada 7 € N. Ademas, la convergencia P-casi seguramente indica que el conjunto
{fwe Q:L(Xi(w) +...Xp(w)) — Ep[X1]} es o contiene a un conjunto medible de
probabilidad uno.

Asi como existen distintos tipos de convergencia de funciones, como la convergencia
puntual o la convergencia uniforme, también las hay para medidas de probabilidad. Nos

centramos en convergencia de probabilidades en (R%, Bpga).

Definicién B.1.20. Sea p € P(RY) y (itn)nen una sucesién en P(R?). Decimos que

(fn)nen converge puntualmente!’ cuando
:un(A) - ﬂ(A)v VA € PBra.

Definicién B.1.21. Sea i € P(R?) v (ftn)nen una sucesién en P(R?). Decimos que

(tn )nen converge debilmente a p cuando

[ o~ [ ou vo € i)
R4 R4

donde Cy(R?) es el conjunto de todas las funciones ¢ : R — R continuas y acotadas.

. w
Denotamos esta convergencia por p,, —

Proposicién B.1.22. Existe una sucesién (fz)r>1 C Cp(RY) de modo que, dados
IS P(Rd) y (Mn)nZl - P(Rd)a

/fkdun%/fkdqu21 — U >

'En inglés setwise convergence, traducido como convergencia conjunto a conjunto, es un nombre

mas apropiado.
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La proposicién B.1.22 es 1til pues indica que basta verificar la convergencia de
integrables para una cantidad numerable de funciones.

Pasamos ahora a conceptos vinculados a la teoria del transporte éptimo, altamente
vinculados con las nociones expuestas en medida y teoria de la probabilidad.

Comenzamos por el concepto de espacio polaco.

Definicién B.1.23. Decimos que un espacio métrico (X, d) es. polaco cuando es

completo y separable.
Para las definiciones posteriores seguimos a Villani (2009).

Definicién B.1.24. Sea (X, d) un espacio polaco y p € [1, 4 o0). Para cada u,v €

P(X), definimos la distancia de Wasserstein de orden p entre py v por

wpw,y)_( inf /X d(x,y)pdﬁ)p

mell(p,v)

Esta no es una métrica todavia, pues puede tomar el valor +oo. Para que lo sea,

debemos tomarla en el siguiente espacio.

Definicién B.1.25. Sea (X, d) un espacio polaco y p € [1,4 00). Definimos el espacio

de Wasserstein de orden p por

Py(X) = {u € PX) : /Xd(mo,x)pdu < +oo} :

donde xy € X es arbitrarioy el espacio W,(X) no depende de la eleccién del .

Definicién B.1.26. Sea (X,;d) un espacio polaco, p € [1,+ 00), u € P(X) v (tn)nen

sucesién en P(X). Decimos que p,, converge debilmente en P,(X) cuando ju, — p1 y
/ d(xg,z)Pdp, — / d(xg,z)Pdp
x X

, P, .
para algiin zg-€ X. Denotamos j,, — p. De hecho, si se cumple para un o € X se

cumple para cualquier eleccion de xg.

Teorema B.1.27. Sea (X, d) espacio polaco y p € [1, + oo). Entonces la topologia
inducida por la métrica W, en P, es la topologia de la convergencia débil en P,(X).
Esto es,

Py
W (ptn, 1) = 0 <> pin — pu.
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Elementos de analisis convexo

A continuacién, recordamos algunos elementos fundamentales del analisis convexo que
seran de utilidad para probar un lema necesario para la prueba de la convergencia del

algoritmo SISTA.

Definicién C.0.1. Una funcién f : S C R” — R, definida sobre un conjunto S convexo

no vacio, es convexa si para cualesquiera, x,y € S

F(62+ (1= 8)y) < 0f ()4 (1 - 0)f(y), 6 € [0,1].

Teorema C.0.2. Sea S C R"™ un conjunto no vacio, abierto y convexo. Entonces,

f S — R es convexa si y solamente si

fly) > fx) + Vf(z)(y —z), Vr,yes. (C.1)

Demostracion. = Si f es estrictamente convexa sobre S, por la Definicion C.0.1

fla+0y—x) - fla

Luego, como f es diferenciable, haciendo # — 0

fo ot JE O =) ()

0—0+ 0

< f(y).

-

dfz(0)=Vf()T=Vf(y—2)"

127
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& Como (C.1) vale para cualesquiera z, y, definamos z = 6 + (1 — 0)y
f@) = f(2) + Vf(2)"(z —2)
fly) = f(2) + V()" (y - 2).
Luego,
0f(x) = 0f(2) + 0V f(2)" (z - 2)

(1=0)f(y) = (1= 0)f(2) + (1 =)V f(2)" (y =2).

Sumando,

0f(2)(1 = 0)f(y) = f(2) + VI(2)" (b +(1-0)y — 2)
f(z).
O

Corolario C.0.3. Se cumple que, dada f en el contexto del teorema C.0.2, si f es

convexa, entonces
(V(x) = VEy) (x—y) =0

Demostracion. Tenemos

Con lo cual,

Asi

]

Definicién C.0.4. Una funciéon f, en el contexto del teorema C.0.2, es fuertemente

convexa si para cualesquiera x,y € S y algtin 6 > 0

FW) > 1) + VI @)y~ )+ ol — ]l
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Observacién. Trabajamos con || - ||s.

Observacion. Intuitivamente, la convexidad fuerte nos dice que existe una cota
inferior cuadratica. Esto implica directamente la convexidad de la funcion. Notemos

ademds que esto implica directamente la convexidad de la funcién (4).

Funciones Fuertemente Convexa y Convexa

4.0 1 —— Funcién Fuertemente Convexa
—— Funcién Convexa

3.5 1

3.0 1

2.5 4

2.0 4

f(x)

1.5 1

1.0 1

0.5 1

0.0 1

Figura C.1 Fuertemente convexa y convexa.

Lema C.0.5. Las siguientes condiciones son equivalentes para una funcién diferencia-

ble f fuertemente convexa, con 0 > 0
a) fy) = f(a) + V@) (y — @)+ §lly — 2l
b) gle) = f(x) 4e][? es convexa.
c) (Via) =V i) (z—y)=0lz—yl*
d) flaz+(1—a)y) < af(e)+ (1 —a)f(y) — 952L )z —yl]?, o € (0,1),

Demostracion. Vamos a probar (a) < (b), (b) < (¢) y (b) < (d).
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1. (a) < (b) Si g es convexa,
9(y) = g(z) + Vg(2)" (y — 2).
Luego
AT AT T
Fy) = 5l = f(@) = Sllzl] + VEf@)(y — @) = faly —a).

Esto pues, &|z|[* = £>°7" | 22. Luego, agrupando términos,

F0) 2 £)+ Sl — o)) + 97 F )y )= aly — )
£)+ (ol = N 2) + 97 F(@)(y “) + BlJal|* — Oy
= @)+ Sl + lal) + V7 - ) — Oy

= J@)+ V7 F@)(y — 2) A Gl + [2]%) — Oy

N /
-

~%la—yJ?

= J@) + VT @)y - )+ 5 il

2. (b) & (¢) Como g es convexa diferenciable, por el corolario C.0.3
(Vf(z) =0z — Vf(y) + 0y)" (x —y) > 0.
Entonces,
(Vi@) = Vi) (@ —y) +0y—2)(z—y) >0

Asi,
(Vi) = Vi) (@ —y) > 0@ -y (x—y).

N
~
=[lz—y|l?

3. (b) < (d) De la convexidad de g

gloir + (1 a)y) < floz+ (1 a)y) — o laz -+ (1 — )y

ab 1—a)d
< af(@) = Dfal+ (1~ )7 ) ~ T2 i
Ahora bien, estas desigualdades implican que
0 af 1—a)d
flo+(1-a)y) < & o+ (1)l +af (2) = e+ (1-0) s )~

[lyll*.
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Analicemos el término

0 0
Sllaz + (1= a)y|? = | -

(1—a)d 2
Syl

Por la convexidad de la norma
0 0 1—a)d
? allall + @ = a)lol? — e — EE 2y
Desarrollando,
6 af (1—a)b
? (@2llalP + 20(1 — )] - il + (1 — )?l®) — - Ly

Factorizamos todo por 6/2

0

5 [ala = D)([[l* + lylI* = 2[ll - [y }.<

0
2 >

a(oe—1)||z —y|*.
Con esto concluimos.

]

La teoria del analisis convexo es bastante extensa y util en economia. No ahondamos
mas en este tema pero recomendamos al lector consultar Ok (2007) o Florenzano
and le Van (2001) para profundizar en estos temas. Solo hemos presentado aquello
estrictamente necesario, es decir, aquello a lo que se ha aludido en el texto, o esta
directamente vinculado. Continuamos con el apéndice de analisis funcional que, en
cierta forma, es un preambulo al tltimo apéndice. Este tltimo se encuentra fuertemente
vinculado con los desarrollos del capitulo 3 y presenta resultados no tan estandares en

la literatura.
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A continuacién algunos elementos de andlisis funcional, necesarios para poder llegar
a la lera forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach, de la cual se hace uso
indirectamente en el capitulo 3 (permite probar un resultado sobre el subdiferencial
de una funcién convexa: esto es abordado en nuestro ultimo anexo). Los siguientes
enunciados y pruebas vienen fundamentalmente de Botelho et al. (2023) y las notas
de clase del profesor de la especialidad de matematicas en la PUCP, Percy Fernandez.
No se han incorporado modificaciones sustanciales y recomendamos consultar Botelho
et al. (2023) para, por ejemplo, revisar conceptos como la norma de un operador lineal

o continuidad de un operador lineal.

Definicién D.0.1. Sea V' un espacio vectorial no nulo. Un hiperplano V' es un
subespacio W # V tal que, si W; es subespacio de V., W C Wy, entonces W7 =V o
W =1V.

Proposicién D.0.2. Sea V' # {0} espacio vectorial, W subespacio de V. Entonces, W
es un hiperplano.de V'si y solo si existe ¢ : V' — R funcional lineal tal que W = Ker(yp).

Demostracion. = Sea W C V hiperplano y sea vg € V. — W y Wy = W + [vy] # W.
Luego, V'= 1. Asi, tenemos

@ W1—>R

W+ avy — a

que es lineal, p # 0 y Ker(p) = W. <= Ahora, sea ¢ : V — R funcional lineal no
nulo y W = Ker(p). Sea W; subespacio de V' tal que W C W; pero W # W, y sea

132
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vg € Wi — W. Dado v € V, considere

=0 — SD(U)U er(p) =
u= () 0 € Ker(p) = W.

De este modo, v € W7 pues W C Wi. Asi, W, = V. O

Definicién D.0.3. Si H es un hiperplano de V' y vy € V., el conjunto
H+vy={v+wv: ve H}

es llamado hiperplano afin. Por la proposicién (D.0.2), los hiperplanos afines son de la

forma
lp=a]={veV: p(v)=a}

donde ¢ es un funcional lineal.
Proposicién D.0.4. Un hiperplano [p = a] es cerrado si y solamente si ¢ es continuo.

Demostracién. < Como ¢ es continua, entonces [¢ = a] = p~'{a} es cerrado. = Sea
¢ : V' — R funcional lineal no nulo y H = [p = a] cerrado. Como V — H es abierto y no
vacio, si zg € V — H, existe r > 0 tal que B(xg,r) C V — H. Tenemos que ¢(xy) # a.
S.p.d.g. digamos que ¢(xy) < a. Probaremos que ¢(x) < a para todo = € B(zo,r).

Supongamos que no, y que existe z; tal que p(x1) > a con z; € B(xo,r). Tomemos

N= —go(xl) —a < 1.
p(z1) — (o)
Luego,
trg + (1 —t)xy € B(xg,r)
y

o(trg + (1 —t)a1) = to(xo) + (1 —t)p(z1)
= o(x1) + t{p(wo) — p(71))

= ¢(r1) —plr) +a=aq,
lo cual es una contradiccién: B(xg,r) C V — H. De ahi,

o(xo) +rp(2) = p(xg+712) <a, VzeV ]zl <1
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O sea,
ple)—a _ oo
r r
Haciendo z — —z (|| — z|| < 1)
a — ¢(zo)
[l < ,
r

y asi, ¢ es continua. O

Definicién D.0.5. Funcional de Minkowski. Sea C' un subconjunto convexo y

abierto con 0 € ', de un espacio normado. La aplicacién
Py:E—R, x—>inf{a>0: gec}
es llamada funcional de Minkowski de C.
Proposiciéon D.0.6. Tenemos las siguientes propiedades:
1. Po(bx) =bPc(x),Vb>0y x € E.
2. C={zeFE: Po(zr) <1}
3. Existe M > 0 tal que 0 < Po(z) < M||z||, V= € E.
4. Po(x +vy) < Po(x)+ Poly), Va,y € E.
Demostracion. Procedemos inciso por inciso:
1. Por definicién,
Po(bx) :inf{a >0 %E € C’}
—inf{ba>0: Zec}

a

2. Como C' es abierto, para todo x € C, 3 & > 0 tal que (1 +¢)x € Blz,ellz||]] C C
(bola cerrada). Luego, z(1 +¢) € C. Por ende Po(x) < (1 +¢)7' < 1.
Reciprocamente, si Po(x) < 1, entonces existe 0 < a < 1 tal que 2 € C:

x:a<§>+(1—a)060.
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3. Sea r > 0 tal que B(0,r) C C. Para 0 < s < r tenemos

s(i) eC, Vaxe E—{0}.

||

<ﬁ) P.(z) = Pe <ﬁx) <1

Entonces, Po(z) < (1/s)||x]|, 1/s = M.

Luego,

4. Dado € > 0 veamos que 75— € C. Por el inciso (a)

(e = (meaes) 105

Por ende, de (b) se tiene que e €0 Analogamente m € C. Sea
P
0<t= clv) +
Pe(x) + Po(y) + ¢
Tenemos
r+vy z Y
=1 +(1—-t)| =———) €.
Po(z) + Pe(y) + 2¢ (Pc($)+5) (=2 (Pc(y)+5)

Luego,

1 B T+y
(Pc@c) T Poly) + 26) Folo+9)=Fe (Pc<x> FPoly) + 25) <!
Asi
Po(z+y) < Po(x) + Po(y) + 26, Ve >0.

Por lo tanto,
Po(x +vy) < Po(x) + Po(y), Va,y € E.

]

Lema D.0.7. Sea C' convexo, abierto, propio y no vacio de un espacio normado E y

xo € E— C.Entonces, 3 ¢ € E' tal que p(z) < p(z9), V2 € C.

Demostracion. Supongamos que 0 ¢ C' sea zg € C' 'y considere 0 € D = C — 2y y
Yo = To — Zp. Tenemos que yo € D (pues xy ¢ ('), es convexo, no vacio y abierto.

Podemos entonces considerar el funcional de Minkowski Pp. Definimos G = [yo] v
g:G—-R

tyo — tPp(yo)
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es un funcional lineal. Como

Vit>0: g(tyo) = tPp(yo) = Pp(tyo)
t<0: g(tyo) =tPp(yo) <0 < Pp(tyo)

tenemos

g(x) < Pp(z), Vx €q.

Por el Teorema de Hahn-Banach (versién base) existe ¢ : E — Rplg = gy ¢(z) <
Pp(x), V = € E. Luego, sabemos que existe M > 0 tal que ¢(x) < Pp(x) < M||z||.
Esto es, ¢ es continua. Para todo « € D se tiene ¢(x) < Pp(z)< 1. Como Pp(yy) > 1

luego
¢(y) <1< Pp(y) = 9(yo) = ©(v0) = ¢(x0o — 20), Vy€ D =C— 2z
p(r) = p(r — 20) + p(20) < @(r0 — 20) + ¢(20) = p(20), ¥V v € C.
En caso 0 € C', tomamos zg = 0. m

Lema D.0.8. Sean E un espacio normado, ¢ € £’ — {0} continuo, y C' C E convexo,

abierto y no vacio. Entonces, ¢(C) es un intervalo abierto.

Demostracion. Como ¢ # 0 entonces ¢ es sobreyectiva y ¢(C') es un intervalo (pues
debe ser conexo al ser C' convexo, i.e., en particular conexo). Suponga que ¢(C) esté
limitado superiormente por a € @(C). Sea entonces x € C tal que p(z) =ay ¢(y) < a
para todo y € C. Como C es abierto, 3 ¢ > 0 tal que B(x,e) C C. Sea z € E — {0}.

Entonces
€
T+ z € B(x,e) C C.
2|zl
Luego,
iz p (4 5 ) = #le) + () =t gele)
N 2]zl 2|zl 2|zl

por lo que p(2) <0,V z € E (contradiccién pues ¢ es sobreyectiva). O

Teorema D.0.9. Primera forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach.
Sean A y B subconjuntos convexos, no vacios y disjuntos del espacio normado E. Si A

es abierto entonces existen un funcional ¢ € E' y a € R tal que
plr)<a<oly), VeeA yeB

se dice que el hiperplano cerrado [¢ = a| separa A y B.
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Demostracion. Consideremos el conjunto C' = A — B:
1. C es abierto pues C' = (J,c5(A4 — {b}).

2. C es convexo: para todo x1, 29 € Ay iy, € ByO<t<1
tar —yn) + (1= t)(x2 —42) = (tz1 + (1 =)o) — (byr + (1 —H)pp) € A= B

3.0#C,0¢ C pues ANB =0, luego C # E.
Por el lema (D.0.7) existe ¢ € E’ tal que
w(z) <p(0)=0,VzeC.

Luego,
o) +ex—y)+oly) <ely), VreA Yyeb (D.1)

y como B # (), de esta desigualdad p(A) es acotadoy asi a = sup p(A) € R. Por ende,
w(A) C (—00,al. De (D.1)
a<epy), VyeDB.

Finalmente, por el lema (D.0.8)

o(xr) <a, VaeA

]

Antes de concluir con esta seccion, es necesario hacer mencion del siguiente Teorema
pues, es usado en la prueba de la proposicién E.0.6. En nuestro contexto, nos hemos

limitado a H = R<.

Teorema D.0.10. Teorema de Riesz-Fréchet. Sea H un espacio de Hilbert y

¢ : H — K un funcional lineal continuo. Entonces, existe un tnico yo € H tal que
p(r) = (2,9), Vo € H.
Ademas de ello, ||¢|| = ||yol|-

Antes de pasar al ultimo apéndice, unas breves definiciones que, implicitamente se

usaron en los preliminares de la prueba del teorema 3.3.2.
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Definicién D.0.11. Sean X,Y espacios de Banach normados y f : X — Y. Diremos

que [ es Fréchet diferenciable en zy € X si existe una transformacion lineal 7: X — Y

tal que
w4 B~ fl) = TB
h—0 |h]|x

En dicho aso, f'(xg) es la derivada de Fréchet en z.

Corolario D.0.12. Si X es un espacio de Hilbert sobre Ry f : X — R, entonces, si
la derivada de Fréchet en x € X existe, es un funcional lineal continuo. Por el teorema
D.0.10, existe u € X tal que f'(z)(h) = (h,u) para todo h-€ X. Dicho vector u se

conoce como el vector gradiente V f(z). De este modo,
fi(@)(h) = (h, Vf(x)), ¥ hiEX.

La teoria expuesta en esta seccién es de gran importancia en las aplicaciones. Para
el caso V' = R" podemos prescindir de estos desarrollo y aludir a resultados geométricos
(la separacién de conjuntos convexos en R™ es un resultado que es consecuencia
directa del Teorema de Proyeccion para conjuntos cerrados y aspectos topoldgicos
de los conjuntos convexos). Sin embargo, para abordar el caso mas general posible,
en el que el espacio vectorial considerado tiene dimension infinita, este apéndice y
la teoria del andlisis funcional resultan fundamentales. Estos resultados no solo son
aplicables al transporte 6ptimo, sino que también tienen implicaciones en el equilibrio
general (Aliprantis et al., 1990) y la teoria de juegos (Fudenberg and Tirole, 1991).

Terminamos este trabajo con el anexo sobre los subgradientes y subdiferenciales.



Apéndice E
Subgradientes y subdiferencial

Dada f: S € R® — R convexa y diferenciable, se cumple que

fy) = flz) + V@) (y - 2). (E.1)

.Y si f no es diferenciable en z?7 A continuacion estudiamos la teoria de los

subdiferenciales que, de cierta forma, permiten extender y generalizar (E.1).

Definicién E.0.1. Sea f : R” — R. El'epigrafo de f es el conjunto

E(f) ={(z, ) €R" xR: f(z) <y} CR™.

Figura E.1 Epigrafo.
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Definicién E.0.2. Diremos que z soporta el epigrafo de f en (g, f(x0)) si, ¥(y,t) €
£(f)

d|p — wm | =0
~ ~—
(yt)  (zo0,f(20))
Corolario E.0.3. Si f es convexa y diferenciable en xg, el vector (V f(zg), —1) soporta

el epigrafo de f en (xq, f(x0)).

Demostracion. Simplemente verificamos que, dado (y,t) € E(f),

T
Vf(mo) Yy — To

-1 t — f(zo) = Vf{@o)(y = o) = bt f(20) < 0.

En efecto, como (y,t) € £(f), inmediatamente f(y) < t.y, de (E.1) se tiene la otra
desigualdad. |
Definicién E.0.4. g € R” es un subgradiente de f: R"™ — R en x si
fly) = fla)+g"(y —2), ¥ y.
Observacién. Por definicién:
1. (g, —1) soporta el epigrafo'de f en (z, f(x)).

2. Dada f convexa, V f(x) es subgradiente (si es que f es diferenciable en x) en x.

f(x)
f(;l,‘1) -+ gr{‘(l‘ =~ ;L‘l)
f(z2) + g3 (& — x3)
flx2) + g:{ (x — x2)

T T2

Figura E.2 Sub-gradients.
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Definicién E.0.5. El subdiferencial de f : R — R en z, denotado df(z) es el conjunto

de subgradientes en x. Esto es,
Of(z) = {y €R": f(2) > f(x) + {y,2 —x), ¥ 2 e R}

Proposiciéon E.0.6. El subdiferencial en un punto interior del dominio-de finitud de

f es no vacio cuando f es convexa.

Demostracion. Sea f: R? — R U {oco} una funcién convexa. Sea'xo € .D°, donde D es

el conjunto de finitud de la funcién f. Definamos el abierto y convexo (pues f lo es)
A={(w,y) e D" xR:y > f(a)}.

Dado que (zo, f(zo)) € A, por los teoremas D.0.9 y D.0.10 existe un hiperplano que

separa A de (zo, f(xq)). Ahora, veamos que no es de la forma
{(z,y) €RYx R : (w, x)pa = c}.

O sea, que no es vertical. Acd c € Ry w € R?™—{0} (fijo). Supongamos por contradiccién
que lo es. En dicho caso, como D° es un abierto, existe r > 0 tal que B(xzq,r) C D°.
Entonces, existen xy,zo € B(xg,r) tales que (r1,w) < ¢ < (x,w). Pero entonces,
(1, f(z1) + 1) y (z9, f(x2) + 1) son separados por el hiperplano y ambos pertenecen a

A. De este modo, el hyperplano es de la forma
{(z,9) €R* xR : (w,z)pe +y = c}.
Luego, como (zg, f(xo)) € A4,
(w, o) + f(xo) = c.
Notando que (w,z) +y > ¢ en A, para todo x € D°
(w,z)y + f(x)+e>¢, Ve>0 = (w,z)+ f(z) > c

De este modo,
f(x) > f(xo) = (w,x — x9) = w € If(x0).

Por ende 0f(x) es no vacio. O
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Subgradientes
y =gz — o) + f(z0)

A J

xIo Wi

Figura E.3 Sub-gradientes.

Proposicién E.0.7. El subdiferencial de una funcién convexa f en x en un conjunto

convexo y cerrado.
Demostracion. Sean y,z € df(x) y 6 €[0,1]. Entonces, para todo 2’ € R? tenemos

—0)f(@) +0f () 21 = 0)(f(x) + (y, 2" — 2)) + 0(f () + (z,2" — x))

fl@) = (1
fl@)+{((1—0)y+0z,2" —z).

Asi, Of(z) es convexo. Veamos ahora que se trata de un cerrado:

of (@)= () {y: @) > f@ + (y, 2’ — )} .

’ d
z'€R cerrado

N J/
-~

cerrado

Proposicién E.0.8. Si f: X — R es convexa y C, entonces 0f (z) = {V f(z)}.

Demostracion. Ciertamente, por el teorema C.1, V f(z) € df(x). Ahora, supongamos
que existe otro elemento, digamos y € df(x). Por definicién f(z') > f(z) + (y,2" —
x), " € X. Tomamos 2’ = x + tz para z € X y t > 0. Entonces,

flz+1z) - f(=)
t

> (y,2).
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Haciendo t — 0,
(Vf(x),2) 2 (y,2).

Pero entonces, (Vf(z) — vy, z) > 0. Al ser z arbitrario, tomamos

z=—(Vf(z)—y)
Esto nos permite obtener

IVf(z) =yl <0 = y=Vf(x)

Ejemplo E.0.9. Consideremos f(x) = ||z||o. Entonces,

T y .
of (x) = {(\/x2+y27\/x2+y2>}’ (z,y) # (0,0)

By, (0, 1), si (z,y) = (0,0).

Esto es consecuencia del lema E.0.8 y de lo siguiente. Si g € 9f((0,0)), entonces,
(9,2) < lzll2, 2 = (2,9).

Luego, si ||g|| < 1, por Cauchy-Schwarz
(9:2) < lgllall=ll2 < [l2]]2-

O sea, g es subgradiente si{|g|]o < 1. Ahora, si g es un subgradiente, (g, z) < ||z||2.
Esto debe cumplirse para |[|y|| < 1. Entonces,

sup (g,y) < |ly]| = llgll2 < 1.
yillyl] <1

Note que se puede generalizar este resultado a R™.

Proposicién E.0.10. z* minimiza f si y solamente si 0 € Jf(z*).
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Demostracion. Tenemos:

Lema E.0.11. Sea f(z) = méax{fi(z), fo(x)}, con fi, fa diferenciables. Entonces,

Vfi(z), sifi(z) > fow)
of (x) = § Vfa(x), si fo(w) > fi(w)
[Vif(x), Vof(z)] sifi(z) = folz).

Figura E.4 Sub-diferencial méax{ fi, fo}.

Definicién E.0.12. La funcién prox. La funcién proximidad de una funcién convexa

h(-)es, parat >0

1
prox,, ;(r) = argmin,, <h(u) + Z||u — x||§> . (E.2)

Observacién. Un resultado crucial del cudl se ha hecho uso es el Teorema de Moreau-

Rockafellar Lain (1988). Este resultado nos dice que, si f,g : R" — (—o00, 00| son
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funciones convexas tales que la interseccién de sus dominios de finitud €2 es no vacia,

entonces para todo xg € (2

9f (o) + 0g(zo) = O(f + g)(@o)-
Ejemplo E.0.13. Si h(z) = A||z||1, t =1
Ti— A, six; > A
prox, (z); = {0, siaz;| < A (E.3)
i+ A six; <A

En efecto, |x| = méax{x,—z}. Asi pues, de (E.2), observando que el problema es

separable, basta tener

0 € af(u).
Luego, por Moreau-Rockafellar,
Of (uf) = {ui — i+ A0| - ()}

Finalmente, dado que

-1, siu; <0
I - |(uf) =1 [-1,1], siu;=0
1 si Uz>0

Figura E.5 Sub-diferencial | - |.

concluimos que

Ti— A, six; > A
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Ahora bien, en el caso de tener

f(x) = g(x) + h(x) (E.4)

con g convexa y diferenciable sobre su dominio y A convexa pero eventualmente no

diferenciable, se ejecuta el siguiente algoritmo con la finalidad de minimizar (E.4):
29 = prox,, ,(s-1 — 4,V g(zD)).
. Cual es la intuicion?
1

¢®) = argmin,, (h(u) T o | — 27— thg(x(k_l))Hz)
k

i 1
— arguin, (1(0) + 9(o) + Vole)*(u L) 2 llu — ).
Lo que minimizamos es h(u) mas la diferencia'de w y el cldsico gradient-descent.

Observacion. La definicién 3.3.1 es entonces en realidad consecuencia de (E.2) y (E.3).
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