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Prefacio

Este documento tiene como objetivo proporcionar una base sélida en los
fundamentos matematicos y estadisticos necesarios para la estimaciéon y andlisis de
modelos de regresion lineal multiple. A través de una exposicién clara y concisa,
se exploran los conceptos clave del dlgebra matricial, sentando las bases para la
comprension del modelo de regresiéon multivariado y sus supuestos.

Se dedica especial atencion a los factores que pueden comprometer la calidad
de las estimaciones y la validez de las inferencias estadisticas. En particular, se
analizan en profundidad problemas como la multicolinealidad, la heterocedasticidad, la
autocorrelacion serial y los cambios estructurales. Para cada uno de estos problemas,
se presentan tanto la teoria subyacente como las pruebas estadisticas adecuadas y las
estrategias de mitigacion.

Adicionalmente, se abordan temas relevantes como la incorporacién de variables
cualitativas en los modelos de regresion, la importancia del diseno muestral y
la aplicacion del método de variables instrumentales para abordar problemas de
endogeneidad. Se presta especial atencién a la interpretacion de los resultados y a
la construccion de modelos que permitan analizar relaciones causales. En el ultimo
capitulo, desarrollamos una introduccién a la teoria y analisis de series de tiempo.

Para complementar la exposicién tedrica principal, se incluye un anexo centrado en
la teoria de la probabilidad y la estadistica. En este anexo, se presentan los conceptos
fundamentales de probabilidades, distribuciones, estimacién y teoria asintoética. Se
discuten las herramientas estadisticas clave que sustentan el analisis econométrico
expuesto en el texto principal, proporcionando un marco sélido para la inferencia y
el desarrollo de modelos econométricos rigurosos. La discusion incluye el papel esencial
que juegan estos conceptos en la validacién de los modelos, asi como en la estimacién
precisa de pardmetros y la evaluacién de su robustez.

En resumen, este documento busca equipar al lector con las herramientas necesarias
para llevar a cabo un anélisis de regresion lineal multiple de manera rigurosa y eficiente.
A través de una combinacién de teoria, ejemplos practicos y discusion de los desafios
comunes, se pretende fomentar una comprensién profunda de esta técnica estadistica

fundamental.
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LISTA DE SIMBOLOS

N: conjunto de niimeros naturales, N = {1,2,...}.

Z: conjunto de nimeros enteros, Z = {...,—3,-2,-2,0,1,2,3...}.

Z.: conjunto de nimeros enteros positivos incluido el cero, Z, = {0,1,2,3...}.
Q: conjunto de nimeros racionales.

R: conjunto de ntimeros reales.

R, : conjunto de ntiimeros reales mayores o iguales a cero.

R, ;: conjunto de numeros reales estrictamente mayores a cero.

R+: conjunto de niimeros reales mayores o iguales a cero unidos con {oo}.
A si A es un conjunto, A¢ denota el complemento de dicho conjunto.

A C B: el conjunto A esta incluido en el conjunto B.

R™: espacio euclidiano de dimension n € N.

||z||: si @ es un vector del espacio vectorial V', ||z|| denota la norma Euclidiana de dicho

vector.

By 0—4algebra de Borel en RF.
sup{A}: supremo del conjunto A.
inf{A}: infimo del conjunto A.

t | c:ttiende a cyt > c. Lo mismo aplica para sucesiones de variables aleatorias

X, | X. Se define de manera andloga t T cy X, 1T X.
(): el conjunto vacio.

W: unién disjunta.

Plim: probabilidad limite.

d

—: converge en distribucion.

5. converge en probabilidad.



E[-]: valor esperado.
Var(-): varianza.
Cov(+,-): covarianza.
Avar: varianza asintética.

14: funcién indicatriz, 14(x) = 1si x € A y 0 caso contrario.
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Capitulo 1

Algebra Matricial

El &lgebra matricial es una herramienta de gran utilidad en econometria vy,
en general, en economia. Este capitulo tiene como objetivo presentar de manera
resumida dicha herramienta, manteniendo el rigor matematico y proveyendo ejemplos
de aplicacion en economia. El enfoque es mas practico y se invita al lector a ahondar
en temas subyacentes, como lo son el Algebra Lineal o el Analisis en Espacios
Vectoriales Normados. Véase por ejemplo (Axler, 2015) o (Simon and Blume, 1994).
La organizacion de este capitulo es la siguiente: en una primera instancia, se definirdn
las diversas propiedades sobre el dlgebra de matrices. Enseguida, se presentaran
propiedades de las matrices de gran interés practico: matriz transpuesta y rango de una
matriz. Luego, se abordaran las nociones de matriz inversa y determinante. Finalmente,

se estudiaran algunas aplicaciones de los conceptos tedricos abordados en este capitulo.

1.1. Matrices y operaciones

Definicién 1.1.1. Una matriz, es un arreglo rectangular con entradas reales':

11 Q2 - Qip
Q21 Q22 -+ Q2
A
A= ay] =
aml .. .. amn

1Si bien las entradas podrian tener elementos de C, funciones etc., nos limitamos al estudio de

matrices con entradas a;; € R.
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El elemento (a;;) denota al elemento de la i—ésima fila y j—ésima columna del arreglo.

Ejemplo 1.1. Considere la siguiente matriz

1 0 2
A= |31 In(25) —18
2 2ym 100

Entonces, por ejemplo, a1 = 1, asy = 37 y azz = 100.

Definicién 1.1.2. Una matriz tiene dimension m X n cuando el numero de filas de
dicha matriz es m € N, y su numero de columnas es n € N. El espacio de matrices
(o conjunto de matrices) de dimensién m X n, con entradas reales, se denota M., x,,”.

Eventualmente, si A € M,,xn, se escribe A £ A, un.

Ejemplo 1.2. Sean las matrices:
1 5
A=135 6|, B=
12 7

8 94 02 32
10550 103 97 1,2

La matriz A tiene dimensién 3 x 2 mientras que la matriz B tiene dimension 2 x 4.

Enseguida, presentaremos algunas propiedades de las operaciones usuales® con
matrices: la suma, multiplicaciéon por escalar, y finalmente, la multiplicaciéon entre

matrices.

Definicién 1.1.3. Sean dos matrices A y B. Si estas matrices tienen misma dimension,

es decir, si tienen el mismo nimero de filas y el mismo niimero de columnas, definimos

2Este conjunto es un espacio vectorial. Este concepto no se aborda en este capitulo, pero puede
ser de gran interés para el lector y se le invita a consultar bibliografia relacionada al Algebra Lineal.

Véase (Axler, 2015) o (Chavez and Gallardo, 2025).
3Existen otras como el producto Kronecker. Sin embargo, no lo estudiamos en este texto.
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de la siguiente manera la suma A + B:

aixy a2 - Qip b1 bz - bln
A+ B— 0?1 CL.22 a?n n bai baa -+ by
T by o o by
a1 +bn aipg+biz -0 a4 by
| G2 +0bo1 G+ bay - ag, + boy
am1+bm1 amn+bmn

Por como se ha definido la suma entre matrices, claramente A + B = B + A. Es

decir, la suma entre matrices es una operacion conmutativa.

Ejemplo 1.3. Considere las siguientes matrices

4 0 56 4 42 0
A=]o05 1 -2|,B=]0 08 —24
0 47 3 03 2 11
23 2 13
yC=
5488 1

Las matrices A y B tienen la misma dimensién (3 x 3), pero la matriz C' tiene dimensién
2 x 3. Por ende, pueden sumarse las matrices A y B, pero no pueden ser sumadas con

la matriz C. En este caso

8 42 56
A+B=105 18 —44
0,3 67 14

La suma entre matrices es una operacién asociativa. Esto es, si se tienen 3 matrices
A, By C cuya dimensién es la misma, entonces (A+ B) +C = A+ (B + (). Por otro
lado, la matriz nula 0 de dimension m x n, que corresponde a la matriz cuyas entradas
son iguales a cero, cumple la siguiente propiedad: A+0=0+ A = A.
aip Q2 -+ Qip o 0 ---0 aip Q2 -+ Qip

Q21 Q22 -+ Q2p o 0 --- 0 Q21 Q22 -+ Q2p
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En el lenguaje del dlgebra lineal, la matriz 0 de dimensién m xn corresponde al elemento

neutro del espacio M,,«,. Definamos ahora el producto de una matriz por un escalar.

Definicién 1.1.4. Sea A € M,,,x, vy @ € R. Definimos - A = A - a de la siguiente

manera:
11 Q2 - Qip aa1; Qayz - Qdip
Q21 Q22 -+ Q2 Qg1 Qdgy -+ (lap
a- A=« =
aml o .. .. amn aaml DY .« .. aamn

Definiendo esta operacién, podemos definir la resta de dos matrices A y B como la

suma de A con (—1) - B.

Ejemplo 1.4. Seaa =5y

3 -2 4 54
A—
—7432 88 2,1 0,3
Entonces,
15 —-10 20 27
aA =5A=

—-37160 440 10,5 1,5

La multiplicaciéon entre matrices es una operacion mas delicada pues, a diferencia de
los nimeros, no es conmutativa y no siempre puede efectuarse. Veamos.
Sean A € Myxn v B € My, dos matrices. Las matrices A y B pueden

multiplicarse en el sentido A x B, solo si n = /.

Ejemplo 1.5. Sean las matrices,

5 4
5 12 —14 3
A=| 1 =3|, B= ,C:<4 _1>.
2 1 9 8
~18 11

Obsérvese que A € M3ys, B € Moyy v C € M. Las tinicas multiplicaciones entre

matrices posibles son Azxs X Baoyxs ¥ Cixo X Bayy.

Ya hemos visto cual es la condicién necesaria para que puedan multiplicarse dos
matrices, esto es, que el nimero de columnas de A sea igual al numero de filas de B.

Veamos ahora como se ejecuta el producto matricial.
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Definicién 1.1.5. Formalmente, la multiplicacién de dos matrices se define de la

siguiente forma:

» Sea Ayxn = (a;;) con 1 <i<myl<j<n.

» Sea By, = (bjj) conl1 <i<nyl<j<p.

= Entonces, C' = A x B corresponde a la matriz cuyas entradas estan dadas por

m
Cij = E aikbkj.
k=1

Figura 1.1 Multiplicacién de matrices (1).

1-1+2-4=9

¥

1 2 9 12 15
1 2 3

3 4 : = 19 26 33
4 5 6

5 6 29 40 51

Figura 1.2 Multiplicacién de matrices (2).

Note que si tenemos dos matrices A € M,,x,, y B € M,,«,, €l producto C, es decir,
la matriz generada por la multiplicacién de A con B, pertenece a M.
Ejemplo 1.6. Sean
1 10
A=|-2 15| yB=
3 8

5 6 1
3 4 2
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Entonces:
1 10
5 6 1
AxB=|-2 15| x
3 4 2
3 8

1-5+10-3 1-6+10-4 1-1+10-2
=|-2.54+15-3 —2-64+25-4 —2-1+15-2
3.548-3 3-6+8-4 3-1+8-2

Finalmente, operando, obtenemos

35 46 21
C=AxB= |35 48 28
39 50 19

El caso particular de matrices A € M1y, v B € M,,«; son de interés pues cuando
se multiplica A x B, se obtiene la operacién producto interno entre dos vectores, la

cual corresponde en R" a

Y2 "
AXB:(ZL'l T C(]n>>< ' éx-y:inyi.
: i=1

Yn

Ya hemos mencionado que el producto matricial es una operacion delicada y mas
compleja que las operaciones usuales en R. Sin embargo, también mencionamos que no
es lo mismo, dadas dos matrices A y B, efectuar A x B que B x A. Més aun, puede
ocurrir que no sea posible efectuar B x A, siendo sin embargo posible efectuar A x B.

No obstante, en caso sea posible, puede darse que A x B # B x A. Veamos.

Ejemplo 1.7. Considere las siguientes matrices

Si bien
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tenemos que

Bx A=
5 3

Terminamos esta seccién presentando 3 tipos de matrices que seran de utilidad a

continuacion:

1. La matriz identidad I: una matriz cuyas entradas son cero salvo en la diagonal,

donde valen uno:

1 0 0
0
I —
1 0

Obsérvese que cuando se multiplica esta matriz por una matriz A, se obtiene la

misma matriz A (siempre y cuando la multiplicacién sea posible).

2. Las matrices simétricas: matrices cuyas entradas son las mismas en las

coordenadas a;; y aj;. Por ejemplo:

aix Qa2 a13 Qa4
A12 Q22 GA23 Q24
a13 Qg3 233 Qs34

a4 A24 Aa34 Q44

3. Las matrices triangulares superiores®: las matrices cuyas entradas son iguales a

cero por debajo de la diagonal:

t1n 12 e tin

0o -
tn—l,n—l tn—l,n

0o ... 0 o

En los casos anteriores, las matrices han sido cuadradas, i.e., el nimero de filas es
igual al nimero de columnas. De no haber sido el caso, las definiciones pierden sentido.
Note también que dadas 2 matrices cuadradas A y B de misma dimensién, siempre es

posible multiplicar A con B asi como B con A.

4La definicién es ansloga para las matrices triangulares inferiores.
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Ejemplo 1.8. La matriz @)
Q=

es una matriz cuadrada de orden 2 x 2.

1.2. Matriz transpuesta y rango

En esta seccién presentaremos las nociones de matriz transpuesta y rango, centrales

para el desarrollo de la teoria de las matrices no singulares (invertibles).

Definicién 1.2.1. La transpuesta de una matriz A,,x,, s la matriz que se obtiene
al intercambiar las filas y columnas de la matriz A. Esta matriz se denota usualmente
como AT. De manera mds analitica, la entrada a;; toma el valor aj; y la entrada aj;

toma el valor a;;. Mds atn, si la matriz era de dimensién m x n, su transpuesta serd

de dimensién n x m.
Ejemplo 1.9. Sean las matrices

ailr a2 a1z Qg
A1 Q22 A23 QA24
A= y B

a31 32 33 aA34

aq1 Q42 Q43 Q44

bll
b21

Entonces sus transpuestas son, respectivamente

11 Ag21 A3z1 A4
Q12 Qg2 (32 A42
AT =

@13 A23 Q33 A43

(14 QA24 A34 Qg4

Note que si tenemos una matriz A € M,,x,, entonces, multiplicarla por su

y B =

b12

b22

blS

bas

transpuesta, siempre genera una matriz cuadrada. En este caso

A X AT = Qme
AT x A= P,y

Teorema 1.1. Sean A, B € M,,x, v « € R. Entonces

bi4

b24
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(A+ B)T = AT + BT.
= (A-B)T = AT — BT,
s (AT)T = A,

v (@A) = aAT.

Estas propiedades pueden ser probadas directamente y las dejamos como ejercicios
para el lector interesado. El siguiente resultado sin embargo, es menos directo y por

ello su prueba es desarrollada.

Teorema 1.2. Sean A € M,,,«,, y B € M,,»,,. Entonces
(AB)T = BT AT,
Demostracion. Permitanos denotar (C');; = ¢;;. Tenemos entonces
((AB)");; = (AB)j;
= ajby
k
= > (A" (B")ix
k
= (B")i(AT )i
k

= (BTAT),;.

Ejemplo 1.10. Sean A y B las siguientes matrices

b1 bio
ai; Qa2 Qi3

A= ) B = ba1 Do
a21 A2z A23

bsi  b3o

Mediante un cdlculo directo de A x B obtenemos

AB — a11011 + a12b21 4 a13bs1  ai1bia + aiabe + a13b3:

a21011 4 a2bo1 4 agsbsy  ag1bia + agebae + asbas
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Transponiendo, obtenemos

a11b11 + a19boy + ay3bsr  as1biy + agebay + assb
(AB)T _ 11V11 12V21 13V31 21V11 22V21 23V31

a11012 4 a12baa + ai3bsy  ag1bia + agabae + aszbss

Ahora, por otro lado,

aix as1
TAT . bll b21 b31
B = X | aig Qoo
bia Doy b2
@13 23

ai1bir + aiobor + aizbsi  ag1bi1 + agabar + aszbsy
a11biz + a12bon + a13b32 21012 + az2b92 + a23b32
Ya habiendo expuesto la nocion y propiedades de la matriz transpuesta, seguimos

con el concepto de rango de una matriz.

Definicién 1.2.2. Decimos que los vectores {vg}}_; son linealmente independientes

(1.i.) si no existen escalares v, ..., 7y, diferentes a cero tales que

Z YeUp = 0.
(=1

Contrariamente, si los vectores {v,}}_; son linealmente dependientes (1.d.), entonces

existen 71, ..., ¥, no todos iguales a cero, tales que

Z YeUp = 0.
/=1

Alternativamente, existe al menos un vector v; en el conjunto de vectores {vg}}_, que

es combinacion lineal del resto:

V; = Z 9@’0@.

4

Note que si la coleccién de vectores {vy}}; contiene al vector nulo, siempre es 1.d.
Definicién 1.2.3. El rango de una matriz A,,, corresponde al nimero de columnas
(o filas) linealmente independientes. Esto es, si identificamos cada columna de la matriz

A como vector en R™:

aip 0 Qi v Qin aij

gy -+ Qgj v dop a2;j
A=1 = v =

Am1 - amj ot Amn amj
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entonces el rango de A es el numero de vectores v; linealmente independientes. Note

que, en cualquier caso, el rango serda menor o igual a N = min{m, n}.

Ejemplo 1.11. Sea

2130
A=15 270
4150

Vemos que la tercera columna es combinacion lineal de las dos primeras:

2 1 3
+121=|7
4 1 )

Por otro lado, la cuarta columna es combinacién lineal del resto también pues,

2 1 3
+ 12— 7| = 03><1-
4 1 5)

Finalmente, como la columna 1 no es multiplo de la segunda, el rango de la matriz A

es 2.

1.3. Matriz inversa y determinante

En el caso de los nimeros reales, si tenemos x € R, con x # 0, podemos encontrar
un ndmero y tal que xy = yx = 1. Este ntimero y = 27! = % es conocido como
la inversa de x. En el caso de las matrices, existe una idea muy similar. Dada una
matriz A € M,,«, nos preguntamos cuando es posible encontrar una matriz B tal que
Ax B=Bx A= 1. Recordemos que una propiedad de interés de la matriz identidad

I € M, «, es que, para cualquier matriz A € M, «,:
IxA=AxI=A.

Puesto que deseamos poder realizar la multiplicacion A x B tanto como la multiplicacién
B x A, la matrices A y B deben ser cuadradas y de misma dimension n x n. La matriz

identidad resultante tendrd entonces orden n x n: I £ I,,y,,.
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Definicién 1.3.1. Dada una matriz A € M,,«,, si B € M,,, es tal que
AxB=BxA=1,
entonces la matriz B es la matriz inversa de A, y se denota A~!.

Ciertamente, puede que dicha matriz A~! no exista. Nos preguntamos entonces
;cudndo existe la matriz A~!'? Para responder esta pregunta, es necesario definir el

concepto de determinante de una matriz.
Definicién 1.3.2. Sea A £ (aij) € Myuxn(R), definimos la aplicacién
det : Mun(R) — R,
conocida como determinante, de manera recursiva tal y como sigue:
» Sin=1,det(A) = |A| = a.

» Sin > 1, definimos A;; como la matriz que corresponde a la matriz A eliminando

la fila i y la columna j°:

|A‘ = CL11|A11’ + ...+ (—1)k+1a1k|A1k| + ...+ (—1)”+1a1n|A1n|.

Dada una matriz A,

A=
Ap1 - Qp,

usualmente se denota su determinante de la manera siguiente:

ayp -0 Qi

Al =

Es decir, det(A) = |Al.
Ejemplo 1.12. Sea

A=
c d

Entonces, su determinante estara dado por

|A| = ad — be.

5Note que Aij € Mn—lxn—l(R)'
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Ejemplo 1.13. Sea

1 -2 3
B=12 1 -1
1 5 2

Bl=1| ! —(-2) S Y )
5
La teoria del determinante de una matriz se extiende mucho més alld de los ejemplo
préacticos y la definicion brindada. Se puede ahondar desde la perspectiva de las formas
multilineales alternadas, introduciendo el concepto de permutaciéon. Sin embargo, este
no es el objetivo ni serd necesario para los siguiente capitulos. El lector interesado
puede consultar (Girfone, 2018) o (Roman, 2008). Enseguida, vamos a presentar
las principales propiedades del determinante. Luego, usando esta nueva herramienta,
podremos caracterizar de manera sistematica el concepto de matriz invertible y de

matriz inversa.
Teorema 1.3. Sean A, B € M(R), o € R. Entonces
» det(AB) = det(A) - det(B).

-1 1
= AT =

Al = (=1)?|o,(A)| donde 0,(A) corresponde a la matriz que se genera via la
| J2 p P q g
permutacion (intercambio) de columnas de la matriz inicial A, siendo p el nimero

de cambios. ©

laA| = a™A.

|A] = |Ay,|, donde Ay, es la matriz A cuyas columnas corresponden a las

columnas iniciales suméandoles combinaciones lineales de las otras.”

L[ o [*
s ) e )

SPor ejemplo

“Por ejemplo,
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La prueba de estas propiedades son consecuencia directa de la definicién 1.3.2. Dado
el enfoque de este texto, se deja como ejercicio para el lector interesado demostrar las

propiedades. Como sugerencia, aplique induccién.

Definicién 1.3.3. Una matriz es invertible o no singular si su determinante es diferente

de cero.

Definicién 1.3.4. La matriz de cofactores asociada a una matriz A esta definida de

la siguiente manera®:

[cof(A)]i; = (—=1)""7]Ayl.

Ejemplo 1.14. Sea

1 2 4
A=13 51
-1 2 3
Entonces,
kdmﬂnzpﬂf“5 1:13.
2 3

Definicién 1.3.5. Si A € M,,,, es invertible, entonces su inversa A~! se define de la

manera siguiente

Al = |—il|cof(A)T.

Ejemplo 1.15. Sea por ejemplo la matriz

1 01
A=14 3 1
1 2 4

Primero, calculamos el determinante y verificamos que no sea igual a cero

31 41 43
Al =1 —0 +1 = 15.
2 4 1 4 1 2

La matriz Ay, es practicamente idéntica a la matriz A salvo que a la columna 2 se le sumé

(vectorialmente) las columnas 1 y 3. Obsérvese que en ambos casos el determinante es igual a 2.
8Recordar que A;j es la matriz que resulta de eliminar la fila ¢ y columna j de A.
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Enseguida, obtenemos los cofactores

Luego, la matriz de cofactores seria:

10 —-15 5
cof(A)=|-10 3 -2
-3 3 3
Transponemos:
10 —-10 -3
[cof(A))'=|-15 3 3
5 -2 3

Finalmente, multiplicando por 1/|A|, se obtiene la inversa de A:

2/3 2/15 —1/5
A7t=-1 1/5 1/5
1/3 -2/15 1/5

Terminamos esta secciéon con una definicion que es de gran utilidad en la practica. En la
ultima seccion, a través de tres ejemplos de interés, exhibiremos como las herramientas

presentadas hasta el momento son empleadas en el contexto econémico.

Definicién 1.3.6. Se dice que dos matrices A, B € M,,«,, son semejantes si existe una
matriz P no singular tal que

P'AP = B.
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Note que dadas dos matrices semejantes,
det(A) = det(B).
En efecto, existe P invertible tal que
det(A) = det(P~'BP) = det(P")det(B)det(P)
1
~ det(P)

Con esto, hemos concluido nuestro breve repaso sobre el determinante de una

det(B)det(P) = det(B).

matriz y la inversa de una matriz. A continuacién, pasamos a las aplicaciones de estas

herramientas, y con ello, concluimos este breve capitulo.

1.4. Aplicaciones

Si bien existen numerosas aplicaciones de la teoria desarrollada en las secciones
previas, presentamos tres que aparecen frecuentemente en la practica. Empezamos con
la aplicacion en la determinaciéon de conjuntos de vectores l.i.

Dado un conjunto finito de vectores {v,}}_; € R", podemos verificar que este
conjunto es linealmente independiente definiendo la matriz A como la matriz cuyas

columnas corresponden a estos vectores
A = fUl 'UQ [P fun]

y verificando que su determinante es diferente de 0.

1 2
Ejemplo 1.16. Sean los vectores v; = y Uy = . Entonces,
1 2
A=
2 4

Calculando, se observa que |A| = 0. Uno puede verificar que, en efecto, los vectores no

son linealmente independientes pues vy = 2v;.

Ejemplo 1.17. Sean ahora los vectores vy = y Uy = . Tenemos que

1
3

w =
B~ N
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Luego, |A] = —1. Uno puede verificar que, en efecto, los vectores son linealmente

independientes pues no existe a € R tal que v, = awvy.

Una segunda aplicacion es en la resolucion de sistemas lineales, es decir, ecuaciones

del tipo:

a11Ty + ... + a1, = Y1

2121 + ... + Qo2pnTy = Y2

An1T1 + oo + QppTyp = Yp.

Este tipo de problema aparece por ejemplo en modelo insumo-producto de Leontief,
(Chavez and Gallardo, 2025). Lo primero que se observa es que este tipo de sistema

de ecuaciones puede expresarse de la manera siguiente,
Ax =y

siendo z = (21, ..., ,)? (desconocido), y = (yi, ..., yn)" (dato) y

aix Qa2 - Aip

Q21 Q22 -+ QA2p
A=

Ap1 Ap2 - Qpp

Si |A| # 0, entonces el sistema puede resolverse, y su solucién sera:
r=A"ly.
Ejemplo 1.18. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales

22L’1+3l’2—$3:1
41’1+2£L’3:2

ZE1+1’2:1.

Este sistema se expresa se la siguiente manera, de forma matricial:

2 3 -1 T U1
4 0 2 ) = Y2
11 0 T3 Ys
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Entonces,
1 1/2 =3 1 —1
r=ATly=|-1 -1/2 4 21 =1 2
-2 —1/2 6 1 3

Pasamos a nuestra ltima aplicacién. Si bien el enfoque a continuacién es un tanto
informal”, nos permite apreciar la importancia de los conceptos presentados en este
capitulo en el contexto de la teoria microeconémica. En particular, se hara uso de la
regla de Cramer, explicada para el caso tridimensional a continuacion.

Dado el sistema de ecuaciones

a b c x J

de fllul=1|F]>

g h i z l
=A

se tiene que, siempre y cuando A sea invertible,

J b
Jf—ik‘ f
A
¢ h 1
J
1 -
,{/__
A
g U 1
a b
! d
2= e
A
g h (

A esto se le conoce como la regla de Cramer.

Ejemplo 1.19. Dado el problema de maximizacién de la utilidad (Mas-Colell et al.,
1995), asumiendo que se satisfacen las condiciones de Inada para la funcién de utilidad
U(z,y), el problema se escribe

méx U(z,y)

s.a. ! Pex +pyy = 1.

9Una justificacién mas rigurosa hace uso del teorema de la funcién implicita, véase (de la Fuente,

2000).
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d d
Deseamos conocer d—:; y d—x Para simplificar la notacion, definimos
Dz
ou ou
—=U,, y —=U,.
ox Y oy Y

De las condiciones de primer orden, obtenemos el siguiente sistema

oL

—=U,—Ap, =0

ox P

oL

a—y:Uy—)\pyZO

oL
az[—pzx—pyy:O.

Sacando diferenciales en estas tres ecuaciones, se obtiene

d(Uy — A\pz) = Uppdx + Uyydy — dAp, — Adp, =0
d(U, — Apy) = Uy,dy + Uypdz — dAp, — Adp, =0

d(I — pyx — pyy) = dI — dxp, — xdp, — dyp, — ydp, = 0.

Las condiciones de Inada aseguran que los bienes son normales y las preferencias

convexas (Mas-Colell et al., 1995). Por ende:
Uy > 0,Uzs, Uyy < 0.

Luego, el sistema el sistema de ecuaciones se convierte en

Uy Uy —py dy | = Adpy
—pz —Dpy O d\ xdp, + ydp, — dI

Aplicando la regla de Cramer para obtener
dx
I’

considerando dp, = dp, = 0 (mantener precios constantes), se calcula

0 ny —Pz
1
—dl —p, O
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donde
U:m: ny —Dz
—Pz _py 0
= - zxpz + Uacyp;rpy + Uyacpacpy - Uyypi > 0.
preferencias convexa;ri‘.e, u cuasi concava
Luego,

d_x _ UzyPy — PaUyy
dl |A|

La desigualdad se obtiene teniendo en cuenta que la utilidad marginal es decreciente

> 0.

en cada bien U,,,U,, < 0, pero las derivadas cruzadas, puesto que las preferencias se

suponen convexas, son positivas Uy, Uy, > 0 (Mas-Colell et al., 1995).

x
En relacién a —, considerando dp, = dI = 0

dps
1
dr = W 0 Uyy —Dyl -
xdp, —py O

Expandiendo el determinante del numerador,

dx _)\pz - xprmy + mszzm

dp, | Al
_ —)\pz + 2(Uyyps — Usypy)
Al
)\pz dx

Esta ecuacién indica que cuando el precio de un bien aumenta, la demanda por este

bien se ve reducida por un efecto sustitucién y un efecto ingreso'".

Si bien ya hemos concluido con los conceptos de &dlgebra matricial que seran
requeridos a continuacién, existe aiin una vasta cantidad de tépicos por explorar. Estos,
fundamentan algunos de los resultados que serdn obtenidos en capitulos posteriores,
pero van mas alla del alcance de este libro. Por ejemplo, la diagonalizacion de matrices,

la ortogonalizacion de vectores, la descomposicion polar, la forma candnica de Jordan,

0Fste resultado gana en interpretacién cuando se deriva la ecuacién de Slutsky.
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ete. Estos temas pueden ser explorados en (Chavez and Gallardo, 2025), (Axler, 2015)
o (Roman, 2008). Con respecto a los aspectos computacionales y numéricos del dlgebra
matricial, la literatura es extensa y el estado del arte en constante movimiento, ver por
ejemplo (Kalai et al., 2023). Entre los métodos numéricos mas relevantes, se pueden
mencionar las descomposiciones LU, QR y SV D, todas orientadas a resolver de manera
eficiente sistemas de ecuaciones de la forma Az = b, ver (Suli and Mayers, 2003) o

(Quarteroni et al., 2000).

Ejercicios

Ejercicio 1.1. Considere las siguientes matrices:

2 =10
0 3
A: 7B:41370: 9
3 4 -1 1
-2 5 1
1 0
1 2 3
D= . E=0 -2
4 5 6
3 1

Realice lo siguiente para las matrices cuadradas A, B y C"
1. Calcule su transpuesta.
2. Determine el determinante.
3. Si existe, calcule la matriz inversa.

Para las matrices rectangulares D y F, calcule tnicamente la transpuesta. Luego,

calcule DT D y analice si es invertible.
Ejercicio 1.2. Considere la funcion de utilidad:

U(z,y) = xy’, (1.1)
donde z > 0,y >0, a >0y b > 0. Responda lo siguiente:

1. Determine los valores de a y b que cumplen las condiciones de Inada (véase (Barro

and Martin, 2003) para la definicién de la condiciones de Inada).
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2. Verifique, derivando las demandas Walrasianas, que se cumplen los resultados de

estatica comparativa derivados en el ejemplo 1.19.
Ejercicio 1.3. Considere los siguientes sistemas lineales de 2 x 2:

» Sistema 1:

T4y =2,
(1.2)
20 —y = 0.
= Sistema 2:
T+y =3,
(1.3)
2 4+ 2y = 6.
= Sistema 3:
r+y=1,
(1.4)
T +y=23.

Responda las siguientes preguntas:
1. Resuelva el sistema 1 y determine su solucién unica.
2. Interprete geométricamente por qué el sistema 3 no tiene solucion.
3. Interprete geométricamente por qué el sistema 2 tiene infinitas soluciones.

4. Encuentre todas las soluciones del sistema 2.
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El modelo k—lineal

Dada una variable aleatoria, esta puede descomponerse de la siguiente forma:
Y =E[Y|X] +¢,

donde, recordemos E[Y|X] = E[Y|o(X)]' y, debido a la ley de esperanzas iteradas,
E[e|X] = 0. El modelo k-lineal plantea que

k
EY|X]=XB=75+ Y BiXi. (2.1)
=1

En la préctica, lo que se tiene es un conjunto de observaciones {Y;}i<;<, y un conjunto
de datos {Xji}1<i<ni<j<k- La variable Y es una variable que buscamos predecir,
mientras que X; para j = 1,..., k, es una variable «explicativa». En el modelo k—lineal,

tal y como especifica la ecuacién 2.1, se adopta la siguiente forma funcional”
Y= B0+ 51X+ BoXoi + -+ Bi X + &4, 1 =1,...,n. (2.2)

Esta ecuacién puede expresarse matricialmente como

_60_
Y; 1 X X o0 Xi €1
. . . . Io ,
=|: : : S+
Yn 1 Xln X2n e an . En

| B

Yix1 = Xoxer1) Brer1)x1 + Enxa-

lg(X) denota el o—algebra gernerado por la v.a. X. Véase el apéndice.
2La forma funcional es el término lineal, el error estocéstico € refleja la incertidumbre en el modelo.

23
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En este modelo, se asume que € ~ N(0,, 01,).

Antes de continuar, permitanos hacer énfasis en algunos puntos. Matematicamente,
lo que tenemos es un conjunto de puntos en un espacio, usualmente RP para cierto
p € Z,, donde X € M, representa el conjunto de observaciones de las variables
predictoras, Y es el conjunto de observaciones de la variable dependiente y 5 es un
vector de parametros. El objetivo es determinar los parametros.

Ahora bien, Y7,...,Y, es una muestra aleatoria. Es decir, cada Y; es una variable
aleatoria y observamos una realizacién Y;(w). Lo mismo aplica para los Xj,;. Sin
embargo, asumiremos que los regresores son deterministicos, por lo que E[Y|X] =

E[Y] = X3, y todo lo estocdstico queda almacenado en e.

Ejemplo 2.1. Supongamos que se busca estimar la producciéon en funcién de las

variables clasicas del modelo de la demanda agregada
Yi = fo+ B1Ci + BaGi + Bsl; + Ba(Xs — My) + e, i =1,...,n.

En esta ecuacion, Y; es la produccién, C; el consumo, G; el gasto piblico, I; la inversién
y X;— M; la balanza comercial. Estas 1iltimas, son las variables explicativas en el modelo
pues, en funcién de estas uno predice la variable dependiente. Luego, el indice ¢ indica el
elemento de la muestra considerado. Por ejemplo, cada ¢ determina un pais, un instante

de tiempo (en dicho caso serfa mas apropiado denotar ¢ en vez de 7). El objetivo, es

estimar los parametros By, 51, 82, 83 V Ba.

El ejemplo 2.1 nos invita a reflexionar sobre el tipo de datos que se consideran en
una regresion lineal. La siguiente definicién es clave para distinguir los tipos de datos

que aparecen en la practica.
Definicién 2.0.1. Identificamos tres tipos de datos:

= Datos transversales: se cuenta con solo una observacién en el tiempo para

diferentes variables. Por ejemplo, los datos recolectados en una encuesta

{Xqi, X, ..., in}lgign-

= Series de tiempo: mas de 2 observaciones en el tiempo: Xg, X1, ..., X, ..., X7. En

estos casos tendriamos un modelo del tipo

Y, = f(Xe, Zy, - Wh) + &4



Capitulo 2. El modelo k—lineal 25

= Datos panel o longitudinales: dos o mas observaciones en el tiempo del mismo

iIldiVidU_O, pais {th } 1<i<n,1<t<T-

2.0.1. Supuestos del modelo k£—lineal

Enseguida, presentamos los supuestos del modelo (2.2). La hoja de ruta en los

siguientes capitulos consiste justamente en levantar estos supuestos.
Teorema 2.1. En el modelo k—lineal se efectiian los siguientes supuestos:

= El modelo de regresion es lineal en los parametros. Es decir, no se puede tener

algo de la siguiente forma
Y; = 81 X1 + In(B2) Xo; + €.

= La muestra es aleatoria. Es decir, la seleccion de los datos se lleva a cabo siguiendo
metodologias especificas que buscan reducir el sesgo de seleccién y/o adaptarse

a los objetivos del estudio.

» El valor esperado de los errores es igual a cero: Elg;] = 0, V i. Mds atin, como

consecuencia

E

zn: 5i] = 0.
i=1

= Los errores tienen varianza constante: Var(g;) = 02, V i. Usualmente, el término

de error estd normalmente distribuido &; ~ N(0,02), V i.
» No existe correlacién entre las explicativas y los errores medidos: X7e = 0.

= No existe colinealidad perfecta entre las variables explicativas incluidas en el

modelo:

k
Z’Y@X@IO - ’}/420, VL.
/=1

Este supuesto es por ejemplo muy ttil para asegurar mas adelante la invertibilidad

de XTX.

= En el caso de series de tiempo, los errores no tienen correlacién serial, es
decir, no existe correlacién entre los errores de diferentes periodos de tiempo

Cov(et, er4x) = 0 = 0. Para corte transversal, Cov(e;, &;) = 05 = 0, V i # .
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= El modelo esta perfectamente identificado, esto es, el modelo incluye todas las

variables explicativas relevantes. Asi,
E[p] =5

donde S es el vector de parametros que se estima. Para asegurar esto, se realiza

una revision de literatura exhaustiva.

= El nimero de observaciones debe ser mayor al nimero de pardametros a estimar

n > k.

Note que el supuesto de linealidad en los parametros cubre casos como el siguiente
k
Vi = H ePieXiesi,
j=1

pues, sacando logaritmos en ambos lados, se obtiene

k
In[e’’] = In [H ePieXi eEi]
j=1

k
= Z ﬁj ID[XJ] + &;.
j=1

Por otro lado, los supuestos de no colinealidad perfecta y el hecho que n > k, aseguran

que el rango de X, « sea k.
Ejemplo 2.2. Otro ejemplo de modelo de regresion lineal es el semi-logaritmico
IHK = Xtﬁ -+ (St +€t.

Este modelo cumple la linealidad en los parametros, que son 3 y d. Note que el tiempo
es un regresor. Por otro lado, el error es denotado €; en vez de g; pues las observaciones

son en el tiempo. Finalmente, debe verificarse que Elg;] = 0 y Var(g;) = 0%, V t.

2.1. El problema de optimizacién

El método mas frecuente usado para estimar los coeficientes de una regresion lineal

(k—lineal) es el Método de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO). ;En qué consiste
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este método? Lo que buscamos es, dadas las observaciones, determinar un vector de
parametros que nos permita predecir la variable dependiente. Denotemos por B los
pardmetros que se obtienen luego de la estimacién®. Entonces, si X € R* es un conjunto
de variables explicativas (usadas en la estimacién), la prediccién para Y, dado dicho
conjunto de informacion, es

Y = X8.
Cuando incorporamos una constante (3, la primera componente de X es un (vector)

de unos. Luego, la perturbacién asociada a la :—ésima observacion es igual a
~ T 3

Lo que se busca es que este error sea el mas pequeno posible, para todo i. Por ello, el
MCO propone minimizar la siguiente suma (Greene, 2015)

n

Dol =D (V- X[B)? = (Y - XB)'(Y - Xp),

i=1
respecto al vector de parametros. Este programa de optimizacién tiene una interpreta-

cién geométrica que discutiremos mas adelante. Ahora bien, notemos que

n
> el =l
i=1

Cabe la pregunta, ;jpor qué no escoger ||| con p > 1 diferente de 27 Sucede que al
escoger, por ejemplo p = 1%, no se obtiene una solucién analitica exacta al problema de
optimizacién, dada la no diferenciabilidad del valor absoluto aparecen sub-diferenciales,
ver (Boyd and Vandenberghe, 2004).°

De este modo, el problema de optimizacién que buscamos resolver, con la finalidad
de encontrar los parametros, es el siguiente:

n

min Q(8) = Y (¥; - X['6)

=1

s.a e RFFL

3A continuacién detallamos el origen del vector 8.

el = X0y led]

°Sin embargo, considerar | - | resulta ser un método insensible a outliers y se le conoce como

Regresién Robusta, ver (Rau, 2016).
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Alternativamente, podemos escribir

min Q(6) = (Y — XB)"(Y — XB)
s.a e RFL

Note que 3 € R*! pues se incorpora la constante (también referido como intercepto).

Teorema 2.2. La soluciéon al problema de minimizacion es
B=(X"X)"'X"Ty.
Demostracion. Expandiendo la funcién Q(f5) se tiene
QB) =YY - p"XTY - YTXB+ pTXTXp
=YTy —28TXTY + BT XTXp3
=YTy —2vTXp + T XTX8.
Aqui hemos usado que S7XTY = YTX}S, pues, ambos términos son escalares y la

transpuesta de un escalar es el mismo escalar. Ahora bien, por las condiciones de

primer orden (Sundaram, 1996)

9QB) _ —2YTX 4+ 2XTXpB =0.

op
Luego,
XTXxp=XTy.

Como X tiene rango completo, det(XTX) # 0. Asi, puede invertirse y por ende’
B=(X"X)"'XTy
X -1/ N
_ T T
~(wxams) ()
i=1 i=1
O

Es posible que las ecuaciones, conocidas como ecuaciones normales, X7 X3 = XY
no puedan resolverse invirtiendo X7 X, pues esta tltima puede no ser invertible. En

dicho caso, se trabaja con la pseudo-inversa de la matriz X, ver (Laub, 2005).

6E] candidato a éptimo es justamente 3.
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Definicién 2.1.1. Una regresién lineal simple es una relacién de la forma
Y; = Bo+ b Xi + e,

siendo &; un error aleatorio tal que €; ~ N(0,0?%). Este es un caso particular de (2.2),

donde £ = 1.

Ejemplo 2.3. En el caso de una regresion lineal simple, los estimadores obtenidos
via Minimos Cuadrados Ordinarios se obtienen resolviendo el siguiente problema de

optimizacion:
n

min Zé? = Q(bo, f1) = Z(Y; — Bo — 51 Xy)?,
i=1

=1

la solucién es

V- 5X

3 i ( Y)(
/B i= I(X

e
I

-X)
)?

X;
-X

En efecto, las condiciones de primer orden son

dQ(Bo, B1)

8500 : ——2ZY Bo— i X,) =
9Q (8o, B1)

agl : ——2§jXY Bo— A1 X,) =

Despejando ffy en la primera ecuacién se tiene By = Y — £, X. Ahora, de la segunda

ecuacion, se obtiene

ZXz‘(Y; — Bo — ﬁlXi) =0
i=1

Luego,
0= zn:Xz'Yi — BonX — 512”:)(3
i=1 i=1
= in'Y% — (Y = i X)nX — 6 iXZQ
i=1 i=1

= (zn: Xm) —nYX + BinX - B En:XZ?.
i=1

=1
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Despejando, se obtienen
B = Zim XYi mnXV 5L, (%~ V)X~ X)
S, XE =X > (Xi = X)?

Bo=Y — B X.
Antes de pasar a las condiciones de segundo orden, proveemos una derivacién
alternativa del estimador de MCO desde la estadistica y la ya anticipada interpretacion

geométrica.

Dado que E[g| X] = 0, se sigue a partir de
Y=Xp+¢
y multiplicando por X7 en ambos lados
XTy = XTXp+ XT¢
EX"Y] =E[X"XB+ X"e]

=E[XTX]3 +E[XT¢]
=0

B =EXTX]'E[XTY].

Asi pues, debido al principio de analogia (Manski, 1988)

) | N -1 /N

Note que hemos usado las propiedades de la esperanza condicional (véase apéndice A):

/E[5|X] :/5

E[E[e|X]] = E[¢]
E[XTe] = E[XTe|X]
= XTE[¢]| X]
=0.

Respecto a la interpretacién geométrica, notemos que

~ ~

Y = Xp3
= X(XTX)"'XTy
= Projy(Y)



Capitulo 2. El modelo k—lineal 31

donde Projy es la matriz proyeccién del espacio generado vectorial por las columnas

de X. Por otro lado,

E=Y - X8
= (I -X(XTX)'xTYy
= NyY

donde Nx es la matriz proyeccién en el espacio nulo de las columnas de X. Note que

las matrices proyeccién son idempotentes’ y simétricas (Axler, 2015).

2.1.1. Condiciones de segundo orden

Recordemos que para asegurarnos que B se trata de un minimo, es necesario verificar
la condicién de segundo orden. Esto es, verificar que, la matriz hessiana evaluada en
el punto estacionario B , es definida positiva, i.e., que dado cualquier vector v € RFF!,
vT(2XTX)v > 0.

Demostracion.

0*Q(8)
opopT

Luego, definiendo z = Xv € R",

=2XTX.

T (2XT X ) = 2272
=2 22 >0.
i=1
[l

Ejemplo 2.4. En el caso de la regresion lineal simple, podemos calcular directamente

la matriz hessiana de Q(5o, 1) evaluada en el éptimo (BO, Bl):

[2Q(Bo, 61)  0°Q(Fo, £1)]
. 0% 0f0dP1 om X
HQ(Bo, B1) = = onX 257 x|’
02Q(fo, 1) 32Q(Bo, ) nX 22 X
960051 apr |

7A2

I
-
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siendo

X =

S|

S
=1

: Q(Bo, £1) 55 .
Tenemos que verificar que ———="—= vy |HQ(By, /1)| son positivos (al menos uno de

0%
los dos términos y el otro no negativo). Ciertamente
52
—622 =2n > 0.
0y

Finalmente,
|HQ| = 4n [Z X2 - nyzl = 4n [Z(Xi - 7)2] > 0.
i=1 i=1

Con ello, concluimos que se cumple la condicién de minimo.

Ejemplo 2.5. Sean Bl y 32 el intercepto y la pendiente estimados, respectivamente,
de la regresion de Y; contra X; para una muestra de n observaciones. Sean c¢; y ¢y dos
constantes (ci,cy # 0), 31 y B el intercepto y la pendiente estimados, respectivamente,
de la regresion ¢, Y; contra ¢ X;. Buscamos una expresion de 5y y 5 en funcién de Bl,

,5’2 y las constantes ¢y, co. Al plantearse el modelo
Yi =01+ BoXi+e
se estiman los parametros Bl y Bg. Ahora, nos interesamos en la regresion
c1Y; = P + Paca X + €.

Para obtener los pardmetros (3, 3, via MCO, resolvemos el problema de minimizacién

n

min Q(3,,B,) = Z(Clyi — By — Baea X)),

i=1

Aplicando condiciones de primer orden, obtenemos

0 - — —

a—gl = -2 zzl(Clyz‘ — By = CQﬁQXi) =0

aTQ = —22 CQXZ'(C1Y; — Bl — CZBQXi) =0.
852 i=1
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De la primera ecuaciéon se obtiene la relacion

CIZ}/’L' - nBl - CQBQZXZ' =0
=1 =1

y por ende
Bl = 017 - CQBQY.
Ahora, de la segunda condicién de primer orden, y reemplazando con la expresion de
e
€201 Z XiY; = (aY — 2, X) Z 2 Xi — 30, Z X?=0.
Desarrollando se tiene
€162 Z X;Y; —cieonY X + c%BQnYQ — 2B, Z X2 =0.
=1 i=1
Luego, despejando S,

- creonY X —cren d o XiVi
e gy, X
€169 (Z?:l X;Y, —nX - 7)
& (Xi, X2 - nX)

C1 »
= _527
Co

donde L
. Sor VX —nY X
B, = &= x

Zi:l Xz — TLX

Asi pues,

= 61? — CQEBQY
Ca

=G (? - 327)

=c1f1.

Concluimos entonces que 3, = 0151 y By = i—; 5’2. Note que la convexidad del paraboloide

(funcién objetivo) asegura que se trata de un minimo.
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Ejemplo 2.6. De manera similar al ejemplo anterior, sean ahora 3; y 3, el intercepto
y la pendiente estimados, respectivamente, de la regresion Y; + ¢; contra X; + cs.
Obtengamos una expresion de 3; y B2 en funcién de Bl, Bg y las constantes ¢;. En este

caso, la especificacion del modelo es la siguiente
Yi+ e =B+ Bo(Xi+ ) +éi

Procedemos analogamente. Buscamos minimizar

n

Q(Eugﬂ = Z(Yz to— 51 - BgXi - 32@)2-

=1

Las condiciones de primer orden nos dan

Q = _QZ(Yi—FCl — B1— By Xi — Bycz) =0

851 i=1

8TQ = —2 Z(Xz +e)(Yi+ 1 — By — B,X; — Byc) = 0.
aﬂ2 i=1

De la primera ecuacién, despejando para 3, se obtiene
Bl =Y+ - Bzy - 3202-

Ahora, de la segunda ecuacién, reemplazando con la expresién de [3;, se tiene

n

Z(Xi +c) Y+ — (7 +c - 327 - 3202) - BQXi - 3202) =0.

i=1
Simplificando

n

Z(Xi +)(Yiter =Y =1+ Bycy — BoXi — Bya) = 0,

i=1
se llega a la siguiente expresion

n

Y (Xi+e)(Vi =Y + B,X — B,X;) = 0.
i=1
Desarrollando obtenemos

Z(XiY; - X;Y + 327)(1' - B2Xi2 + Y — Y + 52027 - 5202)(1') =0.

i=1
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Aplicando la suma a cada término
Z X;Y,—nX Y+ BQnXQ — BQ Z Xf +conY —nYey + BQCQnY — BQCQnY.
i=1 i=1

Simplificando y despejando para 3, se llega a

E — =1a
i Z?:le?_nXQ

Asi,

31 :?‘1‘01—327_5202
274—01—327—5202

=c + Bl - 5202-

2.2. Analisis de los parametros

Previamente ya se ha abordado el problema de la estimacion de parametros desde un
enfoque puramente algebraico y siguiendo el método propuesto por MCO. Sin embargo,
no nos hemos preguntado si este método es el mas adecuado, o si existen otros métodos.
Mas atn, es de interés conocer las diferentes propiedades de los pardametros estimados
B (estimadores). En ese sentido, vamos a estudiar en la presente seccién, la varianza
y el valor esperado de los parametros estimados. Esto va a permitirnos introducir el
Teorema de Gauss Markov, el cual explica el interés de la estimacion de los pardmetros

usando este método.

2.2.1. Insesgadez de los parametros

Recordemos que si A € M5, v X : Q2 — R,

E[AX] = AR[X]
Var(AX) = AVar(X)AT.

Recordemos también que los pardmetros estimados tienen la siguiente forma

B=(XTX)"'xTy.
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Luego, usando que Y = (X + ¢),

= (XTX)'XTXB+ (XTX) ' XTe
=B+ (XTX) ' XTe.

Teorema 2.3. Si B es el vector de parametros estimados via MCO, entonces

Demostracion. Usando el resultado anterior, aplicando las propiedades del valor

esperado y usando que E[e] = 0, calculamos

E[5] = E[8 + (X"X) ™' X"¢]
= E[3] + E[(X" X) 7' X"¢]
= B+ (XTX) " X"E[¢]
=B+ (X"X)"'X"0

O

Ejemplo 2.7. Recordemos cuales son los parametros estimados en el caso del modelo
bivariado
_ X XY XY 3R (Y - V)X - X)

S XE—nX > (X = X)?

~ JE—

b
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5
&
=
@)
n
e}
=
@
i<
=
S
I
sy
o
~<
=
=
I
=

i (X = X)(Bo + BiX; + &)
Z?:l(Xi - 7)2
— By Z?:1<Xi/_%/+ 8 Z?:1(Xz‘ - X_)Xi + Z?:1(Xi - X)Ez
i1 (X — X)? (X=X YL (X - X)?
Luego, aplicando la linealidad del valor esperado,
E[6] =E |6 Z%l(X" — X Z%l(X" mBIL
21:1(Xi - X>2 Zizl(Xi - X)2
> i E[(Xi — X)X]
Z?:l(Xi - 7)2 ?zl(Xi - 7)2

= b

= b

Finalmente,
E[Bo] = E[? - Bly] =Y - 517 = fo.

A

A esta propiedad, i.e., E[3] = § se conoce como insesgadez de los pardmetros.

Ejemplo 2.8. Considere dos estimadores, B y B, construidos para estimar el pardmetro
poblacional . El primer estimador B es el de Minimos Cuadrados Ordinarios (que
cumple con todos los supuestos) y el segundo es otro estimador lineal e insesgado.
Luego, se construye un tercer estimador 5* que es una combinacién convexa de B y B

es decir, 8* = 68 + (1 —0) 3, con 6 € [0,1]. Este estimador sigue siendo insesgado. En

efecto
E[3*] = E[08 + (1 — ) f]
= E[65] + E[(1 - 6) f]
= SE[B] + (1 — 6)E[F].
Como el estimador MCO es insesgado, asf como el estimador lineal 3, E[3] = 8 vy
E[f] = B. Ast

~ —

OE[f] + (1 = 0)E[f] = 65 + (1 - 0)5 = B.
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Concluimos que §* es insesgado. Mas atin, esto nos permite concluir que la combinacién

convexa de estimadores insesgados siempre provee un estimador insesgado®.

2.2.2. Varianza de los parametros estimados

Ya habiendo estudiado el valor esperado de los parametros estimados por MCO,

nos interesamos en la varianza de dichos parametros.

Teorema 2.4. Si B es el vector de parametros estimados por MCO, entonces

Var(f) = o?(XTX)™!

Demostracion.
Var(3) = E [ B—B)(B—B)"
=E[B+X"X)"'XTe = B)(B+ (XTX) ' XTe - )]
— B [(X"X) 7 X o) (X7 X) 7 XTe)"]
— B[(X7 X)X e X(XT X))
= (XTX) ' X TE[ee"| X (XTX) ™!
Como

E[ec?] = Var(e) — E[e]E[e”] = Var(e),

)= (XTX) ' XTI X (XTX) ™

=X

Var(
HXTX) I XTX(XTX)!

Il
9

2 XTX l(XTX)(XTX)—I

Il
Q

q

2 1

X'x

q

(X7 X)~

(X7 X)~
Z(XTX) 1I

(X7 X)~

Ejemplo 2.9. En el caso de la regresiéon lineal simple,

"X A o?
2 ;’_1 =5 » Var(b) = =
nZi:I (Xi — X) Zz‘:1(Xi - X)

8 A nivel de conjunto, el conjunto de estimadores lineales insesgados es convexo.

Var(fy) = o
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Note que el pardmetro o2 sigue siendo a priori desconocido.

Definicién 2.2.1. Se define el estimador de la varianza, ajustado por grados de libertad

1 n
52 = 22, 2.3
e (23)

Proposicién 2.1. El estimador definido en (2.3) es insesgado.

Demostracion. Hacemos la prueba para n = 2.

i & = i(n —Y;)?
=1 =1

= Z(Y; — Bo — B Xi)?

=1

=Y -TP- Y (i -XP

Luego, nos enfocamos en Y ' (V; — V)2

n n

n 2
Z(Yi_?)2 = Z (50+51Xi+6i—50 —ﬂly—ZGz)
i=1

i=1 i=1

= Z(&(Xi —X) + (6, —9)?

- Zﬁf(Xi ~ X))+ Z(ei — 426> (X — X)(e — 9.

i=1
De este modo,

2 n

_ iﬁ%(Xi ~ X))+ ZE[Q — P +25 Z<Xi — X)E[e; — 4.

i=1

n

> (Yi-Y)

=1

E
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Dadoque E[> " ¢ =0y

E[(e; —€)? =E € — nzzl
=1
=3 B[]
=1
1
- 2 €.
- Z € + Z elej]
i=1 %]
=no? — o2,
se sigue que
Z ] B (Xi =X+ (n—1)0” -0 =B > _(X; - X)?
i=1 i=1
(n — 2)0

Teorema 2.5. Para la estimacion por MCO de Y; = 5y + £1X; + €; para muestras

grandes’ o v.a. normales, se cumple que

= E[Y)] = o + A1X;, Var(Y;) = 0% = -2 A,

&2
N (50 + 51X, —> :
n—2

E[Bo] = fBo, Var(fo) = —=izt X Asf,

n 3 (Xi—X)?

(o)

E[Bl] = [, Var(Bl) W Asi,

B~ N (ﬁl’z <f<2 X>>

Demostracion. Se sigue de los teoremas 2.3 y 2.4. ]

9Gracias al Teorema del Limite Central (Casella and Berger, 2002).
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Ejemplo 2.10. Considere el siguiente modelo

Y = a1 Xy + aeXo; + a3 Xsi +€;

donde
2 4 1 6
0 -1 0 0
0 0 0 -1
-1 0 0 —4
X=]1-1 3 1|,Y=]-1
1 -2 0 3
3 -4 1 1
-2 2 1 -3
6 1 0 2

Con esta informacién, podemos obtener los parametros estimados y analizar las
diferentes propiedades exhibidas previamente. Para calcular los coeficientes estimados,
usamos la férmula

B=(XTX)"'XTy.

Usando un software de calculo, obtenemos

56 —7 2
XioXoxs= | =7 51 5
2 5 4
Luego
A1
nggygxl: 7
3
Asi, finalmente,
56 -7 2\ (41 0,7585
B=1-7 51 5 7 | =10,2337
2 5 4 3 0,0787

La varianza estimada de los errores esta dada por

~2 éT'é
g
n—k
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con n el nimero de observaciones y k el nimero de restricciones. AcAn =9y k = 3.

Por ende,
le= -y -Y)
= (Y = XB)"(Y = XP)
9
= & =44,0283
=1
Asi,
44,0283
2 )
= 7,3380
9-3 ’

Finalmente, con todos estos datos, podemos obtener la matriz de varianzas y

covarianzas del vector de parametros :

Var(f) = 62(X"X)™!
0,1385  0,0294 —0,1060
=1 0,294 01702 —0,2275
—0,1060 —0,2275 2,1719

2.2.3. Teorema de Gauss-Markov

El siguiente resultado es de gran importancia desde un punto de vista tedrico pues,
explica las ventajas del uso de la estimacion via MCO. Primero requerimos de la

siguiente definicion.

Definicién 2.2.2. Decimos que 6 es el MEL (Mejor Estimador Lineal Insesgado) de
0 si

= 0 es insesgado, i.e., E[f] = 6.
" )= Yo ¢ X; (lineal).

= 0 es el estimador més eficiente entre todos los estimadores lineales e insesgados

que existen de # (minimiza la varianza).

El MELI 4 MELI Tesuelve entonces

min Y ", ¢ZVar[X]]
S.a Zi:l CZE{X,L] =4.
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Teorema 2.6. Teorema de Gauss Markov. En el modelo de regresion lineal y bajo

el cumplimiento de todos los supuestos; entre ellos recordemos

Var(e;) = 0% < 00
Cov(e;,€e;) =0, Vi#j,
el estimador B obtenido a través de MCO es el Mejor Estimador Lineal Insesgado

(MELI).

Demostracion. Asumamos por contradiccién que existe otro estimador lineal, que
denotaremos [, lineal e insesgado, cuya varianza es minima. Este es entonces de la

siguiente forma

B=AY, A=(X"X)"'X"+C",
siendo C' € M, «, con al menos una entrada diferente de cero. De este modo,
B=XTX)'XTy + Y.
Luego, usando la expresién para Y = X[ + ¢, se tiene

B=(XTX)'XT[XB +e] + CT[XPB + €]
= (XTX)'XTXB+ (XTX) ' Xe + CTXe + CT¢
=B+ (XTX) ' Xe4+CTXe + CTe.

Luego, tomando el valor esperado, como 3 es insesgado,

E[f] = B+ (XTX) ' XTE[e] + CTX B + CTE[¢]
=B+ CTXB =B.

Esto implica que CTX = 0. Luego, calculamos la varianza

Var(8) = E[(8 — E[8])(8 — E[8])"].

Usando que

(XTX)XT(XB 4+ ) + CT(XB+¢) — f = (XTX) ' Xz + CTe
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se tiene
Var(3) = E[(XTX) ' X e + CTe)(XTX) ' XTe + CTe)T]
=E[(XTX) ' XTe + CTe) ("X (XTX) ' +£10)]
= (XTX)' X B[] X (XTX) ™ 4+ (XTX) ' XTE[eT)C
+ CTE[e”| X (XTX) ™! + CTE[eT]C.
Usando la igualdad E[ee?] = 0?1,
Var(8) = (XTX) ' XTI X (XTX)™!
+ (XTX) ' XTo?IC + O o IX (X' X)) 4 CTo’TC.
=2 (XTX)'XTX(XTX) " + 2 (XTX) H(CTX)T
+o?CTC(XTX) T +o2Ct O,
Luego, nuevamente, como CT X = 05y, la expresién previa se simplifica, quedando
Var(f) = o*[(XTX)™t 4+ CTC).

Como Var(f) = ¢*(XTX)™!, para que 3 tenga menor varianza, el término o2C7C

tiene que ser negativo. Sin embargo, esto no es posible. Por ende,
Var(B) < Var(J3).
m

Teniendo ya el grueso de los fundamentos tedricos de la estimacién via MCO, podemos
proceder al andlisis de los resultados subyacentes a este método de estimacion.
En particular, vamos a analizar los residuos observados y la interpretacion de los

parametros estimados.

2.3. Interpretaciones

2.3.1. Indicadores de ajuste global

Definicién 2.3.1. Dadas las observaciones de la variable que quiere ser predecida Y;,

definimos la Suma de Cuadrados Totales como

n

SCT =) (Y;-Y)"

i=1
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Definicién 2.3.2. Anédlogamente dados los valores de la variable de interés predecida

ﬁ, definimos la Suma de Cuadrados Explicativos como

SCE=>) (Y;-Y).
i=1
Definicién 2.3.3. Finalmente, dados los valores de la variable de interés predecida,

Y;, v los valores originales de la variable de interés Y;, definimos la Suma de Cuadrados

Residuales como

SCOR=S"(% ~ V)"

i=1
Teorema 2.7. Se cumple
SCT = SCE + SCR (2.4)
S =T = Y- VP - 2
i=1 i=1 i=1

Demostracion. Partiendo de las definiciones,

S -TR = Y - V4 V- T
i=1 =1
S (T
=1
B S ) S AR Al AR WS oo ot
=1 =1 =1

Sy ATy
1=1 1=1
=SCR+ SCE.

]

Definicién 2.3.4. Usando las definiciones (2.3.1), (2.3.2) y (2.3.3), el R? se establece
mediante la siguiente ecuacion,

SCFE SCR
2o - (2.5)
SCT SCT
En otras palabras, el coeficiente de determinacién R? es el ratio entre la variacién
explicada y la variacion total, es decir, qué proporcién de la variacion de la dependiente

es explicada por la(s) variable(s) explicativa(s).
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Note que la ecuacién (2.5) se deduce de la igualdad (2.4). En efecto

SCT =SCE + SCR

SCT SCE SCR

SCT SOT SCT
1_SCR_SCE_R2
scoTr  scTr

De este modo, siguiendo la definicién, si por ejemplo R? = 0,48, entonces, se estd
explicando el 48 % de la variabilidad de la variable dependiente en el conjunto de datos.
Ciertamente, mientras mayor sea el R menor es la fracciéon SCE/SCT, por lo que el
ajuste es mejor. En efecto, si SCE/SCT — 0, SCT > SCE, i.e., la variabilidad de la
prediccién es considerablemente inferior a la variabilidad original de los datos, respecto
a la media muestral. Por otro lado, si R? — 0, SCE ~ SCT. O sea, la prediccién tiene
tanta variabilidad como los datos iniciales, por ello, el ajuste bastante pobre.

El coeficiente de determinacién, R?, pertenece en general al intervalo [0,1]. No
obstante, puede ocurrir que R? < 0, por ejemplo, cuando la especificacién del modelo
es incorrecta. En general, de aqui en adelante, tendremos R? € [0,1]. Por ende, el
andlisis se vera limitado a si R? ~ 0 (mal ajuste), o si R? ~ 1 (buen ajuste). Si bien
no es claro que sea un buen predictor de ajuste, es muy frecuente que se incorpore en
las investigaciones (Rau, 2016).

En general, el R? es bajo (menor a 0.5) en datos de corte transversal en comparacién
con los datos que provienen de series de tiempo. Por ello, no se le debe dar tanto peso
al tamano del R? cuando se realiza analisis con este tipo de datos. Por el contrario,
cuando se trabaja con bases de datos temporales, se le suele dar énfasis al tamano del

R

Definicion 2.3.5. El coeficiente de correlacién de Pearson es una medida de la depen-
dencia lineal entre dos variables aleatorias cuantitativas. Se define matematicamente
de la siguiente manera

Ooxy COV(X Y)
Pxy =
OX0y \/Var Var(Y)

En el caso de una muestra aleatoria de dos variables, { Xy, ..., X,,} v {¥1,..., Y.}

S (X - XY - 1)
VI (X - X2 3, (v - T

rxy =

e[-1,1].
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El coeficiente de correlacion de Pearson permite distinguir 5 casos de dependencia entre

dos variables aleatorias.

1. Sir =1, existe una correlacién perfecta entre las 2 variables, cuando una de ellas

aumenta, la otra también lo hace en proporcién constante.

2. Si0 < r <1, existe un correlacion positiva. Mientras menor sea r (r — 0), més
débil sera esta correlacion. Si una aumenta, la otra puede que también, pero la

intensidad y certitud de esto es cada vez menor conforme r — 0.

3. Si r = 0, no existe correlaciéon alguna, si X aumenta, Y puede aumentar, como
decrecer o mantenerse constante. No se puede realmente sacar conclusion alguna.
Esto no significa que no exista relacion alguna entre las v.a. y por ende que estas

sean independiente. Puede ser simplemente que la relacién sea no lineal.

4. Si —1 < r < 0, existe un correlaciéon negativa. Mientras menor sea r en valor
absoluto (r — 0), més débil serd esta correlacion. Si una aumenta, la otra puede

disminuir, pero la intensidad y certitud de esto es cada vez menor conforme r — 0.

5. Sir = —1, existe una correlacion negativa perfecta. Esto senala una dependencia
total entre las dos variables llamada relacién inversa. Cuando una de ellas

aumenta, la otra disminuye en proporcién constante.

Teorema 2.8. El coeficiente de determinacién R? puede definirse en el caso més simple
de regresion lineal via el coeficiente de correlacién de Pearson de la siguiente manera

en el caso bivariado

R — 2. — oxy _ Cov(X, Y)?
— Xy = 0%0%  Var(X)- Var(Y)’
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Demostracion. Recordemos que Y = Bo + BlX

SCFE

SCT

~ Var(Y)

~ Var(Y)

. VaI‘(B() + BlX)

B Var(Y)

_ Bvar(x)

Var(Y)

_ (zn (Y — ?)(X 7))2 Var(X)

X)? Var(Y')

R? =

- (G ; ) )
~ Cov(X,Y)
~ Var(X) - ar(Y)

= P%(Y-
O

El coeficiente de determinacién R? puede obtenerse directamente haciendo uso de

los parametros estimados. En efecto,

YTY —nY" YTY —nY"

Desarrollando el producto,

YIY —YTXG — BTXTY + BTXTXB
YTY —nY"

R2=1-

Usando la expresion para f3,

YIY —YTX3 — fTXTY 4+ BTXTX(XTX) 1 XTY
YTY —nY” '

R*=1-

Simplificando, se obtiene finalmente

YTY = YTX3  YTXB—nY"

R*=1- — —2
YTY —nY YTY —nY

(2.6)

En el caso de la regresion lineal multiple, es decir, el caso general, el coeficiente

de determinacién R? puede verse comprometido por el uso excesivo de variables
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explicativas. En efecto, al incluir cada vez mas variables, ciertamente se va a reducir
la variabilidad de los datos predichos, pero sacrificando el principio de parsimonia. Es

por esto que se introduce una penalidad y se define el R? ajustado.

Definicién 2.3.6. Sea k el numero de variables explicativas (sin incluir la constante),

n el tamano de la muestra y R? el valor que se obtiene calculando (2.6). Entonces

Ry =1 | [ 1= 2. 2.)

Teniendo en cuenta la constante,
—— ! (2.)
De este modo, analizando la expresién (2.7), se deduce que si k aumenta, el ratio
(n—1)/(n —k — 1) también y por ende el RZ; .q4, disminuye. De esta manera, el R”

ajustado puede tomar valores menores o iguales al R?. Una diferencia principal entre
el R? ajustado y el R? estd en que este iltimo solo toma valores entre 0 y 1, mientras

el R? ajustado puede tomar valores negativos debido a que:

1. el namero de variables explicativas se acerque al nimero de observaciones; es
decir, no se cuenta con grados de libertad suficientes para la estimacién de
los parametros. Usualmente se recomienda un ratio de 10 observaciones por

pardametro a estimar.

2. el coeficiente de determinacién es bajo: lo que indica que se esta incluyendo

simplemente variables irrelevantes en el modelo de regresion.

2.3.2. Parametros estimados

Ya hemos atacado el problema del ajuste global, evaluando el performance del modelo
de manera general. Sin embargo, no nos hemos interesado ain sobre el significado de
los parametros estimados. En el caso mas simple, en el que se tiene tinicamente dos

parametros,

= (3 corresponde al valor predicho para Y; cuando X; = 0. Por ejemplo, si X; mide
los anos de educacién y Y; el salario, [y sera el salario promedio para personas

sin educacion.
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= Por otro lado, f; es la pendiente de la recta de regresiéon muestral, nos indica en
cuanto varia el valor predicho Y; ante el cambio de una unidad de X;. Usando el
ejemplo anterior, 4; miden en cuanto se incrementa el salario por un ano adicional

de estudios.

Cuando se tiene mas de un regresor, cada S, £ > 0, mide en cuanto varia el valor
predicho para Y ante el incremento de una unidad de Xj.

En caso la relacién funcional no sea estrictamente lineal, como por ejemplo'",
m
111(101) = E ﬁij + &5,
=0

el significado de los Bj ya no es el mismo debido al la presencia del In(-).
El andlisis debe entonces tener en cuenta si los regresores son argumento de un
logaritmo, o si la variable por predecir es argumento de un logaritmo. Se tiene entonces

los siguientes 4 casos.

= Nivel - Nivel: X vs Y, AY = 3;AX. O sea, el incremento de una unidad en X

hace incrementar Y en [3; unidades.

s log-Nivel: log X vs Y, AY = <13—010> %NAX. O sea, el incremento en 1% en X

Incrementa Y en (; unidades.

= Nivel-log: X vslogY, %AY = 1003,AX. O sea, 3; mide en que % incrementa

Y ante el incremento de una unidad de X.

s log —log,log X vslogY, NAY = Bl %AX . El coeficiente mide en que porcentaje
incrementa Y ante incremento en 1% en X. En este sentido, los 3; representan

elasticidades.

Note que el uso de logaritmos permite eliminar el efecto de las unidades en los
coeficientes y se emplea cuando la variable es asimétrica. A menudo resulta ttil
calcular elasticidades utilizando derivacién logaritmica. Un resultado importante en

este contexto es presentado a continuacion.

10Esta ecuacién es conocida como la ecuacién de Mincer.
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Teorema 2.9. Si y = p(z), entonces

oy _dya
de/x  dry

Siempre que z,y > 0,
_dlny

°= dinz’

Demostracion. Aplicando la regla de la cadena,

dlny dlnydlnx
dv  dlnz dr

Luego,
diny1l 1dy
dlnzzx ydz
O sea,
diny wdy
dlnz  ydz

]

En este punto, una pregunta de interés es, ;qué sucede si Bj = 07 Ciertamente si
5’0 = (0, significa que el promedio de los datos predichos sera cero cuando X = 0. Sin
embargo, si Bj = 0 para j # 0, jacaso la contribucién marginal es de 0 %7 La siguiente
seccion estudia esto en detalle. Empezamos con ciertos conceptos fundamentales de

inferencia estadistica.

2.4. Pruebas de hipédtesis

Definicién 2.4.1. Hipotesis estadistica. Una hipdtesis estadistica es cualquier

enunciado que hagamos respecto a la distribuciéon de una o més variables aleatorias.

Definicién 2.4.2. Todo contraste de hipodtesis sobre un parametro unidimensional
posee la forma siguiente

01, simple

> fy, a cola derecha
Hoi 9:60, VSH129:

< 6y, a cola izquierda

\7& 0y, a dos colas.
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Definicién 2.4.3.

a = P(Error tipo 1) = P(Rechazar Hy|H, es verdadera)
$ = P(Error tipo 2) = P(Aceptar Hy|Hy es falsa).

Observe que estamos asumiendo por simplicidad que Hy toma la forma de una
igualdad (6 = #6y). Con mayor generalidad podemos tener una hipétesis del tipo
Hy:0 € =C 0. En tal situacion

a = sup P(Rechazar H).
ez
Un buen contraste deberia ser aquel por el cual o y 8 son minimos. Sin embargo, por
lo general, ambas probabilidades estan en relaciéon inversamente proporcional. Es por
ello que la convencién es fijar una de estas medidas, especificamente «, con el fin de
encontrar el mejor contraste, definido con aquel que para este « fijo, posea el menor [,

o equivalentemente, la mayor potencia
¢ = P(Rechazar Hy|H, falsa) =1 — (.

Ejemplo 2.11. Veamos un caso concreto en el cual se hace uso de los tests de
hipétesis. Més adelante, se estudiara el concepto de heterocedasticidad de los errores.
Este concepto, hace referencia a un problema que puede presentarse en la naturaleza de
los errores estimados £; via MCO. La hipotesis nula Hj en este caso, es que los errores no
presentan heterocedasticidad. Una forma de evaluar esta hipétesis es aplicando un test
estadistico conocido como el test de White'!. En este tltimo, se usa como estadistico
la variable nR?, la cual se distribuye segtin una y? de pardmetro ¢, correspondiente
al nimero de regresores. Si nR? > x?__(q) (siendo o un nivel de significancia fijado
previamente), se rechaza la hipdtesis nula. Gréaficamente, la figura (2.1) nos muestra
en qué consiste el test de hipdtesis, teniendo en cuenta una regresion con 2 variables

base y 3 variables adicionales (interacciones); de ahi ¢ = 5.

HEste serd estudiado con detenimiento méas adelante en el capitulo 8.
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A
Densidad

Se acepta H

2
)
X°(5) nR? = 58.2 > 58.17

Serechaza H I —
« | En este modelo
Y; = By + B1K; + BoL; + u;

Goalg=5) wor - Ry
~ 58.17

Figura 2.1 Grafica del examen estadistico.

Note que el valor del estadistico (v.a. de la muestra) nR? € R se obtiene previamente

y simplemente se compara con el valor de tablar de x%__(5), siendo a = 0,05 (o sea,
significancia al 95 %)'?.

Definicién 2.4.4. Definimos el F' estadistico

R?/k

F:(1—Ramn—k—n

dénde n es el nimero de observaciones y k el nimero de parametros sin incluir la
constante, como el ratio entre cuanto explican las variables incluidas en el modelo y lo

que explica los errores.

La hipdtesis nula Hy de este estadistico es

By=P3=..= P =0.
Si F' > Fypnn-k-1, con « el nivel de significancia, rechazamos la hipdtesis nula H.
Si F' < F, nn—k—1 se acepta la hipétesis nula. En otras palabras, lo que se busca
establecer mediante el estadistico F' es cuanto explican los regresores en conjunto.
También es posible evaluar la contribuciéon marginal de cada variable individualmente
usando el estadistico ¢ (test ¢ de Student)'. El siguiente ejemplo permitird afianzar

estas nociones.

12Gi fuese un examen de dos colas, o = 0,025.
13Para mayor informacién sobre los tests estadistico ver (Casella and Berger, 2002).
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Ejemplo 2.12. Mediante STATA, en el siguiente cuadro presentamos los resultados
de una regresion lineal simple en la que se incluyen dos regresores, «Fl indice del
tipo de cambio real bilateral» y el « PBI de USA», para estimar «Las exportaciones no

tradicionales de Peri en millones de dolares».

. reg xnt itcrb@7 pbiusa

Source SS df Ms Number of obs = 76
F(2, 73) = 900.79

Model 66739802.7 2 33369901.3 Prob > F = 0.0000
Residual 2704289.24 73 37045.8581 R-squared = 0.9611
Adj R-squared = 0.9600

Total 69444091.9 75 925921.226 Root MSE = 192.47
xnt Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Interval]
itcrbe7 -32.63971 3.290984 -9.92 0.000 -39.19863 -26.08079
pbiusa .2228377 .9109732 20.31 0.000 .2009681 .2447073
_cons 1607.755 447.8523 3.60 0.001 716.7809 2498.729

Figura 2.2 Regresién nivel-nivel, exportaciones (xnt) vs tipo de cambio bilateral

(itcrb07) y PBI de USA.

La figura (2.2) nos indica un coeficiente de determinacion R* de 0.9611 y un R?
ajustado de 0.9600. Debido a que los datos corresponden a una serie de tiempo, es
importante analizar si R ~ 1. De ser el caso, podemos afirmar que globalmente el
modelo cumple su funcién explicativa. Mas ain, se logra explicar aproximadamente
el 96 % de la variabilidad de los datos. Luego, la probabilidad que los Bj sean iguales
a cero es practicamente nula. Ademas, uno puede verificar con el valor de tablas que
F > F,pnk-1, siendon = 76 y k = 2. Con esto en mente, procedemos a analizar

individualmente los coeficientes 3;. Tal y como puede verse en la tabla.

1. Si el tipo de cambio bilateral (itcrb07) sube en una unidad, las exportaciones

caen en 32 millones de délares.

2. Por otro lado, si el PBI de los estados unidos se incrementa en 1 billon de délares,

las exportaciones se incrementaréan en 0.22 millones de ddlares.

Ambas interpretaciones son estadisticamente significativas pues el estadistico t es mayor
en valor absoluto al valor de tablas para un nivel a = 0,05. Recordemos que la Hj es
en este caso f; = 0y B2 = 0 (independientemente). Si ¢t < t,, se acepta la hipétesis, lo

cual implica que el parametro puede ser igual a cero, i.e., no explicativo. Otra forma de
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percatarse que los coeficientes son significativos es analizando el intervalo de confianza.
Este intervalo, establece con un 1 — a de probabilidad, un rango de valores para f;.
En este caso, al 95%, observamos que ninguno toma el valor de cero pues 0 ¢ ICp,.
En conclusion, para establecer la significancia del modelo a nivel global, analizamos el
R?, R? ajustado y el F' de Fisher. Enseguida, pasamos al analisis regresor por regresor.
En dicho analisis, se evaltia si el t es menor al valor de tablas, si la probabilidad
de la hipdtesis nula (8, = 0) es mayor a 0.05, o si el 0 pertenece al intervalo de
confianza. Finalmente, luego de descartar regresores no explicativos, se procede con la
interpretacion de los pardmetros segin la especificacién del modelo (nivel o logaritmos).
Por ejemplo, en (2.2), las escalas son nivel-nivel. En ese sentido, una unidad adicional
en X; representa un incremento de 3; unidades en Y;. Sin embargo, si se tiene una

especificacion en logaritmos, como por ejemplo
In(xnt); = By + F1 In(itrb07), + In(pbiusa); + uy, (2.9)

la interpretacién cambia. La siguiente tabla , corresponde a dicha regresién, (2.9).

. reg lnxnt lnitcrm@7 lnpbiusa

Source Ss df MSs Number of obs = 76
F(2, 73) = 494.75

Model 28.9368316 2 14.4684158 Prob > F = ©.0000
Residual 2.13482357 73 .029244158 R-squared = 8.9313
Adj R-squared = 0.9294

Total 31.08716552 75 .414288736 Root MSE = .17101
lnxnt Coef. Std. Err. t P>t] [95% Conf. Interval]
lnitcrme7 -.8589906 .5951755 -1.44 8.153 -2.045174 .3271924
lnpbiusa 2.934381 .1078397 27.21 ©.000 2.719457 3.149305
_cons -16.89463 3.310409 -5.10 ©.000 -23.49227 -10.29699

Figura 2.3 Regresion log-log, exportaciones vs tipo de cambio bilateral y PBI de USA.

En este caso, el R? y R? ajustado siguen indicando una bondad de ajuste
globalmente positiva. Al rededor del 90 % de la variabilidad de los datos es explicada.
Tanto globalmente como individualmente el modelo es también estadisticamente
significativo pues P > F' (probabilidad de la hipé6tesis nula en relacién al estadistico
de Fisher ) y P > ¢ (probabilidad de la hipétesis nula en relacion al estadistico ¢ de
Student) son practicamente nulas. El cambio més notorio es el de los valores en los

parametros estimados. Esto es sin embargo coherente con el hecho que se han tomado
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logaritmos en (2.9), y por ende, la contribucién ya no es marginal pero més bien

porcentual. Leemos que,

1. Si el tipo de cambio bilateral (itcrb07) sube en 1%, las exportaciones caen en

0.85% .

2. Si el PBI de USA se incrementa en 1%, las exportaciones se incrementaran en

2,9 % por ciento.

2.5. Restricciones lineales

En esta ultima seccion, nuestro objetivo serd analizar relaciones funcionales lineales
entre los pardmetros. Recordemos que los tests vistos previamente han sido Hy : 3; = 0
(para cada j independientemente) y Hy : ; = 0 (para cada j en conjunto). Sin

embargo, considere por ejemplo la siguiente regresion especificacion
Y; = AKC L e, (2.10)
que es de hecho equivalente a
InY; =pFg+ pfiInK; + PBaln L; + ¢;. (2.11)

Queremos verificar Bl + Bg = 1. Note que (2.10) corresponde a una forma funcional
Cobb-Douglas, i.e., se asume que la produccién es igual a f(K,L) = AK*LP y se
multiplica por un término estocdstico e®, e ~ N (0, 0?). Sacando logaritmos a la ecuacién
2.10 se obtiene (2.11); una forma lineal en las variables y se entiende que, un incremento
de 1% en la cantidad de uno de los factores de produccién genera un incremento de
% en el nivel de produccién Y (donde f es el parametro asociado al regresor). La
hipétesis que se busca contrastar tiene como objetivo analizar los rendimientos a escala
que presenta la funciéon de produccion implicitamente definida. En este caso, analizar

si f tiene rendimientos a escala constantes, es decir
FOAK,AL) = Af(K,L), ¥V A > 0.

A continuacion analizamos en detalle la técnica econométrica que permite incorporar

restricciones.
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Definiciéon 2.5.1. Definimos la matriz de restricciones R como la matriz del sistema
RyxiBrx1 = T¢x1, siendo r un vector fijo y ¢ siendo el nimero de restricciones. Esta

matriz es la que define las restricciones lineales.
Ejemplo 2.13. En el caso presentado previamente (2.10), tenfamos
/61 + 82 =L
Por ende, R=(1,1)T, r =1y q¢=1.
Recordemos que f ~ N(3,02(XTX)™1). A partir de esto se deduce que RS ~
N(RB =r, Re*(XTX)"'RT). M4s ain
(B — )" [o*RIX"X) " RT] T (RB — 1) ~ X (0).

Usando la relacién'*

tenemos

-1
(RB —r)T {%éTéR(XTX)‘lRT} (RB—1) ~ Fypopo1.

Reemplazando con
e = (Y —XB)T(Y = XB) =YTY —YTX},
finalmente

-1
(R — )T {#(YTY - YTXB)R(XTX)”RT} (RB—7) ~ Fynop1. (2.12)

La ecuacién 2.12 nos permite testear hipotesis reemplazando r.

» Si el I calculado es mayor que el valor critico F, ,,—x—1 rechazamos H,. Esto
significa que hay suficiente evidencia estadistica para concluir que las restricciones
R = r no son verdaderas. En otras palabras, las restricciones impuestas por H,

no se ajustan bien a los datos.

» Si F' calculado es menor o igual al valor critico Fy, 4 ,,—k—1, no rechazamos Hy. Esto
significa que no hay suficiente evidencia estadistica para rechazar las restricciones
Rp = r. En otras palabras, las restricciones impuestas por Hy son consistentes

con los datos.

146 incluimos la constante en el conteo n — k.
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o8

Ejemplo 2.14. Se tiene el siguiente modelo de regresion
Y = Bo + f1X1i + B2 Xai + &

A partir de este 1ltimo, se obtienen las matrices

El objetivo es contrastar las siguientes hipotesis:

Hy:8,=0, B +pB5=1

Para esto, necesitamos calcular

1

(RB —r)T" LéTéR(XTX)—lRT i (RB —1) ~

n—kF—1

Primero, obtenemos £,

B=(X"X)"'XTy

~ 9 —1

1 2 4
1 1 1 1 1 1 0 -1 1
= 2 0 0 -1 -1 1 0 0 2
4 -1 0 1 3 1 -1 1 4
1 -1 3
L , J
_ _287 269 205
-\ 428 107 428)
Luego,
eT¢
AV =
ar(é) —
(Y = XB)T(Y - XP)
n—=k

1 2 4 6
1 0 -1 0
X=11 0 0 , Y =1 -1
1 -1 1 —4
1 -1 3 -1

1 1
0 0
-1 0

F,

q

1
—1
1

n—k—1-

—1
3




Capitulo 2. El modelo k—lineal 59

Reemplazando con

6 1 2 4
0 1 0 -1 —287/428
Y-Xa=|-1|—-|1 0 0 269/107
—4 1 -1 1 205/428
-1 1 -1 3
y despejando €74, se obtiene
éT¢ ~ 2,64.
Finalmente,
100\ (7 0
011 . 1
B3

Asi, reemplazando con los valores numéricos ya obtenidos, se tiene que F' ~ 8 .40.

2.5.1. Intervalos de confianza y t{—Student
Cuando ¢ = 1, denotando 8 = R8=r vy § = R3 '

0—0
V/$?R(XTX)-1RT

~ ty -

Luego, si deseamos un intervalo del (1 — a)) % de confianza para el verdadero valor del

l1-a
parametro 6, es suficiente con obtener las tablas de t,,?, e invertir el test. Esto es

l—a=P2 < b0 <tz
JERXTX) 1RT

l-a é— ) l-a
=P _tnik < < tnik
\/SQR(XTX)”RT

—P {9 c [é + t;i\/SZR(XTX)*lRT} } .

Recordemos que la distribucién ¢ de Student se utiliza cuando se estima la media de
una poblacion normal con una muestra pequena y se desconoce la varianza poblacional.

La distribucién ¢ de Student con v grados de libertad, denotada t,, es la distribucion

158i estamos considerando el modelo con k pardmetros estimados incluyendo la constante, los grados

de libertad son n — k. Cuando no se considera la constante, usamos n — k — 1.
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z
\VU/v
sigue una distribucién normal estdndar, U ~ x?(v) es una variable aleatoria que sigue

de la variable aleatoria T' = donde Z ~ N(0,1) es una variable aleatoria que

una distribucién chi-cuadrado con v grados de libertad, y Z y U son independientes.

La funcion de densidad de probabilidad de la distribucién ¢ de Student con v grados

de libertad es

v+1

f@ﬂgz-%géééj(y+§>z

donde I es la funcién gamma (Casella and Berger, 2002). La distribucién ¢ de Student

es simétrica respecto a t = 0. Para v > 1, E[T] = 0. Para v > 2, Var(T) = -%;. Para
1—a

encontrar el valor critico ¢, ?,, buscamos el punto ¢ en el cual la integral acumulada de

la densidad de probabilidad desde —oo hasta ¢ es igual a 1’70‘:

e
n— 1_
/ S fltin— k) dt = -

Aqui, f(t;n — k) es la funcién de densidad de probabilidad de la distribucién ¢ de
Student con n — k grados de libertad.

2.5.2. Meétodo de los residuos

Una alternativa para contrastar una serie de restricciones lineales donde no se
utilizan los coeficientes estimados B es usar la suma de residuos al cuadrado del modelo
estimado dos veces. En primer lugar, se estima el modelo sin las restricciones lineales
y luego el modelo con las restricciones lineales

SRCcr—SRCsk

F,

_ q
qgn—k—1 — SRCshr
n—k—1

con ¢ el nimero de restricciones lineales, n el nimero de observaciones, k£ el nimero
de variables explicativas sin incluir la constante, SRC¢r la suma de cuadrados con
restricciones y SRCsg la suma de cuadrados sin restricciones.

Cuando se asume que todos los coeficientes estimados de las explicativas son iguales

a cero [¢ = k|, tenemos en dicho caso el siguiente resultado

SRCcr—SRCsr SCE RQ/k
Fon—k = SRI(CJSR - SRZ‘SR - 1-R)/(n—k—1) (2.13)
n—k—1 n—k—1 n



Capitulo 2. El modelo k—lineal 61

Retomando el caso del ejemplo 2.10, usando (2.13), y teniendo en cuenta la ausencia
de la constante en la especificacién, se obtiene
SRCocr—SRCsg

k ~
ka_k - W — 1,5

n—=k

n Si Fyp_p—1 > Feritico, Techazamos la hipétesis nula de que todas las restricciones

son validas () = fe = -+ = [ = 0).

n Si Fyp-p-1 < Fleritico, N0 rechazamos la hipdtesis nula, concluyendo que las

restricciones son consistentes con los datos.

La siguiente sub-seccién termina el analisis del modelo MCO en presencia de
restricciones. En concreto, derivamos el estimado en funcién de la matriz R y el vector

r.

2.5.3. Estimador con restricciones

El problema de optimizacién en presencia de restricciones lineales corresponde

analiticamente a

ming (Y — XB)T(Y — XB)
PR .
s.a: RB =.

Luego, para resolver Py, se plantea el Lagrangiano del problema
L(B,2) = (Y = XB)'(Y — XB) + A(RS — 7).

Mediante las condiciones de primer orden, se obtiene el siguiente par de ecuaciones

aLé% N oxty 2XTXB+2X"R=0
OL(B,A) —
— = RS —r=0.

Finalmente, luego de ciertas manipulaciones algebraicas,

BERS — (XTX) XTY — (XTX)'RY(R(XTX)RT)(R(XTX) ' XTY — 1)
_ BMCO _ (XTX)flRT(R(XTX)RT)(RBMCO _ T’).

Terminamos este capitulo con un estudio de la teoria asintética del estimador MCO.
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2.6. Propiedades asintéticas

Para abordar las propiedades asintoticas del estimador MCO, debemos abordar
algunos resultados preliminares. Algunos son detallados en el apéndice de teoria de la

probabilidad.

Teorema 2.10. Cramer-Wald. Si ¥ A\, X7 — S°F A\, X7 en distribucién, entonces

X,, — X en distribucién.

Teorema 2.11. Teorema del Limite Central. Sea X, el promedio muestral de

{Xi}tiz1,..n con E[X;] = py Var(X;) = . Entonces,

VX, — i) 5 N(0,5).
Teorema 2.12. Si X,, — zo en probabilidad y g : R¥ — R es continua en x(, entonces

9(Xn) = (o).

Teorema 2.13. Slutsky. Si X, ~Y,, con X,,Y, : Q > RFy X, Doy vy Y, SV,

entonces
L X, +Y, Sag+Y.
2. XTY, % 2Ty,
Teorema 2.14. Mann-Wald. Si X, 4 X y g(z) es continua para todo z, entonces
9(X) 5 g(X).

Teorema 2.15. Método Delta. Sea 6, un vector aleatorio asintéticamente normal
(convergencia en probabilidad) con /n(6,, — 6p) KN N(0,%) y g(0) € C*(Vpy)'® con

Jacobiano

Entonces,

Vi(g(8.) — g(60)) % N(0, Go=GY).

6Donde Vp, es una vecindad de 6y.
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Demostracion. De acuerdo con el Teorema del Valor medio, existe 6, € 0o, 0,,] tal que

(0 = 00) = 55| (0, 10)
Vilo(0) ~ o) = 55| Vit~ o).

Dado que 6, R 6o, O, RN y. Luego, por el teorema 2.12,

99
26

P
— Gy.

0=0,,
Por otro lado, v/n(6, — 6p) A N(0,%) . Luego, por el teorema 2.13,

dg

\/ﬁ(g(gn) —g(0o)) = 90 o \/ﬁ(én — o)

— GQN(O, E)
— N (0, GoxG).

Recordemos que

N B 1 <& 1<
f= (XTX) XY = (EZXZT XZ) (52)(}3@).

=1 =1

Ahora bien, Y; = X[ 3 + ¢,
1 <& AR
3= =" XTX; =y XI(XiB+e
= (i) (i3aronsca)
1< T

V(B —B) = (%X?X@-) h (% é XieZ) .

Por la ley débil de los grandes ntimeros,

1 n
=N XTX; S E[XTX)] = D.
n

i=1

Luego, por el teorema de la continuidad, tenemos que

-1
1 n
(-E XiTXi> 5D
n

=1
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Como
1 « VI
_ZX;TGZ = —ZXZ-TEZ‘,
vn i=1 L
podemos aplicar el TLC y

E[Xie] = E[X;(Y; — Xif)]
= E[X]Y)] - E[X] X]5
= E[X]Yi] - E[X] X,)(B[X] X)) 'E[X] Y]]
= E[X'Y]] - E[X/]Y]
Var(X7e;) = B[ X e;el X
= E[e; X[ X;]

Aplicando el TLC,
\/ﬁ - T 4
— X; e, — N(0,C).
2SN 00)

Asi, haciendo uso del teorema, obtenemos que 2.13,

atin-(i30%) (E3)

4 D'N(0,C) = N(0,D'C(D™ 7).

En capitulos posteriores'”, se levantardn los supuestos hechos en este capitulo. A

continuacion, la lista de ejercicios asociada a los temas desarrollados en este capitulo.

Ejercicios

Ejercicio 2.1. Se tienen los siguientes conjuntos de datos (incorporando la constante):

X =

—_ = =

2 5
31, y=17
4 9

I7En el siguiente capitulo se aborda un tipo de regresién en particular en el cual los regresores son
variables discretas, categéricas. En el subsiguiente, el tema del muestreo. Ya en los que le siguen a

este ultimo, abordamos la multicolinealidad, heterocedasticidad, autocorrelacién y endogeneidad.
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y _ - -
1 2 1 3
1 3 2 4
1 4 3 6
1 5 4 8
1 6 5 11

X = N y —_=

1 7 6 15
1 8 7 20
1 9 8 26
1 10 9 33
1 11 10 41

Para cada conjunto de datos:

1. Calcule los estimadores de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) f =
(XTX)IXTy.

2. Determine si cada parametro (; es significativo utilizando una prueba t.

3. Evaltie si la hipétesis conjunta Hy : 1 = B = --- = 0 puede ser rechazada

mediante una prueba F'.
Interprete los resultados en cada caso.

Ejercicio 2.2. Considere un modelo de produccién Cobb-Douglas con tres factores:

capital fisico (K), capital humano (H), y trabajo (7'):
g =AK*HT",

donde q es el nivel de produccién, A es una constante, y o, £, y 7y son parametros que

miden las elasticidades del producto respecto a cada insumo.
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Dado el siguiente conjunto de datos simulados:

Observacion | K | H T q
1 9255 (11,2 | 50,3 | 45,6

2 34,8 | 15,7 64,1 | 65,7

3 45,2 119,3| 81,4 | 92,3

4 56.7]23.8| 985 | 1248

5

6

72,1284 | 1202 | 167,3
88,3 | 42,7 | 180,4 | 320,1

1. Calcule los pardmetros «, [, y 7 utilizando Minimos Cuadrados Ordinarios

(MCO), transformando las variables a su forma logaritmica:

In(q) =In(A) + aln(K) + fIn(H) +yIn(T) +«.

2. Verifique si la restriccién oo + 3 + v = 1 (retornos constantes a escala) es vélida.
3. Realice una prueba F' para evaluar la hipétesis conjunta Hy: o = =y = 0.
4. Interprete los resultados y comente sobre su relevancia econémica.

Contexto: este ejercicio estd inspirado en los trabajos seminales de Lucas (Lucas,
1988) y Romer (Romer, 1990), quienes analizaron el papel del capital humano y la

innovacion en el crecimiento econémico enddgeno.
Ejercicio 2.3. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad fx(z) = 0%ze=%,
x > 0, donde 8 > 0 es un parametro desconocido. Se desea contrastar las siguientes

hipotesis:

Hy:0=1 vs H;:0=2.

a) Halle la regién critica 6ptima para el caso n = 10 datos observados y calcule la
potencia de la prueba. Hint: Use la funcion de verosimilitud, consulte el capitulo

de Mdzima Verosimilitud para recordar como definir L(0).
b) Si se plantea contrastar las hipdtesis a nivel o = 0,05:

Hy:0=1 vs Hy:0+#1,
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jexistird para este caso una prueba Uniformemente Més Potente (UMP)?

Explique por qué.
Sugerencias:
= Para el inciso a:

e La regién critica éptima se define como:

h

RC*:{xeR" : <00>§K}.

(61)

e La funcién de verosimilitud L(#) para n observaciones independientes esta

h

dada por (para més detalle, ver capitulo 11):
L) = [ fx(il6).
i=1

e Al calcular la razon de verosimilitud, simplifique términos comunes y despeje
en funcién de 7", ;.

e Note que Y, X; sigue una distribucién I'(20,1) bajo Hy y I'(20,2) bajo
H,.

e Use la funcién inversa de distribucién de I'(20, 1) para hallar el umbral critico

K' anivel a. O sea, K' = F,,/'(a).
e Para calcular la potencia, utilice:
¢—]P’<ZX1-§K’ | 9—2).
i=1
» Para el inciso b:
e La prueba UMP para un contraste bilateral requiere que la region critica
sea independiente del valor de 6 bajo H;.

e Al analizar la razén de verosimilitud:

L(Bo) _ (0_> 000 T
L(Ql) ‘91 7

observe que para 6, > 6, o 6, < 6y, los umbrales dependen de 6;.

e Concluya que no puede existir una UMP para este contraste bilateral.
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Ejercicio 2.4. Demuestre la proposiciéon 2.1 en su caso mas general. Para ello,
recuerde que la matriz de varianza y covarianzas de € viene dada por o%I, y que

Y ~ N,(XB,0%1l,). Por lo tanto,

ele, YT(I—Px)Y
z2172 - ( o2 x) NXZ(n_k>5

pues I — P tiene rango n — k. Finalmente, para toda matriz simétrica A, se cumple que
E[ZTAZ] = Tr(AY) + p Ap,

con Cov(Z) = ¥ y E[Z] = p. Concluya usando que Tr(I — P) =n — k.

Nota: si no se incluye la constante en X, k — k + 1.



Capitulo 3

Variables cualitativas

Imagine que se busca estimar el logaritmo del salario de un trabajador. Una opcién

para ello es usar la ecuacién de Mincer (Borjas, 2000), cuya especificacién tradicional
1
es

Inw = Inwg + pzy + fros + Bos. (3.1)

En (3.1), w es el salario, wy el salario promedio, x; los anos de escolaridad, y x5 los
anos de experiencia laboral. Sin embargo, en caso del Peri, podemos incluir un regresor
adicional, z3 que corresponde al sexo del trabajador. Es decir, 3 = {Hombre, Mujer}

y
Inw=1In wo + pr1 + 51332 + ﬁg.ﬁﬂ% + ﬁ3£133. (32)

Si bien w, x1 y x5 son variables que pueden tomar valores en R, x5 no, es una variable
cualitativa. Ciertamente no podemos decir que un incremento en una unidad de x3
genera un incremento en 1% del salario. ; Cémo interpretar entonces 337 Este serd uno
de los objetivos principales de este capitulo, que si bien es bastante breve comparado

a su predecesor, discute un tema central en el analisis econométrico.

3.1. Conceptos basicos

Definicién 3.1.1. Variable cualitativa. Una variable cualitativa indica la presencia
o ausencia de un atributo o cualidad. Por ejemplo, sexo, raza, religion, region,

nacionalidad, afiliacion politica, entre otros.

'ncorporar B213 se explica en la literatura. Véase por ejemplo (Polachek, 2007).

69
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Ejemplo 3.1. Las siguientes ecuaciones representan especificaciones en las cuales los

regresores son variables dicotémicas x € {0,1}, i.e., 1 indica la ausencia (o presencia)

de un atributo

Salario; = (1 + [B2Sexo; + ¢€;
Salarioi = 51 + 52Urban0i + €
In(Salario;) = p; + f2Sex0; + f3Indigena; + ¢;

Al igual que con variables independientes cuantitativas continuas, con variable

cualitativas también se usa el método de Minimos Cuadrados Ordinarios para estimar.

Los supuestos del modelo en caso se incluyan variables no continuas son:

Linealidad en X.
Homocedasticidad: Ele;] = 0, Var[e;] = o2 para todo i.

Normalidad: las muestras de cada grupo deben provenir de poblaciones con

distribucién normal.

Independencia de errores: no hay autocorrelacién entre los errores de cada una

de las observaciones en la muestra.

Note que deben incluirse m — 1 categorias (si son m en total) para evitar la

colinealidad, y asi el modelo podra ser estimable. El siguiente ejemplo aterriza e ilustra

concretamente esta situacion.

Ejemplo 3.2. Imaginemos que buscamos estimar el logaritmo del salario en funcion

de la regién r en la cual el trabajador habita, es decir,

r € {Costa, Sierra, Selva}.

Si planteamos

Inw; = B1 + B2Costa; + P3Sierra; + [4Selva; + ¢,

como un individuo pertenece a una de las 3 regiones, se tiene (sin pérdida de

generalidad) que

1 100
1 010

1 100
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O sea,

X2+X3+X4:X1.

Sin embargo, esto viola el supuesto de multicolinealidad. Es por ello que deben solo

incluirse dos categorias y no las tres. A esto se conoce como la trampa de las dummies.

Definicién 3.1.2. La categoria a la cual no se asigna variable dicotémica se conoce
como categoria base, de comparacion, de control, de referencia u omitida. Ademas,

todas las comparaciones se hacen respecto a dicha categoria de comparacion.

En concreto,
m—1
Yi=05+ Z B Xji.
j=2

El valor de 31 es el valor promedio de la categoria base. Luego, Bj — Bl =Y, -Y,. En
efecto, Bl es el valor promedio de la variable dependiente cuando la variable explicativa

toma el valor de 0.

Ejemplo 3.3. Retomando el modelo que busca estimar el salario de un individuo en

funcién de la regién en la cual habita, tendremos
Salario; = 1 + B2Costa; + [3Sierra; + ;.

En este caso, la categoria base es la region Selva. Si el individuo ¢ habita en la Costa,
Costa; = 1y Sierra; = 0. Andlogamente, si el individuo pertenece a la Sierra, Costa; = 0
y Sierra; = 1. Luego,
E[Salario;|Costa;] = E[B; + S2Costa; + fsSierra; + ¢;|Costa; = 1, Sierra; = 0]
= B1 + [

E[Salario;|Sierra;] = E[5; + f2Costa; + B3Sierra; + €;|Costa; = 0, Sierra; = 1]
=B+ B3

E[Salario;|Selva;] = E[3; + S2Costa; + S3Sierra; + €;|Costa; = 0, Sierra; = 0]
= b
De este modo, si por ejemplo, tenemos [, = 1000, B2 = 950 y B3 = 300, los trabajadores

de la Selva ganan en promedio 1000 soles, mientras que los de la Costa ganan 1950

soles y los de la Sierra 1300 soles.
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Ejemplo 3.4. Consideremos nuevamente el caso en el que se busca estimar el salario
en soles de los trabajadores peruanos. Esta vez, se utiliza informacion de la educacién
(medida en anos de estudio), el sexo del trabajador y la regién natural donde vive

(Costa, Sierra y Selva). La regresion lineal descrita es entonces
Sal; = By + B1E; + B2S; + 8351 + BaSe; + €, (3.3)

donde Sal es el salario, E los anos de estudio, S el sexo (1 si es hombre, 0 si es mujer),
Si regién sierra, Se regién selva y ¢; es el término de error aleatorio. Usando esta
especificacién (3.3), podemos calcular el promedio de los salarios en funcién de la

region y la brecha salarial por sexo en cada region.

E[Sal;|S; = 0, Costa] = 5y + S1E; + 52(0) + B5(0) + £4(0)
= Bo + B E;.

E[Sal;|S; = 1, Costa] = By + 51E; + 52(1) + 53(0) + 54(0)
= Bo + B1Ei + Bo.

E[Sal;|S; = 0, Sierra] = £y + S1E; + B2(0) + Ba(1) + B4(0)
= Bo + B1Ei + Bs.

E[Sal;|S; = 1, Sierra] = Sy + S1E; + B2(1) + B3(1) + £4(0)
= Bo + B1E; + B2 + Bs.

E[Sall|82 = 0, Selva] = ﬁo + BlEz =+ /82(0) + /63(0) + 54(1)
= fo + B1E;i + Ba.
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E[Sa1,|SZ = 1, Selva] = 60 + BlEZ + Bz(l) + ,83(0) —+ 54(1)
= Bo + B1Ei + B2 + fBa.

Luego, definiendo SalH el salario de los hombres y SalM el salario de las mujeres,

Costa:
E[SalH] = 8y + B1E; + (2
E[SalM] = Sy + B1E;
E[SalH] — E[SalM] = 5.
Sierra:
E[SalH] = fy + 1E; + 52 + 55
E[SalM] = 5y + (1 E; + S5
E[SalH] — E[SalM] = /.
Selva:

E[SalH] = By + 81E; + B2 + 54
E[SalM] = By + 1Ei + 54

E[SalH] — E[SalM] = 5.

En general, SalH—SalM = Bg. Es este parametro el que mide la brecha del salario

por region. Note que, si se comparase entre regiones, el resultado cambiaria.

Ejemplo 3.5. Con el objetivo de determinar si existen o no diferencias en las

calificaciones obtenidas por hombres y mujeres en una determinada asignatura, a partir

de 20 observaciones se estimé (datos ficticios) el siguiente modelo

Nota; = By + 1 Nota media Micro; + 3,Género; + €;,

donde la variable género toma el valor 1 si se trata de una mujer y 0 para un vardn.

Los resultados de la estimacion fueron los siguientes

N/OBZ- = 25 4 0,75Nota media Micro; + 20,5Género; + €;.
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Luego,
E[Nota|Mujer] — E[Nota|Hombre| = 20,5.

Asi, existe una diferencia en el esperado de la nota en funcién del género: las mujeres
obtienen 20.5 puntos (en promedio) por encima que los hombres (la escala de nota

ciertamente no va del 0 al 20 en este ejemplo).

3.2. Interacciones
De momento, se han estudiado especificaciones de la forma
Yi = 0o+ 51X+ foXoi + - + BpXpi + €

donde Xj; € R o X;; € {0,1}. Sin embargo, regresando al modelo (3.3), supongamos
que se presume que la brecha salarial por sexo no es homogénea en cada region, i.e.,

que Sal; en funcién de S; depende de W;, con
W =Sio Se.
., Cémo contrastar dicha hipo6tesis? Se implementan lo que se conoce como interacciones.

Definicién 3.2.1. Si en el modelo simplificado
Yi = b1+ BoXi + B3Wi + €,

se presume que el valor de Y; en funcion de X; depende de W;, el modelo se convertiria

en

Y = p1 + 5o Xi + B3Wi + By Xi W, + €.

Se dice entonces que X interactia con W.

Volviendo a (3.3), el modelo queda de la siguiente manera
Sal; = Bo + B1E; + 52S; + 351 + BaSe; + 855,51 + F6SiSe; + €,

si se presume una interaccion entre el sexo del individuo y la region en la que habita.
Cuando X; y W; son variables binarias, el impacto se mide directamente en la suma

de los coeficientes, en particular, la pendiente para X; seria igual a Bz + B4WZ-.
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Ejemplo 3.6. Suponga que se busca analizar el efecto de los afios de escolaridad de
la madre sobre el estado nutricional de las ninas y ninos. No obstante, se presume que
dicha relacién puede ser afectada por la condicion de pobreza de la madre. En otras
palabras, lo que se plantea es que existe una diferencia en la pendiente, ver figura (3.1),
o relacién entre el estado nutricional y anos de escolaridad, en caso la madre sea pobre

O 1Oo.

Estados nutricional

T T T T

0 4 8 12 16 20
Anhos de educacion de la madre

No pobre Pobre |

Figura 3.1 Diferencia en las pendientes.

El modelo en cuestién, teniendo en cuenta la interaccion, es

Nutricién; = fy + S1Educacion Madre; + 5,Pobre;

+ BsEducaciéon Madre; - Pobre; + ¢;.
De este modo, si el nino tiene una madre que es considerada Pobre,

Nutricién; = By + S1Educacién Madre; + 3> + f3Educacion Madre; + ¢;
= (Bo + B2) + (51 + B3)Educacion Madre; + €;.

Asi, tanto el promedio como la pendiente se ven afectados. Note que, en particular, el
sentido de la relacion entre el estado nutricional del ninio y la educaciéon de la madre

puede cambiar.

Ejemplo 3.7. Con el objetivo de analizar como las horas de estudio afectan las

calificaciones de los estudiantes y si este impacto difiere segtin el acceso a internet
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en casa, se estimd (datos ficticios) el siguiente modelo:

Y = Bo+ b1 H; + B2 Ai + B3(H; - A;) + €,

donde:

Y;: Calificacién del estudiante i.
H;: Horas de estudio del estudiante 1.

A;: Variable binaria que indica acceso a internet (1 si tiene acceso, 0 en caso

contrario).

El término de interaccion H; - A; captura cémo el efecto de las horas de estudio sobre

la calificacién varia segtn el acceso a internet. Los resultados de la estimacién fueron

los siguientes:

~

Y, =40 + 4H; + 104, + 3(H; - A,).

Las interpretaciones de los coeficientes son las siguientes:

Para un estudiante sin acceso a internet (A; = 0), el modelo se simplifica a:

~

Y, = 40 + 4H,.

En este caso, la calificacion esperada aumenta en 4 puntos por cada hora adicional

de estudio.

Para un estudiante con acceso a internet (A; = 1), el modelo se convierte en:

~

Y; =40 4+ 10 + (4 + 3)H; = 50 + TH;.

Por lo tanto, la calificacién esperada de un estudiante con acceso a internet

aumenta en 7 puntos por cada hora adicional de estudio.

El coeficiente de interaccion, 3 = 3, indica que el impacto de cada hora
adicional de estudio es 3 puntos mayor para estudiantes con acceso a internet

en comparacion con aquellos que no lo tienen.

La diferencia promedio en las calificaciones entre estudiantes con y sin acceso a
internet (sin considerar las horas de estudio) estd dada por 5y = 10. Esto implica
que, en promedio, los estudiantes con acceso a internet tienen una ventaja inicial

de 10 puntos en sus calificaciones.
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En resumen, los estudiantes con acceso a internet no solo comienzan con una ventaja
de 10 puntos, sino que también se benefician mas de las horas de estudio, con un
incremento adicional de 3 puntos por hora en comparacién con los estudiantes sin

acceso a internet.

El siguiente ejemplo retoma el modelo de variables cualitativas independientes del

inicio del capitulos, usando datos reales del Pert.

Ejemplo 3.8. En la figura (3.2) se presentan los resultados de la regresién

Y; = Talla para la edad; = 5y + 1 Madre trabaja, (3.4)

+ B2Urbano; + BsRiqueza,; + ¢;.

En esta ultima, las variables tanto la variable Madre trabaja como Urbano son binarias.
Note primero que la variable Madre trabaja es no significativa pues 0 € IC =
[Bl — 58 + d]. Luego, si i vive en una zona urbana, en promedio, ¢ tendrd un
valor para Y; superior por 24 unidades® al individuo ¢ que reside en una zona rural.
Finalmente, la riqueza es una variable que influye positivamente sobre la talla para la
edad. Concretamente, un incremento de una unidad en la riqueza genera un incremento
de 35 unidades en la talla para la edad. Sin embargo, globalmente, para ser un modelo
de corte transversal la significancia es positiva (P > F' ~ 0). No obstante, al estudiar el
R’y Ridj, nos percatamos que el modelo explica inicamente el 1,3 % de la variabilidad
de los datos. Esto hace reflexionar sobre la especificaciéon lineal utilizada pues es un

valor considerablemente bajo.

. regress HW7@ trabaja_m urbano V19

Source ssS df Ms Number of obs = 14,847
F(3, 14843) = 66.72

Model 42599065.7 3 14199688.6 Prob > F = 0.0000
Residual 3.1588e+09 14,843 212813.028 R-squared = 9.0133
Adj R-squared = 09.0131

Total 3.2014e+09 14,846 215639.421 Root MSE = 461.32
Hw7e Coef. Std. Err. t P>|t] [95% Conf. Interval]
trabaja_m 3.935325 7.667624 0.51 0.608 -11.09417 18.96482
urbano 24,89572 106.35635 2.40 9.016 4.595986 45.19546
V1i9e 35.12138 3.597586 9.76 0.000 28.06967 42.1731
_cons -171.419 9.318188 -18.40 0.000 -189.6838 -153.1542

Figura 3.2 Regresion talla para la edad, ENDES 2019.

2Segtin la medida tomada para Y.
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El ejemplo 3.6 se basa en los datos de la Encuesta Demogréfica y de Salud Familiar -
ENDES (2019). La cantidad de datos observados asciende a 14 847 individuos, nimero
considerable considerando el niimero de regresores en el modelo. Justamente, es en
el siguiente capitulo en el cual se abordaran los temas relacionados al tamano de la

muestra, criterios de seleccion de muestra, entre otros.

Ejercicios

Ejercicio 3.1. Explique en qué consiste la trampa de las dummies. ;Como se maneja

esta situacién?

Ejercicio 3.2. Considere un modelo de estimacion del salario basado en la ecuacion

de Mincer:

Inw = ag + a1 Anos de educacién + a,Experiencia laboral + azExperiencia laboral?

+ aySierra; + asSelva; + ¢;.
Suponga que cuenta con todos los datos y que la categoria base es la costa.

1. Explique el modelo, es decir, la relevancia de cada regresor y la especificacién

elegida.
2. Interprete los parametros estimados a;.

3. ;Cual es la diferencia esperada en el logaritmo del salario entre un individuo que

vive en la costa y otro que vive en la sierra?

Ejercicio 3.3. En relacién al ejercicio 3.2, suponga que se incorporan interacciones

entre los anos de educacion y la region en la que vive el individuo.
1. Proponga un modelo que tome en cuenta las interacciones.

2. Repita el andlisis del ejercicio 3.2 (responda las mismas preguntas).



Capitulo 4
Muestreo

El concepto de muestra surge por la necesidad de recolectar informacién, datos,
pero muchas veces, dada la gran cantidad de elementos (personas por ejemplo) a
las cuales se les extrae la informacion, solamente es posible acceder a una parte del
total. En este capitulo se van a estudiar los conceptos basicos del muestro y presentar
algunos ejemplos en los cuales se puede apreciar la importancia de esta técnica. En una
primera instancia, empezaremos con las definiciones elementales. Luego, analizaremos
el problema del tamano de muestra. Enseguida, presentaremos una de las dos formas
de seleccionar una muestra: el muestreo probabilistico. Finalmente, se concluye con los
disenos experimentales, esenciales para el desarrollo, por ejemplo, de politicas publicas o
programas sociales. La teoria del muestro es bastante vasta y solo brindamos una breve
introduccion. Para un anélisis mas detallado recomendamos consultar, por ejemplo, el
capitulo de Bootstrap en (Rau, 2016), o bien el libro (Valdivieso, 2020). Asimismo,
mucha de la teoria del muestro se ha visto hoy en dia beneficiada de las nuevas técnicas
que surgen en machine learning (por ej. cross validation, k—fold cross validation, etc),

ver (Gareth James, 2013).

4.1. Introduccién y conceptos basicos

Definicién 4.1.1. Muestra. Una muestra es un grupo de individuos u objetos de
la poblacion usadas para hacer inferencia de la misma. Esta se realiza por la falta de

recursos o tiempo que demora encuestar a toda la poblacién.

79
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Para la elaboracién de una muestra es necesario un marco muestral, definido a

continuacion.

Definicién 4.1.2. Marco muestral. Es el listado de la poblacion objetivo. Por
ejemplo: listado de la clase, registro de alumnos en la universidad, listado de escuelas,

entre otras.

La ventaja de las muestras aleatorias es que permiten realizar generalizaciones
sobre la poblacion. La pregunta central que debe ser formulada en este punto, es ;qué
factores influyen en la representatividad de una muestra? En efecto, si se conocen
dichos factores, se pueden elaborar estudios de forma que se pueda, con mayor certeza,
generalizar sobre toda la poblacién a partir de un subconjunto de esta (la muestra).

Grosso modo, son 3:

1. El tamano de la muestra.
2. El método del muestreo.

3. La tasa de respuesta.’

En una primera instancia, se aborda el tema del tamano de la muestra. Veamos.

4.2. Tamano de muestra

A continuacién, enunciamos una serie de resultados sin proveer las demostraciones.

Un andlisis més detallado y especializado puede encontrarse en (Valdivieso, 2020).

Teorema 4.1. El nimero de elementos en la muestra para una variable aleatoria
binaria, i.e., X : Q — {0,1} es?

- foa/Qp(l - p)N
Ne? + Zf_a/Qp(l —p)

n , p=1/2 (poblacional).

'La tasa de respuesta es una medida que indica el porcentaje de personas que respondieron a una

encuesta o estudio en comparacién con el nimero total de personas a las que se les solicité participar.
2 a /2 es el valor critico de la distribucién normal estandar correspondiente a un nivel de confianza

1 — «. Se define como:

P(Z <ziap2) =1-0a/2

donde Z ~ N(0, 1). Mateméticamente,
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Mas aun, si N — oo (N el tamano de la poblacién)

2 gep(L=p
n = M/Qe?( ). (4.1)

Teorema 4.2. El nimero de elementos en la muestra para una variable aleatoria

continua (X : Q@ — R) es

Ne? + Zf_a/202 €2 '
Usualmente se toma
R
2
- = 4.3
ot =2 (43)

con R = X(n) - X(l).3

Estos resultados se deducen a la hora de trabajar con intervalos de confianza y

variables pivote. Brindamos a continuaciéon un breve resumen sobre este tépico.

4.2.1. Intervalos de confianza

Dada una muestra aleatoria {Xj, .., X,,} de una variable aleatoria X ~ 6 € ©%, nos
interesa estimar 6 no solo por su valor (puntual), sino por un rango de valores que

contengan a 6.

Definicién 4.2.1. Diremos que las estadisticas L, y Lo conforman un intervalo de

confianza IC = [Ly, Ly al 100(1 — «) % para 6 si

P(L1§0§L2):1—a

Zi_aqp =mf{zeR|®(2) >1—-a/2}
con ®(z) siendo la funcién de distribucién acumulada (CDF) de la distribucién normal estdndar:

z
1
d(z) = / e 2 gt

Coo V2T

Para un nivel de confianza del 95
1-— 04/2 = 0,975 Yy o975 = 1,96

3Aqui, X (i) denota el i-ésimo estadistico de orden de la muestra. Es decir, X(;) es el valor mds

pequeifio (minimo) de la muestra, y X, es el valor mas grande (mdximo) de la muestra.
4La notacién X ~ @ indica que X se relaciona con una distribucién a priori no conocida via el

pardmetro o vector de pardmetros . Por ejemplo, media p o varianza o2.
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El procedimiento para estimar 6 via un parametro es el siguiente.

1. Definir una variable pivote W = W (Xj, ..., X,;; ), adecuada, esto es, que W solo
dependa de la m.a. y de 6 como unico valor desconocido, y que tenga distribucion

conocida.

2. Encontar a, b tal que

Pla<W <b)=1-a.
3. Despejar la inecuacién para obtener

]P)(Ll = Ll(Xla aXn) SO<Ly= L2(X17 7X7Z)) =1-a.

Es usual, sobre todo si la distribucién de la variable pivote es simétrica, tomar areas

iguales en las colas de la distribucion de W. Esto es, considerar a, b tal que
o
IP’(WSa):]P’(W>b):§.

Usualmente la variable pivote W se forma partiendo del estimador de maéaxima
verosimilitud éMV (ver capitulo 11) de 6 aprovechando que asintéticamente se tiene
éMV ~ N(f,02). Asi, una variable pivote podrfa tomarse en la construccién de un IC
aproximado para 6 es
w = fuv =8
O¢
Teorema 4.3. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una variable X ~ N (u,0?) y

S? la varianza muestral

1. Para la media p con varianza o2 conocida se usa:

— g — g
IC = |:X — Zlfa/Q%;X +Zla/2%:| .

2. Cuando la varianza o? es desconocida y se desea estimar u se usa:

— S — S
I1C = |:X —tl_a/g(n - 1)ﬁ’X +t1_a/2(n — 1)ﬁ:| .

Acé la variable pivote es T' = X/_“ ~t(n—1).

B
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3. Para estimar o2 se usa:
(n—1)5*  (n—1)S?

IC = ;
Xifa/Q(n -1) Xi/g(n - 1)

Acé la variable pivote es W = =05 x*(n—1).

[oa

Si p denota la proporcion de una poblaciéon con caracteristica A, y p = % la

proporciéon en una muestra, con x el numero de elementos con la propiedad A en
la muestra y n > 30 el tamano de esta, entonces, X se distribuye como una variable

aleatoria binomial, entonces
X — D
7 = P PP N, 1).
np(1 —p) p(1—p)

n

En este contexto, \/f(—% es la variable pivote. El intervalo de confianza para p es

1_
1C = [ — 21— a/Q\/ 7p+21 a/?\/ ]

siendo p la proporcion observada.
Teorema 4.4. Consideremos
= N poblacion total.
= 7 poblacién muestral.
= p proporcion en la poblacién.
= D proporcion en la muestra.

Se cumple que

~ N(0,1).

De este modo, esta es una variable pivote. El intervalo de confianza al 100(1 — a) %

para p es entonces

I1C =

N—n N—n
D— 21— a/2\/— ,p+ 104/2\/—

y el IC para la media poblacional u

_ o | n — o n
I1C =X —z1_qp—=4/1——=,X —a/a——=1 1 ——]. 4.4
[ 21 /gﬁ N + 2 /2\/5 N} (4.4)
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Asi, de (4.4) y las consideraciones en relacién al rango de valores y el valor de p, se

deducen (4.1) y (4.2).

4.2.2. Aplicaciones

Teniendo presente las expresiones (4.1) y (4.2), veamos algunos ejemplos de

aplicacion directa y otros con contexto.

Ejemplo 4.1. En la siguiente tabla, podemos determinar usando p, z;_, y € el valor

de n.
Confianza al 95%° | p | Error muestral ¢ | Muestra n
1.96 0.5 0.01 9604
1.96 0.5 0.05 384
1.96 0.5 0.07 196
1.96 0.5 0.10 96

Entonces, si queremos representar a una poblacién con un nivel de confianza del 95 %

y margen de error del 5%, se necesita una muestra de 384 observaciones.

Ejemplo 4.2. Del ejemplo anterior, si queremos retratar a la poblaciéon peruana

bastaria con una muestra de 384 observaciones y tendriamos un margen de error del

5%.

N | % | Margen de error
Total | 400 | 100 5%
Hombre | 200 | 50 7%
Mujer | 200 | 50 7%
Costa | 200 | 50 7%
Sierra | 150 | 38 8%
Selva | 50 | 12 14 %

De esta manera, se puede apreciar que si quisiéramos hablar de la poblacion de la
selva, el margen de error serfa de 14 %°. Por este motivo, al momento de elaborar una

muestra hay que pensar en los grupos sobre los que se quiere sacar conclusiones.

6Se despeja € en términos de N: € = /1,962 - 1/2(1 — 1/2)/N.
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En caso la poblacién bajo estudio sea pequena, se debe aplicar la correccion
por poblaciones pequenas. En efecto, recuérdese que para encontrar (4.1) y (4.2) se

considera N — oco. Caso contrario, la férmula es la siguiente:

No

(- (%))

1. ng es el tamano de muestra original,

ny =

donde:

2. ny es el tamano de muestra corregido,
3. y N es el tamano de la poblacion.
Esta correccion se aplica para N < 10000.

Ejemplo 4.3. Asumamos que tenemos una poblacion de 500 habitantes. Los tamanos

de muestra para los diferentes tamanos de error son entonces:

Confianza 95% | p € ng ny
1.96 0.5 ] 0.01 | 9604 | 475
1.96 0.5 ] 0.05| 384 | 217
1.96 0.5 ] 0.07 | 196 | 141
1.96 0.5]010| 96 | 81

Tal y como se puede apreciar en los ejemplos anteriores, la férmula del tamano de
muestra depende del tamano de la poblacion, pero también, de como se seleccionan
a los individuos. En efecto, en funcién de esto, se tomara en consideracion ciertas
caracteristicas sobre la distribucion poblacional. A continuacién, vamos a presentar las
diferentes formas de ejecutar un muestreo (seleccionar elementos para muestra). Este

proceso no es homogéneo y tiene importantes consecuencias.



Capitulo 4. Muestreo 86

4.3. Seleccion de la muestra

Definicién 4.3.1. Tipos de muestreo.

= Muestro probabilistico: se le da una probabilidad diferente a cero a cada uno
de los elementos o individuos que se seleccionan de la poblacion. Solo este tipo de
muestreos aseguran representatividad de la muestra que se obtiene de la poblacion

(y por ende se puede hacer inferencia).

= Muestreo no probabilistico: los individuos que se seleccionan de la poblacién
no tiene una probabilidad de ser elegidos si no mas bien es deterministico: al
seleccionar se realiza siguiendo ciertos criterios, procurando que la muestra sea

representativa quitando el factor aleatorio de por medio.
En este texto, nos interesamos exclusivamente por el muestro probabilistico.

Definicién 4.3.2. Muestro aleatorio simple (MAS). Es el tipo de muestreo més
simple. Se asigna con nimero o etiqueta a cada miembro de la poblacién, y después, se
usa algin medio automadtico para seleccionar a los individuos (generacién de nimeros

aleatorios).

Desde la perspectiva computacional, las semillas permiten generar ntmeros

aleatorios pero, manteniendo la aleatoridad, se puede repetir la seleccion.

Definicién 4.3.3. Muestro aleatorio sistematico. Se seleccionan a los individuos

de la siguiente manera. Se enumera / etiqueta y se escoge aleatoriamente a un elemento

o [2]

con N el tamano de la muestra, se van seleccionando a los individuos espaciados de k.

entre 1 y n. Después, definiendo

Es decir, si el individuo seleccionado aleatoriamente al inicio es 7, el segundo es el de

la posicién ¢ + k, y asi sucesivamente.

Definiciéon 4.3.4. Muestreo aleatorio estratificado. Permite reducir el error
muestral para un tamano de muestra dado. La idea es considerar categorias o grupos
(estratos). Cada estrato es homogéneo de acuerdo a una determinada caracteristica

(sexo, género...). La idea, es que todos los estratos estén representados en la muestra.
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Finalmente, la distribucion de la muestra en los diferentes estratos se puede hacer

simple (MAS) o proporcional de acuerdo al tamatio de la poblacién en cada estrato.

Definicién 4.3.5. Muestreo por conglomerado. Es una técnica de muestreo
utilizada cuando hay agrupamientos naturales relativamente homogéneos en una
poblacién estadistica. En esta técnica, la poblacion total se divide en estos grupos
(o clusters) - escuelas, hospitales - y via un MAS se selecciona a individuos de estos

grupos, previamente definidos.

Definicién 4.3.6. Muestreos probabilisticos complejos. Los muestreos complejos
por lo general involucran dos o mas etapas de seleccién de la muestra o individuos
bajo estudio. En otras palabras, se cuenta con mas de una unidad de muestreo. Por
ejemplo, escuelas — aulas o secciones — estudiantes. Finalmente, al interior de cada

sub-categoria, se aplica un MAS.

Estas son esencialmente todas las metodologias relativas al muestro probabilistico.
Mas adelante, veremos como estos se aplican en casos muy concretos. Antes de pasar
al estudio de los disenos experimentales, brindamos una breve nota sobre el muestro
no probabilistico y sobre los pesos muestrales asi como ejemplos préacticos que ilustran

estos métodos de muestreo.

Como ya se menciond, el muestro no probabilistico es el que contempla cierta
designacion no aleatoria a la hora de seleccionar los elementos para construir la muestra.

Esencialmente, se tienen los siguientes tipos de muestro no probabilistico.

» Muestro por cuotas: se eligen por caracteristicas especificas (edad, género,

niveles educativos). Se usa en encuestas de opinién.

= Muestreo intencional o por conveniencia: se selecciona individuos de
acuerdo a su accesibilidad o por ciertos criterios especificos de interés para, por

ejemplo, anuncios etc...

= Bola de nieve o en cadena: consiste en localizar algunos individuos, los cuales

posteriormente referiran a otros.

= Muestreo de casos extremos: consiste en selecciona individuos alejados de
la normalidad, por ejemplo, para seleccionar personas sumamente violentas

podriamos selecciona una muestra de pandilleros.
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Definicién 4.3.7. Pesos muestrales. En ocasiones el nimero de individuos u objetos
muestreados por un determinado grupo es mayor a la proporciéon que representan en la
poblacién. Entonces, al realizar los estadisticos descriptivos de dicha muestra no van
a darnos resultados similares a los de la poblacién, motivo por el cual se requiere el
uso de pesos muestrales. Entonces, los pesos muestrales sirven para poder ajustar la
muestra seleccionada y esta pueda representar de manera adecuada a la poblacion. El
peso dado es

w; = —,
Di

donde p; es la probabilidad de seleccién del individuo’. En caso de muestreos multi-
etapas,

Wy = ——— -+ — .
pil piz pi3 pzk

Definicién 4.3.8. Ajuste por tasa de no respuesta. Si uno o mas individuos no

fueron cubiertos, se realiza la siguiente correccion

n;
“=,
i

siendo n; y N; la cantidad encuestada finalmente y la poblacién objetivo inicial. Asi,

el peso final seria

Wy = a;W;j.

Ejemplo 4.4. Un estudiante de economia de la PUCP decide hacer un estudio sobre el
bullying a los estudiantes de secundaria en las escuelas de Lima Metropolitana. Motivo
por el cual primero decide estimar cuantos estudiantes necesita encuestar para poder
hablar de los estudiantes de escuelas publicas y privadas. Sus estimados le dan que debe
tener aproximadamente 400 estudiantes de escuelas publicas y 400 de escuelas privadas.
Para hacer su marco muestral usa el padrén de instituciones educativas secundarias del
Ministerio de Educacién para Lima Metropolitana y lo divide en piblicas y privadas.
Luego, al interior de cada grupo decide seleccionar de forma aleatoria un total de
40 escuelas y al interior de cada escuela selecciona de forma aleatoria a una seccién
por grado y dos estudiantes por secciéon también de forma aleatoria. De esta forma,
el estudiante lograria encuestar un total de 800 estudiantes de Lima Metropolitana.

El muestro en cuestion corresponde ciertamente a un muestreo probabilistico por

"Es decir, x/N con z el niimero de individuos del grupo y N el total.
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conglomerados pues, se identifican cadenas de grupos y se seleccionan elementos en

funcion de estos tultimos. Cabe resaltar que en cada seleccién, se emplea un MAS.

Ejemplo 4.5. Muestreo aleatorio simple. En este ejemplo buscamos analizar la
prevalencia y caracteristicas de la violencia fisica dentro de una muestra seleccionada.
Se usé un muestreo simple sobre una encuesta cuya finalidad es analizar la violencia
doméstica. Se seleccioné via el MAS el 15% de las observaciones de la base de datos
original, lo que resulté en 659 observaciones. La desviacién estdandar fue de 0.4824, un
valor tipico para una variable binaria (vfism), ya que refleja la dispersién entre los dos
posibles valores (0 y 1): 0 = No violencia fisica, 1 = Si violencia fisica. La media puede
interpretarse como la proporcién de casos con violencia fisica en la muestra, indicando
que aproximadamente el 36.7 % de las observaciones reportaron violencia fisica; ademas,
en la figura 4.1, se muestra informacion mas detallada sobre las caracteristicas de la base
de datos y las observaciones seleccionadas, lo cual permite profundizar en el analisis y

obtener conclusiones relevantes sobre el fenémeno estudiado.

. gen muestra = runiform() <= ©.15
. summarize vfism if muestra ==

Variable ‘ Obs Mean Std. Dev. Min Max

vfism ‘ 659 .3672231 .4824142 e 1

Figura 4.1 MAS violencia doméstica.

Ejemplo 4.6. Muestreo estratificado. En ese ejemplo analizamos la distribucién
de la violencia fisica por medio de un muestreo estratificado. La base de datos es la
misma del ejemplo 4.5. Como se observa en la figura 4.2, el 38.28 % de las personas
en la muestra reportaron haber sufrido violencia fisica (vfism = 1), lo que significa
que casi 4 de cada 10 personas declararon ser victimas de este tipo de violencia.
Por otro lado, el 61.72% restante (vfism = 0) corresponde a quienes no reportaron
haber sufrido violencia fisica. Asi, con la finalidad de realizar un muestreo estratificado
concentrandonos en la poblacién que ha sufrido violencia fisica, se reduce el espacio

muestral a vfism= 1 (se filtra la poblacién total de acuerdo con este criterio).
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. tabulate vfism if muestra == 1

La
entrevistad
a alguna
vez sufriB
maltratos
flsicos

(todos) Freq. Percent Cum.

e 424 61.72 61.72

1 263 38.28 100.00

Total 687 100.080

Figura 4.2 Violencia fisica.

Ejemplo 4.7. Muestro por conglomerado. Este ejemplo ilustra la representativi-
dad y precision logradas mediante un diseno muestral basado en conglomerados para el
analisis de datos. Se utilizo la base de datos de la encuesta ENDES, implementando una
metodologia que combina elementos clave del muestreo por conglomerados. Primero, la
poblacion se divide en estratos, definidos segun la variable HV024, lo que garantiza que
cada subgrupo relevante esté adecuadamente representado. Dentro de cada estrato, las
observaciones se agrupan en conglomerados o unidades primarias de muestreo (UPM),
identificados por la variable HV001. La seleccién de la muestra se realiza a nivel de
estos conglomerados, en lugar de individuos, simplificando la logistica del trabajo de
campo y preservando la estructura del diseno. Ademads, se incorporan pesos muestrales
(variable HV005) para ajustar las estimaciones, asegurando que los resultados refle-
jen la poblacién objetivo en su totalidad y no solo los individuos seleccionados en la
muestra. Por tltimo, el calculo de los errores estandar mediante el método linearized
respeta la estructura del diseno muestral, evitando la subestimacion de la variabilidad
y proporcionando resultados estadisticamente validos. En la figura 4.3 se detallan las
etapas de este diseno muestral, destacando cémo el enfoque por conglomerados mejora

la eficiencia y asegura resultados representativos y precisos.
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. svyset conglome, strata (estrato)

pweight: <none>
VCE: linearized
Single unit: missing
Strata 1: estrato
SU 1: conglome
FPC 1: <zero>

Figura 4.3 Muestreo por conglomerados.

4.4. Disenos experimentales

En esta seccion, abordamos los fundamentos y principales conceptos que aparecen

en el diseno de experimentos.

Definicién 4.4.1. Tamano del efecto. Es la magnitud del efecto que se esta
estudiando, en el caso de un diseno experimental seria la diferencia entre el grupo

tratado y control.
Distinguimos las diferentes medidas para dicho tamano de efecto.
1. Diferencia simple de promedios

Xr—Xec.

2. Diferencia estandarizada de los promedios.

XT—YC O'%—FO'%
d=—=—, DEpooled = \/ ——- 4.5
DEpooled ’ pooled 2 ( )

a) La d de Cohen,

b) La g de Hedges,

YT_YC O'%(HT— 1)—1—0%(710— 1)
— — = DE,ooled = . 4.6
g DEpooled , pocled \/ nr +ng — 2 ( )

c) La A de Glass
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El término pooled hace referencia a la pertenencia a un mismo grupo (mismas
caracteristica). Por otro lado, la letra C' designa el conjunto de control y T el conjunto
tratado. Finalmente, note que N = n¢ +nr > 2, (4.6).

En (Cohen, 1988), se indica que un tamano de efecto es pequeno si esta por encima
de 0.2 DE pero debajo de 0.5 DE; es mediano si se ubica por encima de 0.5 DE pero
por debajo de 0.8 DFE; y se considera un tamano de efecto grande si este es igual o
mayor a 0.8 DFE.

Asi como en el caso de las encuestas, es de interés conocer el tamano de muestra en
el diseno de experimentos. Para ello, necesitamos previamente introducir los siguientes
dos conceptos, el nivel de confianza y el poder de andlisis (mencionados previamente a

la hora de estudiar los tests de hipdtesis).

Definicién 4.4.2. Nivel de confianza. Es el nivel de confianza que se tiene de
los resultados, es decir, nos indica la probabilidad que tenemos de que el parametro

estimado se encuentre dentro del intervalo asumido.

Definicién 4.4.3. Poder de analisis. Es la probabilidad que tiene la muestra para

poder detectar el parametro de interés y tamano de efecto deseado.

En los disenos experimentales por conglomerados o cluster, el poder de analisis
depende en gran medida de la variabilidad dentro y entre los conglomerados. A
diferencia de los disenos completamente aleatorios, donde las unidades de analisis son
independientes, en un diseno por conglomerados las observaciones dentro de un mismo
grupo tienden a estar correlacionadas. Esto reduce el niimero efectivo de observaciones
independientes, afectando el poder estadistico del experimento. Para contrarrestar este
efecto, se puede incrementar el niimero de conglomerados seleccionados en lugar de
aumentar el tamano de muestra dentro de cada conglomerado. Ademads, es crucial
calcular adecuadamente el coeficiente de correlacién intraclase (intra-cluster correlation
coefficient, ICC'), ya que este mide la proporcién de variabilidad total que se encuentra
entre los conglomerados y afecta directamente la precision de las estimaciones y la
capacidad de detectar efectos significativos. Disenar cuidadosamente el niimero y tipo
de conglomerados es esencial para maximizar el poder analitico del experimento.

A continuaciéon se presenta la férmula para el tamano de muestra por grupo

asumiendo que:
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1. La variable de resultado sigue una distribuciéon normal.
2. El nimero de observaciones por grupo es igual.
3. Las varianzas de ambos grupos son iguales.

Teorema 4.5. Sea T'E el tamano de efecto, previamente determinado, entonces si la

variable resultado es continua,

(01 + 03)[za/2 + 28]*
TE? ’

siendo o; la desviacién estdndar de X; ~ N(u;, 02), i.e. la v.a. representativa del grupo

1.

Teorema 4.6. Sea T'E el tamano de efecto, previamente determinado, entonces si la

variable resultado es binaria,

(3 = p1) + pa(1 = p2)][2as2 + 28]
= L , (4.8)

siendo o; la desviacién estdndar de X; ~ N (u;, 02), i.e. la v.a. representativa del grupo
1, y p; la probabilidad de que la variable resultado tome el valor del estado bajo estudio,

relativa al grupo 1.

Teorema 4.7. En caso se requiera hacer una desigual distribuciéon de tratados y

controles, se debe de incorporar un parametro adicional que es el ratio entre grupos
r = (ny/ng)
1. Variable de resultado continua,

(r 4 1)(07 + 03)[2ay2 + 23]
rT E? '

n =

2. Variable de resultado binaria,

(r 4+ 1)(p1(1 = p1)) + p2(1 = pa)[2as2 + 28)°
rT E2 '

Ejemplo 4.8. Se quiere estimar el tamano de muestra necesario para evaluar un
programa relacionado al lavado de manos en ninos y ninas menores de cinco anos.

Se cuenta con la informacion que este tipo de programas permiten reducir la incidencia
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de episodios de diarrea en un 10 % en promedio para los grupos intervenidos. Ademas,
se cuenta con el dato que la prevalencia promedio de episodios de diarrea en ninos
y ninas menores de cinco anos es de 30% de acuerdo a la Encuesta Demografica y
de Salud Familiar del 2020. Dado lo anterior nos preguntamos ;jcual es el tamano de
muestra necesario para poder evaluar el programa con un nivel de confianza del 95 %

y un poder de andlisis del 70 %? Usando (4.8), calculamos

- {[(0,3)(1 —0,3) 4 (0,2)(1 — 0,2)][1,962 + 0,33?]
N 0,12

J+1:147.

Ejercicios

Ejercicio 4.1. Comparacién de tipos de muestreo. Se usé la base de datos de
la encuesta PIAAC 2019. En este ejercicio, se analizaran los métodos de muestreo:
muestreo aleatorio simple, muestreo estratificado y muestreo por conglomerados.

Recordaremos algunos conceptos tedricos del capitulo a lo largo del ejercicio.
1. Muestreo aleatorio simple

= Definicion: Cada observacion tiene la misma probabilidad de ser seleccio-

nada, sin tomar en cuenta subgrupos especificos.
= Instrucciones:
a) Selecciona una muestra aleatoria simple que represente el 10% de la
poblacién.
b) Calcula el nimero de observaciones seleccionadas por cada subgrupo
relevante (por ejemplo, género o region).
= Preguntas:
e ;Cuales son las ventajas de este método en términos de simplicidad y
facilidad de implementacién?

e ;Qué desventajas tiene si se desean analizar subgrupos especificos de la

poblacién?
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. summarize gender_r if muestra == 1
Variable ‘ Obs Mean Std. Dev, Min Max
gender_r ‘ 1,485 1.527946 .4993866 1 2

Figura 4.4 MAS PTAAC 2019.

2. Muestreo estratificado

= Definicion: La poblacién se divide en estratos segun caracteristicas

especificas, y se toma una muestra proporcional o fija en cada estrato.
» Instrucciones:
a) Divide la poblacién en estratos segiin una caracteristica relevante (por
ejemplo, género).
b) Selecciona una muestra equivalente al 10 % de los datos dentro de cada
estrato.
¢) Compara las proporciones de los estratos en la muestra con las
proporciones en la poblacién original.
= Preguntas:
e ;Cémo asegura este método la representatividad de subgrupos especifi-
cos?
e ;Qué ventajas ofrece frente al muestreo aleatorio simple?

e ;Qué limitaciones podrian surgir si algunos estratos tienen pocos

elementos?

. tabulate gender_r if muestra ==

person resolved gender
from bg and qc check
(derived) Freq. Percent Cum.
male 692 47.20 47.20
female 774 52.80 100.00
Total 1,466 100.00

Figura 4.5 Muestreo estratificado PIAAC 2019.
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3. Muestreo por conglomerados

» Definicién: La poblacién se agrupa en conglomerados (por ejemplo, hogares
o regiones), y se seleccionan ciertos conglomerados para formar parte de la

muestra.
» Instrucciones:

a) Agrupa los datos en conglomerados utilizando una variable relevante
(por ejemplo, region).

b) Selecciona aleatoriamente un subconjunto de conglomerados.

c¢) Extrae todas las observaciones de los conglomerados seleccionados.

d) Calcula la correlacién entre dos variables (por ejemplo, sexo y
gender _r) dentro de los conglomerados seleccionados.

= Preguntas:

e ;Qué ventajas ofrece este método en términos logisticos y de costos?

e ;Cémo afecta la heterogeneidad dentro de los conglomerados a la

precision de las estimaciones?

e Si encuentras una correlacién perfecta (1.0000) entre dos variables, ;qué

problemas podrian surgir en un modelo estadistico?

. svyset gender_r , strata( gender_r )

pweight: <none>
VCE: linearized
Single unit: missing
Strata 1: gender_r
SU 1: gender_r
FPC 1: <zero>

Figura 4.6 Muestreo por conglomerado PIAAC 2019.
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. corr sexo salario gender_r
(obs=2,550)

sexo salario gender_r

sexo 1.0000
salario -8.0221 1.0000
gender_r 1.0000 -0.0221 1.0008

Figura 4.7 Correlacién del muestreo conglomerado.

4. Analisis comparativo

= Instrucciones:
a) Representa graficamente las proporciones de los subgrupos seleccionados
en cada tipo de muestreo.
b) Compara las distribuciones de las muestras obtenidas con la distribucién
de la poblacién original.
= Preguntas:
e ;Qué método de muestreo elegirias si el objetivo es analizar subgrupos
especificos? Justifica tu respuesta.
e ;, Qué método usarias si el presupuesto para recolectar datos es limitado?

e ;Como influye el diseno del muestreo en la interpretacion de los

resultados del andlisis?

Sugerencia: reflexiona sobre las diferencias en representatividad, simplicidad y

precision de cada método, considerando sus ventajas y limitaciones.

Ejercicio 4.2. Analisis del margen de error en subgrupos de una muestra.
La siguiente tabla presenta una distribucién muestral hipotética que incluye el tamano
de la muestra (IV), su porcentaje relativo ( %) y el margen de error correspondiente al

nivel de confianza del 95 % para diferentes subgrupos.
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N | % | Margen de error
Total 500 | 100 4.4 %
Hombres 250 | 50 6,2 %
Mujeres 250 | 50 6,2 %
Zona urbana | 300 | 60 57%
Zona rural | 200 | 40 6,9 %

1. Interpretacion:

= Observa que el margen de error aumenta a medida que el tamano de la

muestra para un subgrupo disminuye.
= Si se quisiera analizar solo a la poblacién de la zona rural, el margen de error
serfa mayor (6,9 %) en comparacién con la zona urbana (5,7 %).

2. Preguntas:

a) Utilizando la férmula para el margen de error:
\/1,962 -p(L—p)
€ =
N 7

donde p = 0,5 (la proporcién méas conservadora), calcula el margen de error

para un subgrupo adicional con N = 100.

b) ;Qué ocurre con el margen de error si se duplica el tamano de la muestra

total?

c) Explica por qué es importante considerar el tamano muestral de los

subgrupos cuando se disenan encuestas para analizar poblaciones especificas.

Ejercicio 4.3. En un modelo financiero, se considera que la rentabilidad de una accién
(expresada en porcentaje) es una variable aleatoria X ~ N(3,0?). Se cuenta con una
muestra aleatoria de la rentabilidad en los tltimos 10 dias, cuyos valores observados

son los siguientes:

3,56, 5,54, 0,158, —0,53, 3,98, 7,89, 1,23, 5,34, 3,12, 0,69.

1. Construya un intervalo de confianza al 95% para o? basado en la muestra
proporcionada. Considere que la variable pivote tiene una distribucién y2. Evaltie

el intervalo obtenido usando los datos suministrados.
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2 = 4. Sin embargo, un analista

2. En el modelo anterior, se ha asumido que o
sugiere que la inestabilidad econémica actual esta generando un mayor riesgo, y
plantea la hipétesis de que o2 > 4. Para evaluar esta idea, propone las siguientes

hipotesis:

Hy:0*>=4 frentea H;:0°>4.

Se define una region critica para el contraste de la forma:

i(% - 3)2 > C} )

i=1

RC = {(ml,...,lﬂn) e R"

donde C es un valor a determinar.

a) Determine el valor de C' tal que el contraste tenga un nivel de significacién
a = 0,05. Recuerde que > 7" (x; —3)?/0? sigue una distribucién x* con n—1

grados de libertad bajo la hipétesis nula.

b) Con base en los datos observados, evalie si se debe rechazar Hy. ;Qué se

concluye respecto a la afirmacion del analista?



Capitulo 5

Multicolinealidad

Desde este capitulo en adelante, la hoja de ruta sera sustancialmente diferente
a lo abordado previamente. Hasta el momento, se han presentado los detalles de
la metodologia de estimacién fundamental en econometria, sus variantes (datos no
continuos), y el concepto de muestro, altamente ligado al de la estimacién. Sin
embargo, el presente capitulo, asi como los siguientes, abordan el «levantamiento» de los
supuestos, enunciados en el teorema (2.1). En particular, se analizara en este capitulo el
supuesto de la no multicolinealidad, es decir, que no existe colinealidad perfecta entre
las variables explicativas incluidas en el modelo. Recordemos que la no colinealidad

perfecta se expresa matematicamente de la siguiente manera:

By, Yok 00 Xy + 72 Xo + o+ % Xpi = 0.

Este supuesto evita que det(X7X) = 0. Sin embargo, es posible que p(Xy;, Xj;) ~ 1,

lo que harfa que det(X7X) — 0. Por ende, como
Var(3) = o2(XTX)™!,
en presencia de multicolinealidad respecto a la variable j,

Var(f) - e; — oc.

5.1. Analisis de la varianza

Dos o mas variables independientes se correlacionan fuertemente, por tanto, es

dificil poder determinar cual explica la variable dependiente. Caso extremo es que una

100
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variable sea combinacién lineal de otra (colinealidad perfecta). O sea,

i#]

Ejemplo 5.1. Consideremos el modelo de regresién

Y, =B+ B2 Xi + BsZ; + €.

Entonces
A2
. o
Var(fs) = = —
Zz‘:1<Xi - X)(l - Tgcz)
R 52
Var(fs) = —; —
Zi:l(Zi —Z)(1— T%z)
con

ey — Yo (X = X)(Zi = 2) '
\/Z?:l (Xi - 7) \/Z?:l(zi - 7)

Por ende, si rxz; — 1, Var(3;) — oc.

Cuando Var(B) aumenta, el error estandar aumenta, y por ende

~

t= BA

sd (/)

disminuye, con lo cual, la significancia individual del regresor asociado, cae.

Ejemplo 5.2. Se tiene el siguiente modelo:
Yi = b1+ 5o Xi + 8351 + BaSai + €

donde Y es el salario en soles, X representa la educacién medida en anos de estudio,
S1 es una variable binaria que toma el valor de 1 si ¢ es hombre y 0 si es mujer, y S5
es una variable binaria que toma el valor de 1 si ¢ es mujer y 0 si es hombre. ;Existe
algun problema para estimar dicho modelo? Si. El modelo anterior viola el supuesto de

colinealidad pues, dada la matriz

1 Xl 511 521

1 Xy S S
X = [1aX7 SlaSQ] = 1. ,2 .12 ,22 )

1 Xn Sln S2n
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se tiene que Sp;+ Sa; = 1. Por ende, tendremos que X7 X no es invertible. Para arreglar

el modelo, lo podemos transformar de la manera siguiente:
Yi = b1+ BoXi + B350 + €.

De este modo, Sy; € {1,0}. Mds aun, en este caso, 31 + £2X; + B3 = E[Y;|S1; = 1]. Es
decir, 3 equivale a un incremento (o reduccion si 53 < 0) de los salarios de los hombres

respecto a las mujeres.

Ejemplo 5.3. Consideremos el caso de la inflacion general en el Per, la cual queremos
modelar utilizando datos de series de tiempo. El objetivo es explicar la tasa de inflacion
mensual ¥; como funcién de tres variables explicativas: la inflacién de alimentos X ;,
el tipo de cambio nominal Xy, y el precio internacional del petréleo Xs;. La ecuacién
del modelo es:

Y, = Bo+ 51X + BoXoy + B3 X3 + €, (5.1)

donde t denota el indice temporal, [y es el intercepto, 81, B2 y B3 son los coeficientes
de regresion, y €, es el término de error. Es de esperarse observar una alta correlacién
entre X, (inflacién de alimentos) y Xy, (tipo de cambio nominal). Esto se debe a que
los cambios en el tipo de cambio impactan directamente los costos de importacion de

insumos agricolas, afectando asi los precios de los alimentos. Seria razonable obtener
p( X1, Xoy) > 0,9,

lo que evidenciaria una fuerte relacién lineal entre ambas variables. Esta multicoli-
nealidad puede generar problemas en el modelo, tales como coeficientes inestables y
varianzas elevadas en las estimaciones de (3, y 2. Como resultado, es posible que el
impacto del tipo de cambio sobre la inflacién general no sea significativo en el modelo
(véase la siguiente seccion), a pesar de ser un determinante importante segin la teoria

economica.

Ejemplo 5.4. En este ejemplo se evalian los determinantes macroeconémicos que
influyen en el Producto Bruto Interno (PBI) de Perti mediante un modelo de regresién
multiple. El modelo fue estimado utilizando 76 observaciones y presenté un coeficiente
de determinacién R? = 00,9982, lo que indica que explica el 99.82 % de la variabilidad en

el PBI. Este resultado sugiere un ajuste excelente a los datos. Ademas, el R? ajustado,
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con un valor de 0.9981, confirma que la inclusiéon de variables no ha generado un
sobreajuste significativo. La prueba F' (F'(4,71) = 10085,07, p-valor < 0,0000) muestra
que el modelo global es estadisticamente significativo, lo que indica que al menos una
de las variables independientes tiene un efecto relevante sobre el PBI.

Las estimaciones para las variables independientes son las siguientes (véase figura

5.1):

Por cada unidad adicional en las exportaciones netas (xnt), el PBI aumenta en

promedio en 3.298 unidades (p = 0,023).

» Un incremento de una unidad en el indice de términos de intercambio (1ti07) esta

asociado con un aumento promedio de 248.7384 unidades en el PBI (p = 0,000).

» Por cada unidad adicional en el tipo de cambio nominal (tcn), el PBI incrementa

en promedio 10638.98 unidades (p = 0,000).

» Un aumento de una unidad en la demanda interna (di) resulta en un incremento

promedio de 0.8907 unidades en el PBI (p = 0,000).

El intercepto del modelo es de —48441,6, lo cual representa el nivel promedio del
PBI cuando todas las variables independientes son cero. Sin embargo, este valor no
es directamente interpretable en términos practicos debido a las caracteristicas de las
variables macroeconémicas incluidas en el modelo.

A pesar de los resultados estadisticamente significativos, el anélisis muestra posibles

problemas de multicolinealidad entre las variables independientes:

» La correlacién entre las exportaciones netas (xnt) y la demanda interna (di) es

alta (r = 0,9553). Ver figura 5.2.

» El indice de términos de intercambio (1ti07) y las exportaciones (xnt) también

presentan una correlacion significativa (r = 0,8095).

A pesar de esto, todos los regresores resultan ser individualmente significativos.
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Source 5 df ME Number of obs = 76
F(4, 71) = 10885.87

Medel 1.6252e+11 4 4.0629e+1@ Prob » F = 2.80600
Residual 286831251 71 4828689.17 R-sguared = 8.9982
Adj R-squared = 8.9981

Tetal 1.6280e+11 75 2.1787e+89 Root MSE = 29887.1
pbi Coef. Std. Err. t Prt| [95% Conf. Imterval]
xnt 3.298334 1.416823 2.33 @.923 LAT73269 6.123398
itie7 248.7384  38.28159 8.21 ©.000 188.3586 389.1182
tcn 10638.98 1534.34 6.93 .00 F579.593 13698.37

di . B906725 .B239055 37.28 0. Do . 8430062 .9383387
_cons -48441.6 B271.713 -7.72  9.008 -68947.84  -35936.15

Figura 5.1 Resultados de la regresiéon pbi versus variables macroeconémicas.

pwcorr pbi xnt iti@7 tcn di

pbi xnt itie7 ten di
pbi 1.0000
xnt 0.9616 1.0000
itie7 0.6980 0.8095 1.0000
tcn -0.4136 -0.5955 -0.8057 1.0000
di 0.9977 9.9553 0.6699 -06.4043 1.60000

Figura 5.2 Matriz de correlacion.

Ejemplo 5.5. En este ejemplo, el objetivo es analizar los factores que influyen en
la prevalencia de anemia y evaluar posibles problemas de multicolinealidad entre las
variables independientes del modelo. A partir de la matriz de correlacién, se observa
una correlacién moderada negativa entre la fuente de agua potable (HV202) y el nivel
educativo de la madre (V133) (—0,4340), lo que sugiere que los hogares con madres
con menor nivel educativo tienden a tener acceso a fuentes de agua menos seguras. De
manera similar, la correlacién entre la fuente de agua potable (HV202) y la ubicacién
urbana/rural (urbano) (—0,4265) indica que los hogares rurales suelen depender de
fuentes de agua menos seguras en comparacién con los hogares urbanos. Por otro lado,
se encuentra una correlacion moderada positiva entre el nivel educativo de la madre
(V133) y la ubicacién urbana/rural (urbano) (0,4381), lo que implica que las madres
en areas urbanas tienden a tener mayores niveles educativos en promedio (ver figura
5.3).

Aunque estas correlaciones reflejan ciertas relaciones entre las variables indepen-

dientes, sus valores no superan el umbral critico de r > 0,90, ver figura 5.4, lo cual
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sugiere que no existe un problema severo de multicolinealidad. Sin embargo, estas
relaciones podrian influir en la estabilidad de las estimaciones del modelo y en la inter-
pretacion de los coeficientes individuales, especialmente si se busca evaluar el impacto
de cada variable de forma aislada. Ademas, la significancia global del modelo pero no
individual de algunos regresores levanta sospechas que se justifican por el andlisis si-
guiente: las areas rurales suelen estar asociadas con un menor acceso a servicios basicos
como agua potable, lo que incrementa el riesgo de enfermedades infecciosas y, por en-
de, de anemia. Asimismo, el nivel educativo de la madre esta relacionado con mejores
practicas de cuidado infantil y alimentacién, factores clave para prevenir la anemia.
Finalmente, las zonas urbanas, al concentrar mayores niveles educativos y mejores ser-
vicios, tienden a presentar una menor prevalencia de anemia infantil en comparacién
con las zonas rurales. Queda entonces claro que existen relaciones entre los regreso-
res, lo cual podria originar un problema de multicolinealidad. Para poder concluir, es
necesario un analisis mas minucioso que involucra los métodos de deteccién. Esto es

abordado en la siguiente seccién.

Source sSs df MS Number of obs = 1,888
F(3, 1884) = 9.73

Model 6.15367445 3 2.85122482 Prob > F = 0.0000
Residual 397.282258 1,884 .210829224 R-squared = 0.0153
Adj R-squared = 9.0137

Total 4093.355932 1,887 .213755131 Root MSE = .45916
anemia Coef. Std. Err. t P>|t]| [95% Conf. Interval]
HV282 .08085471 .8803212 1.7e 9.089 -.0000828 001177
V133 -.0091867 .8833343 -2.76 0.006 -.0157261 -.0026473
urbano -.0482636 .©311528 -1.55 e.121 -.1093612 .9128341
_cons .4312179 .8479282 9.00 0.000 .3372358 .5252801

Figura 5.3 Resultados de la regresion.

. pwcorr anemia HV262 V133 urbano

anemia Hv2e2 V133  urbano
anemia 1.0000
Hv2e2 9.0924 1.0000
V133 -9.0994 -0.4340 1.0000
urbano -8.1022 -0.4265 9.4381 1.0000

Figura 5.4 Matriz de correlacion.
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5.2. Métodos de deteccion

Ya hemos explicado la importancia del problema de la colinealidad entre los
regresores. La pregunta de interés ahora es jcémo detectar este problema? Siguiendo el
analisis anterior, ciertamente una forma de efectuar aquello es estudiando la matriz de
correlaciones de las variables independientes antes de estimar el modelo e identificar si
existen variables fuertemente correlacionadas (r > 0,90). Otra forma es, al momento de
realizar la regresién, identificar que los coeficientes de la regresion son no significativos
pero el modelo de manera global es significativo. Es decir, ¢ estadisticos bajos pero
un F estadistico o R? alto. Finalmente, una prueba bastante comtn es el Variance

Inflation Test, la cual describimos a continuacién.

Definicién 5.2.1. Test de Inflacion de la Varianza. Sea

1
1—R?

J

VIF; =

con R? el coeficiente de determinacion de la variable j de la regresién de la variable j
en funcién de las deméds variables explicativas. Si VIF — oo, hay fuertes indicios de
multicolinealidad respecto al regresor j. Este método fue presentado en (Marquardt,

1970).

El VIF no solo indica la presencia de multicolinealidad, sino que también mide
el grado en que la varianza del estimador de un coeficiente esta inflada debido a la
correlacién entre las variables explicativas. Valores mas altos de VIF significan que una
mayor proporcién de la varianza de un regresor esta explicada por los otros regresores
en el modelo. Aunque cominmente se usa un umbral de VIF>10, en algunos contextos
mas estrictos se considera que valores por encima de 5 ya son indicativos de colinealidad.
Esto depende de la aplicacion especifica y del tamano de muestra. Es importante
destacar que, si el VIF es muy alto, puede dificultar la interpretacion de los coeficientes
individuales en el modelo, incluso si el modelo global parece ser significativo. Un andlisis
mas detallado, que ademaés introduce las limitaciones y complicaciones del VIF es, por

ejemplo, (O'Brien, 2007).

Ejemplo 5.6. Considere el siguiente conjunto de datos a partir del cual se estima el

salario de los individuos en base a su edad en anos y a sus anos de experiencia.
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Salario | Edad | Experiencia
2112 40 10
1967 38 10
1378 27 7
1842 34 9
1512 29 7

Al momento de realizar la regresion donde desea estimar los efectos asociados de la
edad y la experiencia en el salario, se encuentra que ninguna de estas variables es
significativa a pesar de que habria indicios de que el modelo en conjunto es bueno para

estimar dicha variable.

Estadistico Valor

R? 0.98

P>F 0.0135

IC de la constante [-42.18, 145.42]
IC de B, [-334.11, 357.93]
IC de f, [-744.56, 595.16]

Cuadro 5.1 Resultados del modelo de regresion

., Qué es lo que podria estar aconteciendo? Debido a una baja significancia individual
pero una alta significancia global, se sospecha de un problema de multicolinealidad
(siguiendo los criterios establecidos previamente). Tal y como se menciond, existen
fundamentalmente tres formas que nos permiten detectar si se trata de un problema

de multicolinealidad.

1. Contrastar la significancia global con la de los parametros uno por uno, esto es,
al momento de realizar la regresién, se observa si los coeficientes de regresion no

son significativos pero el modelo de manera global si es significativo, teniendo un

R? alto.

2. Revisar la matriz de correlaciones de las variables independientes (explicativas).

Si hay variables fuertemente correlacionadas (r > 0,90) se detecta colinealidad.
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3. Aplicar el test de inflacién de la varianza (VIF). Si el valor hallado es igual o

mayor de 10, esto indica que se presenta el problema de colinealidad.

El primer indicio ya estd establecido. Queda entonces por verse los otros dos. Primero,
se calcula la correlacion entre las explicativas (X; =edad, Z; =experiencia), con N =5
N _ _
RN YANE o o7/ N
VI (X = X)X, (2 - 2)

Se obtiene r = 0,978. > 0,90. Esto implica que (en efecto) se hace frente a un problema

de colinealidad. Finalmente, ya sea para reforzar la hipdtesis o emplear una forma de

deteccién alternativa, podemos calcular

1
En este caso, se obtiene
1
——— ~ 74 > 10.
1 —0,9865

Los resultados obtenidos confirman la presencia de multicolinealidad significativa en el
modelo. El coeficiente de correlacién r = 0,978 muestra que existe una fuerte relacion
lineal entre la edad y la experiencia, mientras que un VIF = 74 sugiere que la
varianza de los estimadores esta extremadamente inflada. Este nivel de colinealidad
no solo afecta la precision de las estimaciones individuales, sino que también puede
causar problemas al interpretar el impacto especifico de cada variable en el salario. Por
ejemplo, aunque el modelo global tiene un R? alto, la significancia individual de los
coeficientes se ve comprometida, como muestran los intervalos de confianza amplios
para [y fa.

Para abordar la multicolinealidad en este modelo, se pueden considerar varias
estrategias (que detallamos en la siguiente seccién). Una opcién es eliminar una de las
variables altamente correlacionadas, como la experiencia o la edad, si ambas aportan
informacion redundante al modelo. Alternativamente, se pueden combinar en una nueva
variable que capture la relacién conjunta, como anos potenciales de experiencia laboral.
Otra solucion consiste en usar técnicas de regularizacién, como la regresion Ridge o
Lasso (Gareth James, 2013), que penalizan los coeficientes de las variables para reducir
la colinealidad. Estas técnicas son especialmente ttiles cuando es critico incluir todas

las variables explicativas en el modelo.
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5.3. Soluciones ante casos de

multicolinealidad

Ya hemos visto que la multicolinealidad es un problema de gran importancia a la hora
de efectuar la estimacién de los coeficientes en una regresion lineal, debido al efecto
sobre la varianza de estos 1ltimos. No obstante, queda la duda de como afrontar este
problema, o si para empezar, es posible. La respuesta a esta tultima interrogante es
afirmativa, existen diversas maneras de lidiar con la multicolinealidad, y ese serd el
tema de esta breve seccion. De manera concisa, para solucionar la multicolinealidad,

es posible, siguiendo a (Belsley et al., 1980):

1. Replantear el modelo a estimar, eliminando una de las variables que ocasionan

el problema de colinealidad.

2. En caso de tener un reducido niimero de observaciones, se puede incrementar el
tamano de la muestra. De esta manera, se espera que las observaciones adicionales

permitan eliminar la dependencia entre los regresore X;.

3. Transformar las variables, ya sea diferencidndolas (Z;; = X; — X;) o ponderando

(Z; = w;X;) las variables en funcién de alguna de las variables del modelo.

4. Generar indices sintéticos con las variables que presentan alta colinealidad (por

ejemplo: sumatoria normalizada, componentes principales, percentiles, ranking).

Definicién 5.3.1. Un indicador sintético es la combinacion de dos o mas indicadores
simples o individuales (por ejemplo: anos de escolaridad o ingreso per capita). De esta
forma, los indicadores sintéticos permiten condensar la informaciéon de un grupo de
variables altamente correlacionadas que reflejan un aspecto latente detras. En otras
palabras son una suma ponderada de los diferentes indicadores simples empleados.
Matematicamente,

n k k

IS; =" wiXy, Y Xi=1,
j=1 i=1 i=1

donde n es el tamano de muestra respecto a los regresores en cuestion.

El inconveniente mas senalado respecto a los indicadores sintéticos es la determi-

nacién de los pesos w;. Usualmente, o se le asigna el mismo valor a cada peso, i.e.,
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w; = 1/k, o se fijan pesos de manera ad-hoc, o bien en funcién de la correlacién entre
las variables'.

Finalmente, es importante mencionar que es posible efectuar otro tipo de transforma-
ciones afines” (a parte de las diferencias y ponderacién) usando X1y y X, (i.e., Xinm
Y Xmax) O X v v/Sx. Esto 1ltimo consiste en normalizar cada una de las variables para
que varien entre los valores de 0 y 1. Asi, al poner a las variables en una misma escala
es posible sumarlas y generar un indicador sintético. Para ello, se computa

X@' - Xrnin A Xz - X(l)

Xméx - Xml’n X(n) - X(n)

o bien (normalizacién clésica):

X;i— X
ViSx

Ejemplo 5.7. Supongamos que estamos estimando un modelo de regresion para

7ZX; =

predecir el ingreso mensual (Y') de los individuos en funcién de dos variables: anos

de educacién (X;) y experiencia laboral (X5). Los datos ficticios son los siguientes:

Ingreso ($) | Educacién (anos) | Experiencia (anos)
2000 16 10
2200 15 9
1800 12 7
2400 18 11
2100 14 8

Solucion 1: Replantear el modelo eliminando una variable. Al calcular la matriz

de correlacion entre las variables independientes, encontramos:
p(X1,X3) =0,989 (mayor a 0.9),

lo que indica una fuerte multicolinealidad. Para resolver este problema, eliminamos la
variable de experiencia laboral (X3) y estimamos el modelo inicamente con los anos
de educacion.

Solucién 2: Incrementar el tamano de la muestra.

'Mayor o menor correlacién, mayor o menor el valor de — < w; < 1
2x — ax + b.
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Si contamos con un tamano muestral reducido como el presentado arriba (n = 5),
podemos recolectar datos adicionales. Por ejemplo, al agregar mas observaciones, la
correlacion entre X; y Xs podria disminuir, mitigando el problema de colinealidad.
Solucién 3: Transformar las variables.

En lugar de usar directamente X; y Xs, podemos calcular las diferencias o

ponderaciones. Por ejemplo:

Zi = X1i — Xoi,
generando una nueva variable transformada:
Z =1{6,6,5,7,6}.

Esto reduce la dependencia lineal entre las variables.
Solucién 4: Generar un indicador sintético. Otra alternativa es construir un
indicador sintético que combine X; y X5. Si usamos una ponderacién simple con pesos

iguales (w; = wy = 0,5), el indicador sintético sera:
IS; =0,5- X1; +0,5 - Xo;.
Por ejemplo, para la primera observacion:
ISy =0,5-16+0,5-10 = 13.

El nuevo conjunto de datos seria:

Ingreso ($) | Indicador sintético
2000 13
2200 12
1800 9.5
2400 14.5
2100 11

Esto permite modelar el ingreso sin incurrir en multicolinealidad entre las variables
originales.

Solucion 5: Normalizacion de las variables. Para poner las variables en una
escala comun (0 a 1), usamos la normalizacién minima-maxima:

Xli - Xmin X2i - Xml’n

Iy, = ———— Lx, ———
14 ) 2i :
‘ Xméx - Xmin ’ Xméx - Xml’n
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Por ejemplo, para X; (educacién):

Ix, =

1

{

16 —12 15 —12

18 —12"18 =127

. } —{0,67,0,5,0,1,0,33}.

El nuevo conjunto de datos con las variables normalizadas sera:

Ingreso ($)

Educacién normalizada

Experiencia normalizada

2000
2200
1800
2400
2100

0.67
0.50
0.00
1.00
0.33

0.83
0.67
0.33
1.00
0.50

Esto facilita el uso combinado de las variables para la generacién de indicadores

sintéticos o el ajuste del modelo.
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Estabilidad de los parametros

estimados

En la estimacion de los pardmetros en el caso de enumeracién temporal (series de
tiempo), i.e., X; = Xy, t < n, nos interesamos en si los pardmetros del modelo son los
mismos para todo t. En efecto, cuando estimamos una relacion usando el estimador de
MCO se considera que el efecto marginal es fijo o el mismo para los diferentes periodos
de tiempo. Sin embargo, puede existir t* tal que t < t*, B = y para t > t*, B = A.
Este tipo de cambio estructural en los parametros puede deberse a eventos externos
significativos, cambios en la politica econémica o cambios en el comportamiento de los
agentes economicos. Identificar y modelar adecuadamente estos puntos de cambio es
crucial para obtener estimaciones precisas. Métodos como las pruebas de Chow (Chow,
1960) y la técnica de regresiones segmentadas (Bai and Perron, 1998) son cominmente
utilizados para detectar cambios estructurales en series de tiempo.

Observemos por ejemplo la figura 6.1. Se observa que la pendiente, dada por [ tal
que

In(PBI); = o + §In(Inversién privada),,

no es la misma si consideramos ¢ € [1970 — 1990], a si consideramos ¢ € [1991 — 2018].
Ciertamente el parametro § va a depender de la muestra que se tome, o sea, 8 depende
de I, donde t € I C {tg,t1,...,T}. Sin embargo, nos preguntamos hasta que punto esto
serfa meramente explicado por un factor aleatorio al considerar periodos diferentes,

i.e., cuando esta diferencia es estadisticamente significante.

113
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13

Logaritmo del PBI
12.5
1

12

11.5

T T T T T T
9 9.5 10 10.5 11 11.5
Logaritmo de la Inversion privada

1970-1990

1991-2018 |

Figura 6.1 In(PBI) vs In(Inversién privada).

Definicién 6.0.1. El tiempo t* es conocido como punto de quiebre, y se puede
originar por fenémenos naturales, crisis financieras, implementaciéon de Tratados de

Libre Comercio, entre otros.
Hay dos formas de determinar el punto de quiebre ¢*:

1. Fijarlo de manera arbitraria basado en conocimiento previo sobre el contexto del
pais o tema que se esta analizando. Por ejemplo, teniendo en cuenta una crisis
econémica-sanitaria (COVID 19), vigencia de TLC (Tratados de Libre Comercio),

etc.

2. El método de residuos recursivos, detallado en la siguiente seccién.

6.1. Residuos Recursivos

Los residuos recursivos son un método para analizar la estabilidad de los parametros
B;. Este método consiste en estimar el modelo MCO de un modo recursivo, es decir,
aumentando la muestra paulatinamente. El error de prediccion de Y; se obtiene de la

siguiente manera

Ber = (X2 X)X Y

Esto es, los parametros estimados con el set

{lel, ...7X1’t_1, ...,kal, ---;Xk,t—l}-
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Entonces, el error de prediccién para la observacion t seria
=Y, -Y, =Y, - X;f_,. (6-1)

Luego, a partir de (6.1), computamos el residuo recursivo normalizado w;:

Y, — Xife
wy = t tﬁt 1 (62)
Vo4 XT(XE X)) X
= i , (6.3)

VorL+ XT(XT X)) X,

t=k+1,...n.

A la hora de computar (6.2), se tiene en cuenta que

Elve| X,] = E[Y; — X¢Be-1] X/]
=0

y, que
Var(v;) = o?(1 + X7 (X2, X)) 71 X0).
Enseguida, definimos lo que serd la herramienta principal para determinar la

significancia estadistica de desvios sistematicos en los f3.

Definicién 6.1.1. Cumulative Sum Control Chart: CUSUM. Es la suma
acumulada de los residuos normalizados, y el CUSUM cuadrado consiste en emplear
los cuadrados de los residuos normalizados. Ambos estadisticos permiten comprobar

desviaciones no aleatorias o desvios sistematicos.

1 — SRC
M —_ - . 5 pr—
CUSU P E wj, & p—

j=k+1

t 2

. ws
CUSUM? = ik 2 t=k+1,..,n

J

Z?:kﬂ w

En el caso del CUSUM, el estadistico debe estar alrededor de 0 en caso no existan
desvios sistematicos dado que el esperado de los errores es 0. En el caso del CUSUM
cuadrado, el estadistico oscila entre 0 y 1. Los paquetes estadisticos trabajan con
estos dos estadisticos, y, en funciéon de estos, permiten determinar la significancia
estadistica del cambio en los pardmetros estimados. Concretamente, se proveen bandas

de confianza, ilustradas en las siguientes dos figuras.



Capitulo 6. Estabilidad de los parametros estimados 116

20+

=
]
w 0
2
(&)
-101
-20 1
1970 1980 1990 2000 2010 2020
Afio
. n
Figura 6.2 > 7, ., w;.
1.5
u
o
=
> 5-
2
(@]
o
-.51
T T T T T T
1970 1980 1990 2000 2010 2020
Afio
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En caso el CUSUM o CUSUM cuadrado se salga de las bandas, se confirma
la significancia estadistica del cambio estructural en los parametros (o sea, que
efectivamente hay un quiebre). Queda entonces claro que cuando se trabaja con datos
que son series temporales, puede pasar que exista un cambio estructural en la relacién
entre la variable dependiente y las independientes. Este cambio estructural se puede
deber a causas exdgenas (por ejemplo: fenémeno del nino, epidemia), o debido a cambios
en la politica publica de un pais (por ejemplo: cambio en el sistema de conversién del
tipo de cambio) u otra causa exdgena. A continuacién, presentamos el test estadistico

por excelencia a la hora de determinar cambios estructurales en los pardmetros.
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6.2. Test de Chow

Primero, se estima la regresién con todos los datos y se obtiene la sumatoria de residuos

al cuadrado SRCcr!

S (-2

t

Los grados de libertad de este estadistico es n; + no — k — 1%, con k el ntimero de
explicativas en el modelo. En este modelo, se acepta que los coeficientes son iguales
en ambos periodos, por lo que seria el modelo con restricciones. En segundo lugar, se
estiman los modelos para cada uno de los periodos donde se espera que haya quiebre y
se guardan la sumatoria de residuos al cuadrado de cada uno. Los grados de libertad
de cada estadistico seran el nimero de observaciones, menos la cantidad de parametros

menos 1 (constante). Esto es
SRCsr = SRCspr1 + SRCgpo,

con ny + no — 2k — 2 grados de libertad. Finalmente, definimos el estadistico

SRCecr — SRCsr

_ k+ 1
F=—gpt—— (6.4)

ny+ny — 2k —2

Con los instrumentos previamente calculados, ya es posible definir en qué consiste el

test de Chow, detallado en la siguiente definicion.

Definicién 6.2.1. Test de Chow. El estadistico (6.4) se compara con Fji1 n,n,—2k—2
(valor de tablas o tedrico). Acd k es el nimero de pardmetros (no cuenta la constante).
La hipdtesis nula es que los parametros son iguales ambos periodos (no hay cambio

estructural). Si Fiajcuado > Ftablas e rechaza la hipétesis nula.

Luego de aplicar el test de Chow, en funcién de los resultados (si se determina
el cambio estructural), el modelo original puede ser sustituido por un modelo con

dummies. Esto es, si tenemos 2 periodos de tiempo, D; = 0V 1 (0 para el primer

ITambién llamado suma de cuadrados residuales SCR.
2Siendo n; y no €l nimero de periodos en cada una de las 2 etapas.



Capitulo 6. Estabilidad de los parametros estimados 118

periodo, 1 para el periodo dos). El modelo seria entonces
Yy = Bo + Bi X + BaXop + oo+ BeXir + 70Dy

k
+ Z ’}/ZDZX“ + €t.

=1

Se incluye vy D; para analizar un cambio en el intercepto.

Ejemplo 6.1. Un investigador quiere estimar el ahorro en funciéon del ingreso
disponible, para ello cuenta con datos anuales del ahorro personal (S) y el ingreso

disponible (I) para el periodo 1988-2005. Luego, estima el siguiente modelo:
Sy = P+ Boli + €.

El investigador obtiene los siguientes resultados,

Variable | Coeficiente | Error estandar
Constante -1.082 0.145
I, 0.118 0.009
R? 0.92 -
SRC 0.572 -

Tomando en consideracién que a mediados del ano 1997 se dio una grave crisis financiera
en Asia que afecté a varios paises, el investigador plantea la posibilidad de un cambio
estructural en dicho ano. Por lo que, se desea analizar si ocurrié un cambio solo en
intercepto, o solo en pendiente, o en intercepto y pendiente a la vez. Teniendo en

cuenta los siguientes datos

Periodo 1988-1996 | 1997-2005
S(I; — 1)? 28.2622 89.62
(S — S)? 0.2022 2.2217
S (I — 1) (S; — S) 1.3291 13.4833

es posible, al 95% de confianza determinar si ocurrié, a la vez, un cambio en el
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intercepto y en la pendiente. En efecto, basta con aplicar el test de Chow.

SRC = (S — 5,

t=1
= (5i=5° =) (5 ~5)
t=1 t=1

=38 =9 =Y (Br + Bols — BoT — )?
t=1 t=1

=D (Si=8P =8y (L1

t=1

- 0 (L =I)(S - S —
=;(st—s) - [Z Z(?zl(ft)—(TP )] S -1y

Note que se ha usado el hecho que 81 = S — BoI v que B = Z%y’fi ),(%; 5 De ahi,
t=1

SRCgg, = 0,1396
SRCgp, = 0,1931
SRCgr = 0,3327

SRCcr—SRCsr

1+1
Festadl’stico = = SRCsm = 57039 > Eablas.

18—2-2

Se rechaza entonces la Hy, i.e., si hubo un cambio estructural. Veamos ahora si ocurrié
un cambio solo en la pendiente o en ambas y no solo en la pendiente. Para ello, definimos
la siguiente variable dicotomica

1, sit e [1988,1996)
Dt -

0, te€[1996,T]

y consideremos los siguientes modelos.

Modelo Especificacién SRC

Sin cambios Sy = 61+ Body + uy 0.572
Cambio en ﬁg St = (ﬂl —+ 63Dt> -+ (ﬁg —+ 54Dt)lt —+ Ut 0332
Cambio en 51 St == (51 + ﬁth) + 62]15 + Uy 0.563
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Para poder realizas los exdmenes estadisticos, recordemos que F(0,95;1;14) = 4,6,
F(0,95;1;15) = 4,54 , F(0,95;2;14) = 3. Ahora, contrastamos el modelo 1 con el 3, es
decir, Hy : B3 = 0. El estadistico F' es

SRCR—SRC;

_ q
= SRC; ’

N—m

donde
1. SRCg es la suma de cuadrados residuales en el modelo restricto.
2. SRC; es la suma de cuadrados residuales en el modelo irrestricto.
3. ¢ el nimero de restricciones.

4. N el numero de observaciones y m el numero de parametros en el modelo

irrestricto.

De ahi, como g =1, N =18 y m = 3,
0,572—0,362

F=—2-— =07257.

0,562
15

Asi, como 0,257 < 4,54, no se rechaza la hipotesis nula, la pendiente no cambia.
Finalmente, para contrastar los modelos 2 y 3, procediendo de manera analoga, pero
teniendo en cuenta que m = 4,

0,562—0,362

F=—24-—"=967>46.

0,332
14

Asi, se rechaza la hipétesis nula, hay efectivamente un cambio en pendiente.

Ejemplo 6.2. El objetivo de este analisis es evaluar si el efecto de ciertas variables
independientes sobre el nivel de anemia (HW57) difiere entre personas que viven en
zonas urbanas y no urbanas. Esto se realiza mediante el Test de Chow, que examina
diferencias estructurales en los coeficientes de regresiéon entre ambos grupos.

La variable dependiente es HW57, que mide el nivel de anemia. La variable dummy
urbano divide los datos en dos grupos: urbano (urbano = 1) y no urbano (urbano = 0).

Las variables independientes son:

» fiebre: indicador binario (1 si ha tenido fiebre, 0 si no).
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= peso_n: peso de la persona (variable continua).
» trabaja_m: indicador binario (1 si trabaja, 0 si no).
En el analisis, se obtuvieron los siguientes resultados:

= Suma de residuos cuadrados del modelo con la muestra completa: SRCCR =

5664,33 (ver figura 6.4).

= Suma de residuos cuadrados de los modelos separados:

SRCSRurbano = 3718,25  (ver figura 6.4),
SRCSRu6 urbano = 1881,48  (ver figura 6.5),
SRCSR = SRCSR ubano + SRCSR L6 wrbane = 3718,25 4+ 1881,48 = 5600,73.

» Numero de coeficientes en el modelo con la muestra completa (excluyendo la

constante): k = 3.

s Numero de observaciones:

ny = 9544 (zonas urbanas),

ny = 3592  (zonas no urbanas).

El estadistico I’ del Test de Chow se calcula como:

- _ (SRCCR — SRCSR)/k
~ SRCSR/(ny +ng — 2k)

Sustituyendo los valores:

~ (5664,33 — 5600,73)/3
~5600,73/(9544 4 3592 — 2 - 3)
_ 63,60/3
~ 5600,73/13130

21,20

10,4265
= 50,49.

El valor critico de F' para un nivel de significancia del 5% y los grados de libertad

correspondientes es Fi qico = 2,61. Dado que F' = 50,49 > F ico, S€ rechaza la hipdtesis
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nula de igualdad de coeficientes entre los grupos. Ademds, el p-valor (p = 0,0056)
respalda esta conclusién.
En resumen, los resultados indican que los coeficientes de las variables fiebre, peso_n

y trabaja_m sobre HW57 difieren significativamente entre zonas urbanas y no urbanas.

. reg HW57 fiebre peso_n trabaja_m

Source ss df MS Number of obs = 13,176
F(3, 13172) = 28.62

Model 36.927695 3 12.3092317 Prob > F = ©.0000
Residual 5664.32845 13,172 .430027972 R-squared = 0.0065
Adj R-squared = 0.0063

Total 5701.25615 13,175 .432732914 Root MSE = .65577
HW57 Coef. sStd. Err. t P>t| [95% Conf. Interval]
fiebre -.1036625 .0145591 -7.12 0.000 -.1322005 -.08751245
peso_n .0372469 .0106773 3.49 6.000 .0163178 .0581759
trabaja_m .8543799 .0116021 4.69 6.000 .031638 .0771218
_cons 3.457304 .0358871 96.34 0.000 3.38696 3.527647

. display e(rss)

5664.3285
Figura 6.4 Regresién para la muestra completa.

. reg HW57 fiebre peso_n trabaja_m if urbano == 1
Source SS df MS Number of obs = 9,548
F(3, 9544) = 20.50
Model 23.9555321 3 7.98517737 Prob > F = ©.0000
Residual 3718.25174 9,544 .3895905 R-squared = 0.0064
Adj R-squared = 0.0061
Total 3742.20727 9,547 .391977298 Root MSE = .62417
HW57 Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Interval]
fiebre -.0827285 .0164038 -5.0e4 0.000 -.1148834 -.8585736
peso_n .017592 .0119724 1.47 0.142 -.0058764 . 0410604
trabaja_m .0748603 .012975 5.77 9.000 .0494265 .1002941
_cons 3.547262 .8406689 87.22 0.000 3.467543 3.626982

. display e(rss
3718.2517

)

Figura 6.5 Regresién para zonas urbanas.
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. reg HW57 fiebre peso_n trabaja_m if urbano ==

Source SS df MS Number of obs = 3,628
F(3, 3624) = 8.84

Model 13.7606295 3 4.58687649 Prob > F = 0.0000
Residual 1881.47531 3,624 .519170892 R-squared = 0.0073
Adj R-squared = 0.0064

Total 1895.23594 3,627 .522535413 Root MSE = .72054
HW57 Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Interval]
fiebre -.1459764 .029913 -4.88 0.000 -.2046243 -.0873284
peso_n .0361879 .0227482 1.59 0.112 -.0084127 .0867884
trabaja_m .00210675 .0242886 6.09 0.931 -.8455131 .0497281
_cons 3.391626 0741626 45.73 0.000 3.246221 3.53703

. display e(rss)
1881.4753

Figura 6.6 Regresion para zonas no urbanas.

En conclusién, el test de Chow sigue siendo una herramienta fundamental en
econometria para evaluar cambios estructurales en modelos de regresion, especialmente
en escenarios donde se sospechan alteraciones en las relaciones econdémicas debido
a eventos externos o cambios en politicas. Aunque su formulacién original data
de 1960, los avances recientes han ampliado significativamente su aplicabilidad y
robustez (Nielsen and Whitby, 2012). Por ejemplo, trabajos como los de Sun and
Wang (2019) han adaptado el test para manejar problemas de heteroscedasticidad y
autocorrelacién, mientras que Gupta and Seo (2019) exploran su uso en contextos
de alta dimensionalidad, caracteristicas comunes en los datos econémicos modernos.
Estos desarrollos no solo mejoran la fiabilidad del test en entornos mas complejos, sino
que también subrayan su relevancia continua en el analisis de cambios estructurales,

adaptandose a los retos que plantean los datos contemporaneos.



Capitulo 7
Heterocedasticidad

En este capitulo, nos enfocamos en las propiedades de los errores € del modelo k-
lineal, con énfasis en la normalidad y la constancia de la varianza de los errores. Estos

supuestos son fundamentales para garantizar la validez de las inferencias estadisticas

en modelos de regresién. Dos de los supuestos clave del modelo son: E[Y"" | €] = 0,
que implica ausencia de sesgo en los errores, y Var(e?) = o2 que establece la
homocedasticidad.

Bajo el supuesto de normalidad, el vector de estimadores sigue la distribucién:
B~ N(B, 0% (XTX)T,

lo que permite realizar contrastes estadisticos como el t-Student, F-Fisher y x?2.
Ademas, la variable dependiente condicionada al conjunto de variables independientes

sigue una distribucién normal:

fYXB,0%) =

1 ((Y—XMWY—XM)
exp | — 5 i

\/%0 20
Esto garantiza que los residuos tengan media cero y varianza constante, propiedades
esenciales para la validez de las inferencias estadisticas.

Sin embargo, cuando los errores no presentan varianza constante (heterocedastici-
dad), estas propiedades se ven comprometidas. Entre los trabajos seminales que abor-
dan este problema, destaca el test de Breusch-Pagan (Breusch and Pagan, 1979), que

evalua si la varianza de los residuos estd relacionada con las variables explicativas. Asi-

mismo, el test de White (White, 1980) propone un enfoque robusto que analiza todas

124
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las combinaciones cuadraticas de las variables explicativas. Por otro lado, la normali-
dad de los errores puede analizarse mediante el test de Jarque-Bera (Jarque and Bera,
1980), que evalia la simetria y curtosis de los residuos.

En este capitulo, exploraremos primero cémo diagnosticar si los errores cumplen
con la propiedad de normalidad y como identificar la presencia de heterocedasticidad.
Posteriormente, estudiaremos métodos para corregir estos problemas, como los
estimadores de varianza robusta (White, 1980), transformaciones de variables y
técnicas como la regresion ponderada, asegurando asi la validez de las inferencias

estadisticas en modelos lineales.

7.1. Tests de normalidad

Una variable aleatoria X que sigue una distribucién normal se caracteriza por una

serie de propiedades. Primero, requerimos de algunas definiciones.

Definicién 7.1.1. Sea F' una ley de distribucién relativa al conjunto de datos

{y1, .-, yn}t- El Q@ — @Q plot es la representacion gréfica de los cuantiles tedricos de

F
FY1/(n+ 1)}, FH2/(n+ 1)}, .., FYn/(n + 1)},

versus los estadisticos de orden y1y) < yp) < ... < yn)-

Teorema 7.1. En caso F sea la distribuciéon de una normal N(u,c?). Entonces, el

@ — @ plot no es nada menos que una recta de intercepto p y pendiente o.

Demostracion. Sea

2 x
erf(z) = ﬁ/o e~ dt.

Luego,
o1 (u=p)?
P, 02(x) = / e 27 du
—oo OV 2T
1 T — [
= - 1+erf_1< )},xER.
e (5
Asi,

o' = 4 ov2ert ' (2p— 1), pe (0,1).
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Figura 7.1 Gréfico @ — @ normal de datos N(0,1) generados aleatoriamente .

Si bien la representacién grafica es bastante 1til, no es un método exacto, de
méxima precision e infalible!. Por ello, se introducen una serie de contrastes estadisticos

fundamentados en las siguientes propiedades.

Teorema 7.2. Si X ~ N (ux,0%):

4
— X— o
47, =F {(#Lx) ] =3,
En relacién al teorema (7.2):

1. La notacién pux v ox hace énfasis en el hecho que X puede venir de una muestra

aleatoria.
2. i3 = S se conoce como la asimetria de X.

3. Ti, = K se conoce como la curtosis de X.

Después de todo, es un analisis visual.
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4. De manera general, si X ~ F, tal y como se precisa en el apéndice de teoria de

la probabilidad,

Z z"P(x)  sila variable es discreta.

E[X"] (7.1)

/ z"dF(z), sila variable es continua.

Usando (7.1), es posible computar Sy k.

:De qué manera podemos analizar si {X;}"; posee la propiedades senaladas en el

teorema (7.2)7 Aplicando alguno de los siguientes tres tests estadisticos:

1. Jarque-Bera.
2. Kolmogorov-Smirnov.

3. Shapiro-Wilks.
Veamos en qué consisten dichos contrastes estadisticos.

Definicién 7.1.2. Jarque-Bera. La prueba estadistica de Jarque-Bera es una prueba
de bondad de ajuste cuyo objetivo es comprobar si una muestra de datos {X;}? , tiene

la asimetria y la curtosis de una distribucién normal. Se definen:

» La hipdtesis nula Hy: S =0y x = 3 (la muestra se distribuye normalmente).
= La hipotesis alternativa H; : S # 0 o k # 3.

» F] estadistico ,
k=3

donde n es el nimero de observaciones, S la asimetria y « la curtosis.

n
JB=_ |5
il

A un nivel de significancia del 5% el estadistico x? tiene como valor critico o de tablas
de 5.99. Entonces, si el valor del estadistico estimado es menor al de tablas, se acepta
la hipétesis nula de normalidad de la variable; en caso contrario, se rechaza la nula y

la variable no es normal.

Ejemplo 7.1. Sea S = 0,06 y x = 3,39. Entonces, para n = 7111

7111 (3,39 — 3)2

JB = —— (0,06)? + = 49,30 > 5,99.

Asi, se rechaza la Hy: la muestra no se distribuye normalmente.
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Definicién 7.1.3. Kolmogorov-Smirnov. Sean X1, ..., X,, iid, que toman valores en

R y cuya funcién de distribucién
Fx(z) =P(X <)

es F. Recordemos que la funcién de distribucién empirica (EDF) de la muestra F), se

define como .
1
F.(zx)=— Tixy.<p.
(z) " ;:1: (X, <z}

Luego, definimos

D,, = sup |F,(z) — F(z)].

zeR

De este modo, si F' es la distribuciéon de una normal, es posible analizar si la muestra

se distribuye segin una normal si D,, — 0.

Definicién 7.1.4. Shapiro-Wilks. El estadistico de contraste del test de Shapiro-

Wilks es )
(Z?:l aiX(i)
Z?:l(Xi - X)2

donde X = %Z?:l X, X el i-ésimo estadistico de orden y los coeficientes a; se

W:

calculan de la siguiente manera:

Tzfl
(a1, ...,an) = m o C =2 m|| = VmTE-18"1m

donde m = (my, ..., m,)? los valores esperados de los estadisticos de orden de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas segin una ley normal, y 3 es la

matriz de varianzas y covarianzas de dichos estadisticos de orden.

La Hj se rechaza si W — 0. El valor de W puede oscilar entre 0 y 1. Para efectuar
el contraste, se usan los valores de tabla, que se calculan via métodos mas avanzados
que escapan de los temas abordados en este texto.

Los contrastes estadisticos Jarque-Bera, Shapiro-Wilks y Kolmogorov-Smirnov nos
permiten identificar la normalidad de los errores aplicando dichos tests a los errores
& =Y, — }A/Z En caso no exista normalidad en los residuos, uno de los causantes es la
presencia de heterocedasticidad. ;Qué origina la heterocedasticidad? ;qué es? y jcomo

detectarla? Estas interrogantes seran respondidas en la siguiente seccién.
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7.2. Métodos de deteccion de
heterocedasticidad

En los modelos de regresion lineales se dice que hay heterocedasticidad cuando
la varianza de los errores no es igual en todas las observaciones realizadas.

Matematicamente, es la negaciéon del siguiente enunciado
Var(g|X) =0 Vi=1,..,n.
Las causas méas comunes de la heterocedasticidad son
1. Una mala especificacion del modelo: regresores omitidos.

2. Forma funcional incorrecta en las variables usadas en el modelo: una de las

variables tiene una relacion no lineal con la dependiente.

3. Un cambio estructural puede provocar una estimacion errénea de los parametros.
Esto se produce en algunas secciones de la muestra y genera diversos problemas

en el modelo.

Note que el udltimo item ya fue analizado en el capitulo anterior. Queda entonces
Unicamente una interrogante: jcémo se detecta la heterocedasticidad? Existen (por

fortuna) diversos métodos:
1. Un analisis grafico de los errores estimados al cuadrado en funcién de la muestra.
2. La prueba de Park.
3. La prueba de Glesjer.
4. La prueba de Breuch-Pagan-Godfrey.
5. La prueba de White.

El analisis grafico consiste en estudiar si existe alguna relacion directa o patrén de

los errores estimados al cuadrado €2 en funcién de X.
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Figura 7.2 Heterocedasticidad: correlacién errores. La figura ha sido extraida de

(Gujarati and Porter, 2010).

La presencia de un patron son indicios de heterocedasticidad. Si bien el andlisis
grafico provee una buena primera forma de detectar el problema, no constituye un
método formal. Por ello, se recurre a las pruebas estadisticas que detallaremos a

continuacion.

Definicién 7.2.1. Prueba de Park. Primero, se estima via MCO
Yi= 0o+ 51X+ ... + BeXpi + €

Enseguida, se calcula

I
>~<
|
>~<

Esto es

éZ:Y;_}A/;y \V/Z: ].,,’n/
Enseguida, se efectiia la siguiente regresion
hﬂél2 =ap+InX,;+... +o,InX, +e¢

donde u; es un error aleatorio “well behaved” (normalmente distribuido), y p < k. Si

los coeficientes son significativos, se confirma la presencia de heterocedasticidad.

Ejemplo 7.2. Supongamos que se tiene el siguiente modelo Y =salario promedio en

miles de doélares y X =productividad promedio en miles de délares

Y =51 + B X; + €.
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Via MCO se obtiene

Y; = 19923452 + 0,2329.X;.
Los pardmetros Bl =1992,3452 y Bg = 0,2329 tienen respectivamente error estandar
ee = (936,4791)(0,0998).
Luego, t = B/ee(B). Asi,
t = (2,1275)(2,333), R? = 0,4375.

Los resultados revelan que el coeficiente de la pendiente estimado es significativo en
el nivel de 5% con base en una prueba ¢t de una cola (umbral en 1.96). La ecuacién
muestra que, a medida que aumenta la productividad laboral, por ejemplo, en un
dédlar, el salario aumenta, en promedio, alrededor de 23 centavos de ddlar. Ahora, en

la regresion de los residuos sobre la explicativa, se obtiene
Iné? = 35,817 — 2,8099 In X;
ee = (38,319)(4,216)
t = (0,934)(—0,667), R* = 0,0595.

No hay una relacién estadisticamente significativa entre ambas variables. Segun la
prueba de Park, se puede concluir que no hay heterocedasticidad en la varianza del

error.

Definicién 7.2.2. Prueba de Glesjer. La prueba de Glesjer consiste en realizar un

analisis de significancia a los pardametros estimados del siguiente modelo
€] = ap + ar Xui + .. + Xy + u,.
Acd, u; ~ N(0,02).
A veces se efectiia la regresion
€l = ao + o X} + .+ o X7 v, i = £1/2.

Definicién 7.2.3. Prueba de Breusch-Pagan-Godfrey. La prueba de prueba de

Breusch-Pagan-Godfrey consiste en lo siguiente. Dado el modelo de regresiéon lineal

Yi=0o+ 5 X+ ...+ 06X +e, i=1,...,n,
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suponemos que

01'2 = f(OéO + Oélzli + ...+ apri)

con Z;; € {Xi;}1<j<n. Es decir, una funcién no estocastica de un subconjunto de los

regresores. En particular, tomamos f(-) lineal
0'1-2 = Qg + 041Z1i + ...+ CYpri.

Siaj =0,V 1 < j < n, los errores son homocedasticos. Ahora bien, queda la
interrogante jde qué manera se implementa la prueba usando lo datos (dado que los

o; son parametros)? Se procede de la siguiente manera

Se estima via MCO el modelo y se obtienen los ¢;.

Se calcula 09 =

iy uf
n—k °

€2

Se define v; = .

o2

Efectuamos la regresion
Vi =+ 12y o apZy

con el objetivo de calcular la SCE = Y"1 (5; —7)%

Enseguida, definimos

Si©=5¢E > 2 (p—1) serechaza la hipétesis nula (homocedasticidad).

Definicién 7.2.4. Test de White. Dado el modelo
Yi = fo+ biXu+ foXoi + 6, i=1,...n,
se estiman via MCO los errores é2 = (V; — Y;)2. Enseguida, se plantea la regresion
6? =g+ o1 X1 + anXo; + 043X122- + 044X222- + a5 X1; X9 + ;.

De este modelo se obtiene el R? y se define el estadistico nR? ~ x?(q) (en este caso

q=5). Si nR* > x*(q), se rechaza Hy: a; =0,V j.
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Las pruebas de Park, Glesjer y Breusch-Pagan-Godfrey son metodologias que
permiten analizar la heterocedasticidad de los errores. Sin embargo, en la préctica,
el test de White es el que se usa con mayor frecuencia. Esto se explica debido a lo

siguiente:

En los tests de Park y Glesjer se requiere saber qué variables causan la

heterocedasticidad.
» La prueba de Glesjer requiere normalidad en los residuos.

= Irénicamente, los errores v; en el caso de Park y Glesjer pueden ser heterocedasti-

cos o presentar autocorrelacion serial.

= Las pruebas de Breusch-Pagan-Godfrey y de White no requieren que se conozca

la fuente de heterocedasticidad y tampoco requieren normalidad en los residuos.

» La prueba de White detecta interaccién entre las explicativas en relacién al

término de error. Revelando un posible problema de multicolinealidad.

Ya se poseen las herramientas para detectar el problema de heterocedasticidad. Una

vez detectada, jcémo corregirla? Esta interrogante sera abordada a continuacion.

7.3. Meétodos para corregir la

heterocedasticidad

Recordemos que el problema de heterocedasticidad se debe a que las varianzas no
son constantes

Var(e;)) =07, 1 <i<n.

Sin embargo, de momento, Cov(e;,€;) = 0. De forma matricial, se puede entonces

expresar el problema de heterocedasticidad de la siguiente manera:

2
o 0

0 o3
Elee’] =% = ?

o o O
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Efectuando la siguiente transformacién, la matriz de varianzas y covarianzas se escribe

como
w1 0 0
0 wr --- 0
Y=o _2 =o*Q. (7.2)
: R |
0 Wn,

El término w; es el causante de la heterocedasticidad en los errores estimados. ;Qué
implica esta situacion para los parametros estimados mediante MCO? Recordemos una

vez mas que en el modelo de k— variables, se tenia

B=(XTX)"'X"y.

~

A pesar del problema de heterocedasticidad, E[5] = 5. Sin embargo,
Var(f) = o?(XTX) ' XTOX(XTX) ™ #£ o2(XTX) L. (7.3)

En resumen, si bien la presencia de heterocedasticidad no introduce sesgo en los
pardametros estimados, si origina problemas en la validez de las inferencias estadisticas
dado que el estimador deja de ser eficiente.

A partir de dicha informacion, expresada por las ecuaciones (7.2) y (7.3), y
siguiendo (White, 1980), se ejecutan los siguientes pasos para corregir el problema
de heterocedasticidad. La estrategia consiste en transformar el modelo original de tal
manera que los coeficientes estimados no cambien y solo sea la matriz de varianzas y
covarianzas del modelo la que cambie, de tal forma que los nuevos errores estimados
tengan varianza media 0 y varianza constante. Para lograr este fin, se pre-multiplica a

todas las variables del modelo de regresién por una matriz P de dimension n X n.

Y = X + € modelo original
PY = P(X/3) + Pe modelo transformado
Y*"=X"F+¢€"

Con la transformacién realizada, se puede apreciar que Y*(= PY) y €*(= Pe)
siguen siendo vectores de dimensién n x 1 con la diferencia que ahora cada observacion
de la variable Y* es una combinacién lineal de las m observaciones del vector Y,

encontrandose los coeficientes de dichas combinaciones lineales en la matriz P. Lo
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anterior también es aplicable para la matriz de variables explicativas y los errores
del modelo original. Por otro lado, ninguna de estas nuevas variables tienen un
significado econémico claro; sin embargo, dado el supuesto de linealidad, se tiene que
los coeficientes ; siguen siendo los mismos del modelo original.

En relacion a la matriz de varianzas y covarianzas de los errores, ahora se tiene
Var(e) = Var(Pe) = PVar(e)PT = 0> PQPT.

Asi, el objetivo es que PQPT = I,.
Ahora bien, como €2 es una matriz simétrica, por la descomposiciéon de Cholesky,
existe una matriz cuadrada V triangular superior, tal que Q = VV7. Asi, debemos

tener PVVTPT = [,, de donde, P = V1.

Definicién 7.3.1. Estimador de Minimos Cuadrados Generalizados. El

estimador de Minimos Cuadrados Generalizados es
B = (X T X)X Ty ™, (7.4)
Asi, usando que X* =V X yY*=V"1Y
B = (XT(V-YHTy-1x)LxT (v 1Ty
= (X" ' X)) 'xTQ Y.
Entonces conociendo la fuente de la heterocedasticidad §2, se puede corregir el modelo.
Teorema 7.3. El estimador de Minimos Cuadrados Generalizado es
= Es insesgado: E[B*] = 0.
= Tiene matriz de varianzas y covarianzas : Var(4*) = o2(XTQ 1 X)),

Hay que encontrar entonces la matriz Q que sers igual a VVT. Una vez encontrada
V', se pre-multiplica el modelo de regresiéon por la inversa de esta matriz y luego se
estima el modelo MCO con las variables transformadas. Si se conoce la matriz (2
simplemente se reemplaza en las formulas halladas para la estimacion de los coeficientes

y la varianza.
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Ejemplo 7.3. Considérese el modelo lineal

k
Y; = 0o+ ZﬁjXﬁ + 6.

Jj=1

La matriz de varianzas y covarianzas de los errores es

o? 0
o3
Var(e;) =
0 o2
Luego,
g1 0 o1 0
> = 72 & —vyT
0 On 0 On
]_/0'1 0
V_l _ 1/0‘2
0 1/oy
Asi
1/01 X11/01 Xkl/Ul
1/09 Xio/og -+ Xpa/on,
X _ylx / 2 12/ 02 k2‘/
Von X - Xin/on
y
Y:L/Ul
Ys/o
Y =Vly = 2/ ?

Y. /on
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Con lo cual, a partir de (7.4)
-1

2?21 U% 2?21 % T Z?:l )é_’fl Z?:l %

n X3 n X9 X n XY
Zi:l 2 7 Zi:1 o2 21'21 o2

i i 2

6MC’G =

Xz v
X Sihagk ) \TL s

i

-~
(X*TX*)_1 :X*TY

Ejemplo 7.4. Considere el siguiente modelo heterocedastico
Y =po+ /1 Xi+ €, n=0>5, Var(e;) = o X;.

Y es el gasto en salud anual y X la renta anual de las familias. Lo que nos estaria
indicando las forma de los errores es que las familias de rentas altas son las que tienen
mayor variacion en el gasto por salud, a diferencia de las familias de bajos niveles de

ingresos. Supéngase que obtenemos los siguientes datos via estimacién MCO:

Familia (i) | Gasto Y; | Ingreso X;
1 7.0 10
2 12.8 20
3 18.3 35
4 25.3 50
5 334 60

Nuestro objetivo es obtener BMcg. Primero, identificamos las matrices 3, Q y V.

O'X1 0 X1 0

0 Vs 0 1/vVXs5

De ahi, es posible computar directamente BMCG haciendo

Barce = (V)T (VX)) H(VTIXO VYY),
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*

Sin embargo, haciendo el cambio de variable Y* = \/L)? X = \/%, € =

S
(]
SN

-

Aplicando este cambio de variable, se aplica directamente la férmula usual de los
estimadores 3 = (XTX)7!XTY (pero post transformacién). Los datos transformados

proveen la siguiente tabla.

Familia (¢) | Gasto Y;* | Ingreso X/

1 2.214 3.162

2 2.862 4.472

3 3.093 5.916

4 3.678 7.071

5) 4.312 7.746

Finalmente,

2,125

BMCG _ (X*TX*)—IX*Ty* _
0,496

Puede ocurrir que no se conozca la posible fuente de heterocedasticidad en nuestro

modelo; i.e., no se conoce 2. En estos casos, se puede usar el estimador de White:
Var(3) = (XTX) ' XTE[ee”] X (XT X)L

Usamos entonces el siguiente estimador (White, 1980), para X7QX/n

1~
E;efxixf.

White demostré que esta estimacién puede realizarse de forma que las inferencias

estadisticas sean asintéticamente validas.

Ejemplo 7.5. Dado el modelo

Y, =po+ 51 Xi+e, , Var(eg) = Uiz
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como los ¢ no son directamente observados, para calcular

Var(@l) = == —
(S (X - %))
se usa ¢; en vez de o2
X v X2e
Var(ﬁl) — i=1""1 ™ :

En el caso general
Vi = B+ B1X1i + ... + BiXui + €, , Var(e) = o7,

la varianza para cada coeficiente es

noo~ 2
A > i Wigé;

Var(ﬁj) = - R 3
(X @f)
=1 "1j
con w; el error de la regresiéon de X; en funcién de los demads regresores.

A continuacién, brindamos un ejemplo méas completo que permite sintetizar lo

abordado en esta seccion.

Ejemplo 7.6. Consideremos la siguiente especificacion de funciéon de produccién que

depende tnicamente del capital y el empleo:
Yi = Bo+ b1 Ki + BaLi + €. (7.5)

Aca Y; representa el valor agregado de la empresa medido en millones de soles, K; a
los activos fijos de la empresa en millones de soles y L; al nimero de trabajadores en
millones de personas. Recordemos que el test de White tiene como objetivo analizar
si se presenta el problema de heterocedasticidad, i.e., la varianza de los errores no es

constante en las observaciones:
Var(e¢;) # 0%, V1<i<n.

Usando la regresion de la ecuacién (7.5), el test de White consiste en efectuar los

siguientes pasos:

1. Se estima la regresion

Y = Bo + 51K + BoLi + €,

~

via MCO, y se obtienen los errores estimados ¢; = (Y; — Y;).
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A~

Luego, se elevan al cuadrado: é7 = (V; — Y;)%

Se efectia la regresion de estos errores al cuadrado versus las variables explicativas
iniciales, sus interacciones, y sus cuadrados. Para este modelo, dicha regresion
serfa:

éZQ = g + Olei + OézLi + OégKiLi + Oé4Ki2 + CE5LZ2 + Ui, (76)

donde wu; es un término de error, aleatorio y bien comportado. Se estima (7.6) via

MCO y se obtiene el R?.

Se define el estadistico nR?, con n el nimero de observaciones. Este, sigue una
distribucién x?(q), con ¢ el nimero de términos en la regresién (sin contar la

constante). En este caso, ¢ = 5.

Planteamos la hipdtesis nula Hy : los errores no presentan el problema de

heterocedasticidad.

Si nR? > x?__(q), se rechaza la Hy. Caso contrario, se acepta. Acd « es la

significancia.

La siguiente tabla resume el examen estadistico necesario para obtener la informacién

requerida:

White's test for Ho: homoskedasticity
against Ha: unrestricted heteroskedasticity

chi2(5) = 58.17
Prob > chi2z = 0.0000

Cameron & Trivedi's decomposition of IM-test

Source chi2 df p
Heteroskedasticity 58.17 5 ©.0000
Skewness 16.02 2 0.0003
Kurtosis 7.23 1 0.0072
Total 81.42 8 0.0000

Figura 7.3 Test de White via Stata.

Con estos datos, es ahora posible graficar el examen estadistico:
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A
Densidad

Se acepta H

2
)
X“(5) nR? = 58.2 > 58.17

Se rechaza H, —_—
N | En este modelo
Y; = By + B1K; + BoL; + u;

Coalg=5) v Ry

tebrico

~ 58.17

Figura 7.4 Grafica del examen estadistico.

A partir de esta informacion y los siguientes resultados, es posible concluir sobre la

heterocedasticidad.

. reg resid2 K L K2 L2 KL

Source SS df MS Number of obs = 733
F(5, 727) = 12.53

Model 43,779011 5 8.7558022 Prob > F = 09.0000
Residual 507.834927 727 .698534976 R-squared B 0.8794
Adj R-squared = 0.8730

Total 551.613938 732 .75357@954 Root MSE = .83578
resid2 Coef. Std. Err. it P>t [95% Conf. Interval]
K -1.829969 .3402904 -5.38 0.000 -2.498038 -1.161899

L .6620759 .3920022 1.69 0.092 -.1075156 1.431667

K2 .0677918 .013448 5.04 0.000 .0413901 .0941934

L2 .0652812 .0249826 2.61 0.009 .0162346 .1143279

KL -.0840858 .0320042 -2.63 9.009 -.1469174 -.8212541
_cons 13.9769 2.266904 6.17 0.000 9.526437 18.42735

Figura 7.5 Regresién para los 42.

Supongamos ahora que, hay presencia de heterocedasticidad en el modelo (no

necesariamente en el conjunto de datos anterior). Concretamente, Var(¢;) = cL?, ¢ > 0.

Luego,
or 0 0 ck? 0 -+ 0
0 o2 -+ 0 0 cL2 -+ 0
E - -2 - . . 2
0 0

0O .- ... 012\/ 0o .- ... CL%/
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Factorizando la constante ¢

L% 0 0
0 L% 0
=c _ = cf)
0
0 L?V

Recordemos ahora que, debido a que Q es simétrica (por la descomposicién de
Cholesky),
Q=vVvT

Dada la presencia de términos nulos en todas las entradas de la matriz a excepcién

de la diagonal, es posible identificar que dicha matriz V' estara definida de la siguiente

manera
Ly 0 - 0
0 Ly --- 0
0
0 Ly
Asimismo?,
1/Ly 0 0
: 0
0 1/Ly
En efecto,
/L2 0 0
2
ppT _ p?_ 0 1/L3 0
: 0
0 cee e 1)L

2De manera general, si D € My es una matriz diagonal D = (a11, a2, ...,ann), si ¥ i: ag; # 0,

D1 = (a1_11a a2_21, - a;ﬁv).
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y
1/L§ 0 0
0o 1/L3 --- 0
9) _ /_2 = Iy.
0
0 1/L?V

De este modo, la matriz P cumple la propiedad deseada, i.e. : PPT = Q~!. Ejecutemos

ahora la transformacion del modelo

Y*=PY
X*=PX =P[1,K, L]

€ = Pe.
Calculamos
YL 0 - 0\ (v Yi/Ly
0 1L, - 0 |[|¥W Ys/Ly
Y*: . . . = .
0 :
0 - - 1/Ly) \Yw Yn/Ly
1)Ly 0 - 0 1 K L
o | 0 Wm0 LK L
0 ]-/LN NaN 1 KN LN Nxs
1/L, K./L 1
1/L, Ky/L, 1
/Ly Ky/Ly 1)
]./L1 0 0 €1 61/L1
X 0 ]_/LQ 0 €9 EQ/LQ
€ = —
. . 0 .

0 oo oo 1/Ly en en/Ln
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El nuevo modelo tendria entonces la siguiente formulacion

Y= ﬁoLfl + B1(K;/L;) + Pa + €
yi = BoLy " + Biki + B2 + €.

La transformacion del modelo permite corregir el problema de heterocedasticidad. En

efecto,

; 1 L?
Var(ef) = Var (Z—Z) = ﬁ\/ar(ei) = CL_g =c,V1<i<N.

i
Ahora, el nuevo modelo, que consiste en una transformacién de escala a una funcién
de produccion lineal Y = fy + 51K + 5oL + u, expresa el producto medio en funcién
del ratio capital-trabajo. Este ratio es de sumo interés pues define la proporcién del
trabajo destinada al uso del stock de capital (maquinaria, etc.). En otras palabras,
define la asignacién entre los factores de producciéon. Como los parametros iniciales
['s deben ser positivos (las funciones de produccién son céncavas crecientes), el factor
1/L indica como el producto medio se incrementa cada vez menos conforme el factor
trabajo aumenta®. Esto confirma de cierta forma las condiciones de Inada*, supuesto

clave sobre la funcion de produccién neoclésica en los modelos de crecimiento.

3 La funcién f(L) =1/L, L >0 f: R, — R, es decreciente en L.
4 Véase la definicién en (Barro and Martin, 2003).



Capitulo 8
Autocorrelacion serial

El problema de una varianza no constante en los errores ya fue abordado en el
capitulo anterior. Sin embargo, se precis6 que en dicho caso, la matriz de varianza y
covarianzas toma la forma ¥ = diag[o?, ..., 02]. Esto a su vez implica que Cov(e;, €;) =
0, i # j. En este capitulo, nos interesemos en el caso en el que los datos provienen de
una serie de tiempo. Esto es, una sucesiéon de datos medidos en ciertos momentos y
ordenados cronolégicamente. Usualmente, una serie de tiempo se denota de la siguiente

forma

{X;: t €ty, T]}.

Recordemos que uno de los supuestos del modelo de regresién lineal es que los
errores no tienen autocorrelacion serial, es decir, no existe correlacién entre los errores

de diferentes periodos de tiempo.

Definicion 8.0.1. La autocorrelacion serial se da cuando los errores en el tiempo ¢ no

tienen covarianza nula con los errores de tiempos pasados. Esto es

COV(Et, Etfl) = E[ﬁtﬁtfl] — E[Et]E[Etfl] 7é 0.
=0
Como es costumbre, la primera pregunta que surge en estos casos (a la hora de
levantar un supuesto del modelo k—lineal) es qué es lo que origina el problema. En el

caso de la auto-correlacion serial, esta puede tener como origen lo siguiente:
» La omisién de variables relevantes en el modelo.
» La existencia de ciclos o tendencias.

145
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= Presencia de relaciones no lineales.
= Uso de modelos autoregresivos (la variable dependiente, depende de sus rezagos).

Ahora, la segunda interrogante natural es jqué implica la autocorrelacion? El estimador

[ sigue siendo insesgado, pero deja de ser eficiente:

_02 021 O'Tl-
2
Var(e) = E[e?] = |7 7 (8.1)
-o'lT ... DY 0'2-

Note que en (8.1) se ha asumido homocedasticidad.

La hoja de ruta es la siguiente. En este capitulo se estudiaran esencialmente dos tipos
de modelos en los cuales la matriz de varianzas y covarianzas toma la forma de (8.1).
Luego, se presentaran los contrastes de autocorrelacion mas usados. Finalmente, se

brindaran ejemplos, asi como métodos correctivos.

8.1. Modelo autorregresivo AR

En general, la correlaciéon entre momentos diferentes del tiempo no se limita a
dos periodos sucesivos, sino que se mantiene para cualquier distancia entre esos dos
momentos del tiempo. Esto se conoce como Modelo Autorregresivo (de orden p) o

AR(p).

€ = Q1641 + Pa€p—o + -+ Pper_p + Uy
P
= us + Z Pj€r—;
j=1

con u; ~ N(0,02). El modelo AR(1) es un caso particular que tiene la forma
€ = P€—1 -+ Uy , Up ~ N(0,0’i) y ‘p‘ < 1.

En particular, cuando ¢t — oo,

o0

t
€t = E plut,i - tli)m €t = E plut,i.
00
1=0 i=0
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Ahora, el valor esperado del error ¢; es igual a cero:

t t
Z PiUt—i] = Z PiE[Ut—i] =0
i=0 i=0

Por otro lado, la varianza converge a 17—

t
Var(e;) = tliglo Var <Z pz’ut_i>

Finalmente, la covarianza de ¢; con €;_g,

Elecei1] = E[(per—1 + we)er—1]
= Elpe;_y + ures-1]

= pE[e/_1] + Elurer1]
2

o
= pV. _1l = )
pVar[e, 1] T
Usando que Cov(es, 6_5) = Elesers] y
s—1
€ = P €—s + Z P U,
i=0

se tiene que

Cov(e, €g) =

<pqs+§:pmz> s]

i
€t—s E puti]
i=0

=E [pse?_s} +E

Se ha considerado que t — s — oo. En efecto,

s—1 s—1
B zpiuti] .
i=0 i=0
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Asi,
1 o PP pT1
p 1
o2
Var(e) = 0°Q = s 02 : (8.2)
P
_pT_l o e PPN p 1 i

Las expresiones obtenidas previamente son aproximaciones. En efecto, la dimension
de la matriz (8.2) es T'x T'. Sin embargo, en los célculos anteriores, se ha asumido que

T — 0.

8.2. Modelo de medias méviles M A

El modelo de medias moviles de orden ¢ tiene la siguiente estructura

q
€ = U + E 0wy
i=1

donde los 6; son los parametros del modelo, y u;_; son términos de error. Los modelos
de media movil o de memoria finita solo mantienen la correlaciéon entre periodos de

tiempo determinados. En un modelo de medias méviles de orden 1,
€ = U + Qut,l , Ug ~ N(O,O’Z).

A diferencia de un proceso AR(1), no se necesita imponer supuesto alguno sobre el

coeficiente asociado a los errores rezagados'. Por un lado,
Ele:] = Elus + Oup—y] = Efug) + 0E[us—1] = 0.
Por otro lado, la varianza es igual a

Ele}] = E[(u¢ + Oup—1)?]
= E[u?] + 20 Eluu;_1] +0* E[u? |]
0 (ut)
= =Var(u¢

=o*(1+6?).

'Recordemos que |p| < 1.
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Por induccién, es posible probar que E[ee; 1] = 0% y Elee,—;] =0,V j > 2. Asi,

[1+02 0 0 - 0

0  1+6> 0

Var(e) = Elec’ | = a? | 0 0 1462
0
I 0 2 1+92_

8.3. Contrastes estadisticos de

deteccion

Ya habiendo trabajado los dos modelos representativos del problema de la
autocorrelacion serial, presentamos los contrastes estadisticos, enfocandonos en los
modelos autorregresivos. En efecto, los contrastes que realizaremos, nos permitiran
identificar la presencia de un comportamiento autorregresivo AR(p) o de medias

méviles M A(q)?. Esencialmente, se cuentan con las siguientes pruebas:
= Durbin-Watson.
= [jung-Bonx.
= Breusch-Godfrey.

A continuacién, usaremos la notacion T' = n.

Definicién 8.3.1. Durbin Watson. El test de Durbin Watson (Durbin and Watson,
1950) pone a prueba la existencia de un comportamiento autorregresivo de los errores

de orden 1. Es decir, evidencia un AR(1).
€ = per_1 +uy , u ~ N(0,07%).

En este test Hy : p = 0y Hy : p # 0, |p]| < 1. En caso p > 0, se dice que la

autocorrelacion es positiva. Caso contrario, es negativa.

2En general estos modelos son més complejos dado que los errores son no observables.
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Luego, el estadistico de Durbin-Watson (DW) es

DW = Z?:z(ei — €2t—1)2
Zt:l €t
D oro(€ =266 1 4 € )

Z?:l E?

2 2 n 2
€~ En T 2061
=1-2r+ L ==
Zt:1€t
2

~2(1—r)=d.

€

=12 41— ="

P

Acd ¢ = % A partir del valor del estadistico d, se contrasta la hipétesis nula
t=2"t

usando la siguiente tabla.

Hipdtesis nula Si Decisién

No hay autocorrelacién positiva 0<d<dy Rechazar
No hay autocorrelacién positiva dr <d <dy Sin decision

No hay correlacion negativa 4—dp<d<4 Rechazar

No hay correlacién negativa 4 —dy <d<4—dg | Sin decisién

No hay autocorrelaciéon dy <d<4—dy No rechazar

Los valores d;, v dy dependen de n y el numero de regresores. Ahora bien, las

principales limitaciones del contraste Durbin-Watson son:

= Sélo es valido para la autocorrelacion de la perturbacién autorregresiva de orden

L.
= Requiere n > 15.
» Presenta zonas (rango de valores para d) de indeterminacién.

Definicién 8.3.2. Ljung-Box. Este test (Ljung and Box, 1978) utiliza el coeficiente
de correlaciéon simple y sélo puede ser aplicado cuando el conjunto de variables
explicativas son todas exogenas. La hipdtesis nula es que no existe autocorrelacién

serial. El estadistico Ljung-Box es

Q=n(n+2)Y —F~ ()

i=1
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con ,
(2
_ Zt:Z €t€t—1

Zi:2 6%

Usualmente el niimero de rezagos r ~ n/4 y se rechaza la hipétesis nula si Q > x?__(r).

Pi

Definicién 8.3.3. Breusch-Godfrey. A diferencia del contraste anterior (Ljun-Box),
el test de Breusch-Godfrey (Godfrey, 1978) permite contrastar que los errores siguen

un comportamiento autorregresivo de orden p o de media movil de orden gq.
» Primero, se estima el modelo® Y, = By + $1.X; + 327, + €.
» Se plantea ¢ = oy Xy + aoZy + Y 0| pi€r—i + Uy

= Al estimar el modelo para Y;, se obtienen los ¢; y se efectiia la regresién

p
& = aXy +aZ; + Zpigt—i + uy.

=1
= Se obtiene el R?. Luego, (n — p)R% ~ x%(p), vy se efectia el test de hipStesis nula

Hy : p; = 0 usando dicho estadistico.

Antes de concluir con los aspectos tedricos y proceder con algunos ejemplos,
se presentan una serie de metodologias que permiten corregir los problemas de

autocorrelacion serial. En concreto:

= Tomar primeras diferencias.
s Usar el método iterativo de Cochrane-Orcutt.

= Aplicar Minimos Cuadrados Generalizados.

8.4. Meétodos correctivos

Definicién 8.4.1. Primeras diferencias. Se plantea
Vi =Y = Bi(Xe — Xio1) + (& — €-1),

ie.,

AY, = B1AX + &

donde A es el operador de diferencias.

3Usamos uno con dos regresores por simplicidad.
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El método de primeras diferencias se aplica (o se suele aplicar) cuando la correlacién

excede 0.8.

Definicién 8.4.2. Método iterativo de Cochrane-Orcutt. De manera algoritmica,

el método iterativo de Cochrane-Orcutt consiste en lo siguiente.

Se estima el modelo original via MCO.

= Se guardan los residuos & y se corre la regresion €, = pé;,_1 + u;. (Esto se puede

generalizar al caso AR(p).
= Se obtiene el estimado de p.

= Usar el parametro p estimado para transformar las variables y estimar el nuevo

modelo por MCO.

= Estas iteraciones se deben repetir hasta un nivel de convergencia considerado de

antemano. Inicialmente p = 0

La transformacién de las variables es la siguiente

Z/{tk =Yt — PYi—1
JJZ =Tt — Pl

yi = Po(1 = p) + By + ue.
El procedimiento se repite hasta que (comtinmente)
= |pt = p T <1077,
= |5 — BT <107
e - e <10
En este contexto, ¢ denota la iteracién.

A continuacién, veamos cudl es el estimador de MCOG para los casos estudiados

en este capitulo.
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Definicién 8.4.3. MCOG.
Buce = (XTQ'X) ' XTQ Y

donde (para un AR(1))

1 o p? pT-1
p
Q= 2
p
_pT_l N [N p 1 i

Si se conoce el valor de p, es posible calcular 27!, En dicho caso,
Var(Buce) = o2(XTQ71 X)L
Si p es desconocido, usualmente se usa el estimador

Y ébi
= = U1
Zt:Q 5?

A continuacién, brindamos un ejemplo que integra los conceptos abordados a lo

r

largo de este capitulo.

Ejemplo 8.1. Se trata de estimar el efecto traspaso del tipo de cambio al nivel de

precios con el siguiente modelo:
InP,=a+ BInE, + ¢, (8.3)

donde g, ~ N(0,0%) y Cov(es, e11) = 0 para k # 0. Se decide tomar la cuarta diferencia
a esta ecuacién para expresar el modelo en diferencias porcentuales anuales. La variable

endogena se transforma de la siguiente manera:
AnP,=InP, —InP,_4
con lo que el modelo se simplifica a:

AlnP,=AlnE, +u

Ut = E¢ — Et—4-
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Se asume una muestra de 11 observaciones trimestrales para las variables. El modelo

en diferencias presenta autocorrelacion serial, veamos esto a continuacién. Primero,

Cov(ug, ur—i) = E[(uy — Elwg]) (wi—iy — E[ur—g])]

= E[utut,k].
E[u:] = E[e; — €1-4] = Elet] —E[et—4) =0—-0=0.
Analicemos caso por caso, para k=0, 1,2,3,4...
m k=0,1>4:

Cov(ug, ug—x) = Cov(ug, ur)
= Elu}]
= Var(uy) — E[u]?

= Var(e; — g,_4) — 0%

Ahora, recordemos que Var(X —Y') = Var(X) + Var(Y) — 2Cov(X,Y), X, Y dos

variables aleatorias. Entonces,
Var(e; — &;_4) = Var(g;) + Var(e;_4) — 2Cov(es, e1_4) = 0> + 0> — 0.
Asi, Cov(ug, us_p) = 202
s k=1,t>5:
Cov(ug, up—1) = Elugui—1] = E[(er — e1-4)(e1-1 — €1-5)]-
Expandiendo el producto y aplicando la linealidad del valor esperado, se obtiene
Cov(ug, us—1) = Elerer—1] — Eler—aei—1] — E[erer—s] + Eler—aei—5)-
Esto es igual a 0 pues Cov(es,e4—x) = 0 para k # 0.
= k=2 t>6, andlogamente

Cov(ug, ug_o) = Elusuy_o

= E[(gt - 5t74>(5t72 - 5t76)]
= Eleies—2] — Elei—aei—o] — Elerer—6] + Eles_aei—6]
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s k=3,t>T:

COV(Ut, Ut,3) = E[utut,g]
= E[(&t - 5t74)(5t73 - 51%7)]
= Eleies—3] — Eler—aes—s] — Eleer—7] + Eles_aei—7]

m k=4,1t>8:

Covuy, uy—y) = Elugus_4]
= E[(er — e1-a)(Et-1 — €1-8)]
= Eleier—a] — Eler_sei—4] — Elerer_s] + Elei_aet—s
= —Ele}_]

- —0'2.

Para un trimestre, con 11 — (r — 1) observaciones (r = 4 en este modelo), tendremos:

202 0 0 0 —o%2 0
0 202 0 0 0 —o?

8x8

Si deseamos extender el andlisis a un ano (4 trimestres), la matriz preserva la misma
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estructura:
202 0 0 0 —0o? 0 0
0 20% 0 0 0 0
0 0 0 0 0
v 0 0 0 0 0 0 —o?

T—-3xT-3
El test de Durbin-Watson, dada su sencillez, es de gran utilidad a la hora de analizar
procesos AR(1), i.e.,

Ut = pUt—1 + €,

siendo €; un error idiosincrasico. No obstante, en este tipo de modelos,

Cov(ugus—1) = Elugus_q]
= E[(pus—1 + &¢)us1]
= E[pui_; + spus_1]
= pE[u} ] + Elesus_1]
= pE[u;_,]
= pVar(ui_,) # 0.

En este modelo Cov(uu;—1) = 0. Por ende, no es oportuno aplicar el test de Durbin-
Watson. Queda por analizar el test Llung-Box y el test Breusch-Godfrey. Recordemos

las siguientes caracteristicas:

» Llung-Box: el numero de rezagos a testear debe ser aproximadamente N/4
(no mds). Proporciona la existencia de un AR(p) o MA(q), pero, no da
necesariamente el orden. Sin embargo, nos permite ver la autocorrelacién (normal

y parcial), analizando entonces el grado de correlacién.

» Breusch-Godfrey: analizar el estadistico (N — p)R? el R? proviniendo de la
regresion donde u; es la variable dependiente. Este examen estadistico si nos

permite encontrar el orden de los rezagos.
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Volviendo a nuestro modelo, para un trimestre, si se cuenta unicamente con 8§
observaciones, el test de Llung-Box no seria relevante dado que solo podriamos testear
2 rezagos y, ciertamente, la covarianza de los errores no es igual a cero en errores con
cuatro unidades de diferencia temporal. Es por ello que el test de Breusch-Godfrey seria
el mas apropiado. Le sigue sin embargo el Llung-Box, puesto que el Durbin-Watson,

no solo requiere mas de 15 observaciones, pero ademas, restringe el estudio al modelo

AR(1).

Ejemplo 8.2. A partir de la especificaciéon Cobb-Douglas Y = F(K,L) = K“L", se
plantea el modelo
Y, = AK{ L™,
donde a; es un error aleatorio. Luego, sacando logaritmos y usando al notacién
z; = In X;:
Yy = ¢+ Prly + Boky + ay.

Primero, estimamos el modelo via MCO. Se resuelve

-1

é 1 -1 1 4 Ky 1 -1 n
Al=1l6 - o] & 0 6|
By ki - ko) \1 ¢, K, ki oo k) \yn

Luego, a partir de esta estimacion, se computan
e =y — G =y — (C+ Buly + Boky).
Enseguida, se estima p en la regresion
a; = paz_1 + &¢.
A partir de p, se efectiian los cambios de variable

yf =Y — PYi—1
0=ty — plyy
Ky =k — i
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Se repiten los pasos (j veces) hasta que, eventualmente,”

|65 = pj1| <1077
18; = Bjal| < 107°

n n

@y =@y <10

t=1 t=1

Ejemplo 8.3. Consideremos el siguiente modelo de regresion lineal que relaciona el

consumo (Y;) con el PIB (X}):
Yi = fo+ 5iXe + & (8.4)

A partir de los datos observados, la estimacién por Minimos Cuadrados Ordinarios

(MCO) genera los siguientes residuos ;: A continuacion, se presentan los célculos para

t 1/;5 Xt Et

1 22 3 463
2 15 1 321
3 8 2 -6.38
4 6 0 -3

5 3 -2 -042
6 2 -3 1.37
7T 7 -1 079

Cuadro 8.1 Valores observados y residuos

el contraste de autocorrelacion: Aplicamos el estadistico de Durbin-Watson:

4Usualmente, se utiliza una de las siguientes normas || - ||: dado = = (z1, ..., 74) € R?

d
llalla = \| D a?
i=1

d
lzlls = 3 ]
i=1

ol = i {li}.
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t £t e a1 (a—e1) (e —e1)?
1 4.63 21.44 - - -

2 321 1030 4.63  -1.42 2.01

3 -6.598 48.30 3.21 -9.79 95.84

4 -3 9.00 -6.58 3.58 12.82

) -0.42  0.18 -3 2.58 6.66

6 137 1.88 -042  1.79 3.20

7 0.799 0.62 1.37 -0.58 0.34

Total 87.21 120.87

Cuadro 8.2 Calculos para el test de autocorrelacion

d — Zthz(gt —&1)? _ 120,87
ST e 87,21

=1,39. (8.5)
Los valores criticos del test de Durbin-Watson son:

dr, = 0,6996,
dy = 1,3564.

Dado que dy < d < 4 — dy, concluimos que no hay evidencia suficiente para rechazar

la hipotesis nula de ausencia de autocorrelacion en los residuos del modelo.

Ejemplo 8.4. Consideremos el siguiente modelo de regresion lineal:
Yi = B0+ b1 Xi + & (8.6)

donde Y; representa el nimero de accidentes y X; el nimero de coches matriculados,
indexados segun el anio. A partir de los datos observados, se estima la siguiente ecuacion
de regresion:

Y, = Bo + i X, (8.7)

con los coeficientes estimados:

By = 2,5676, B = 0,0494
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A~

X, Y Y & g2 g1 (sp—e&i1)?
510 25 25.83 -0.83 0.69 - -
520 27 26.36 0.64 0.41 -0.83 2.15
528 28 26.79 121 146 0.64 0.32
540 32 2742 458 21.00 1.21 11.32
590 33 30.09 291 847 4.58 2.79
650 36 33.32 2.68 7.17 291 0.05
700 38 3598 2.02 4.08 2.68 0.44
760 40 38.98 1.02 1.04 202 1.00
800 41 41.14 -0.14 0.02 1.02 1.34
870 45 4486 0.14 0.02 -0.14 0.08

Cuadro 8.3 Calculos de residuos y diferencias

Recordemos que el estadistico de Durbin-Watson se calcula como:

d

Sl —a)® 1871

T
thl £t

Los valores criticos para n = 10 y k = 1 son aproximadamente:

dr, = 0,88,
dy = 1,54.

20,51

= 0,8228/

(8.8)

Dado que d < dj, hay evidencia de autocorrelacion positiva en los residuos del modelo.
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Endogeneidad

El anélisis de datos con regresores enddgenos (variables explicativas observables
correlacionadas con términos de error no observables) es, probablemente una de
las contribuciones més importantes de la econometria a la estadistica. Si bien la
endogeneidad puede surgir de distintas fuentes, como regresores con error de medida,
seleccion muestral, efecto tratamiento heterogéneo, etc. el término aparecio inicialmente
en el contexto de ecuaciones simultédneas (por ejemplo, ecuaciones de oferta y demanda).
En este capitulo nos concentraremos en el caso en que existe una ecuacién lineal de
interés, llamada la ecuacion estructural, y alguno de los regresores esta correlacionado
con el término de error. Una referencia cldsica y completa para este tema es (Angrist

and Pischke, 2009).

9.1. Variables Instrumentales

Considere el siguiente modelo lineal: Y = X 4 € donde (X,Y’) representa una
observacién de dimensién (1x (k+1)), 8 es un vector de parametros y € es un término de
error no observable. El supuesto de identificacion fundamental de Minimos Cuadrados
Ordinarios es que las variables explicativas no estén correlacionadas con el término de
error, esto es: E(XTe) = 0. Note que el pardametro poblacional 3 puede ser expresado
en momentos de las variables observables explotando el supuesto recién presentado:
XTY = XTX B+ XTe. Tomando valor esperado tenemos que: = E[XT X]'E[XTY].
Dado que (X,Y’) es observable, 3 es identificado. Recordemos que el principio de la

analogia para escoger un estimador dice que transformemos los momentos poblacionales

161
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en momentos muestrales. Haciendo eso, obtenemos el estimador MCO:

-1
. 1< 1 &

= =D x'Xx; =3 XY ) = (X"X)' XY,
BMCO <n a 3 ) (n pa 7 > ( )

Un ejemplo clésico de endogeneidad es el caso de la relacién entre educacion y salario,
donde la habilidad no observada esta correlacionada con la educacion, sesgando asi los

estimadores de MCO. Veamos esto a detalle en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.1. En la literatura econémica, es comiin analizar la relacion entre educacién
y salario. Sin embargo, uno de los desafios principales en esta estimacion es la
endogeneidad. La habilidad innata de los individuos, que no es observable, puede estar
correlacionada tanto con la educacién como con el salario, generando un sesgo en las

estimaciones. Consideremos el siguiente modelo de salario:
ln(w,) = Bo —|— 511‘1' —|— €; (91)

donde In(w;) es el logaritmo del salario del individuo 4, z; es el nivel de educacién del
individuo i y ¢; es el término de error. Si la habilidad (A;) estd correlacionada con la

educacién y afecta directamente el salario, podemos expresar el salario como:
In(w;) = Bo + Bras + vA; + u (9.2)

donde u; es el nuevo término de error. Si A; no se incluye en el modelo y esta
correlacionada con x;, entonces x; estda enddgena y la estimacién de [y estara sesgada.

Para demostrar este sesgo, partimos del modelo estimado:
In(w;) = By + v + € (9.3)

donde ¢; = vA; + u;. El estimador de minimos cuadrados ordinarios (MCO) de ; es:

o Sulei = 7)(n(wy) — In(w)

Sustituyendo In(w;) en el numerador:
n 2@ —T)(Bo + iz + yAi + u; — In(w))
B = S (1, 7)2 : (9.5)
Separando los términos,
5 (i — ) (A + u

2w = 7)?
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El término % es cero en promedio, ya que u; es ruido blanco no correlacionado
i\ L1

. . (zi—T)vA; . , .

con x;. Sin embargo, el término % no es cero si x; y A; estan correlacionados.
7 1

Por lo tanto, podemos escribir

A > i@ —T)A;
SRR R

representa la correlacion entre la educacién y la habilidad. Si

(9.7)

2i(@i—T)A;
> oi(zi—7)?

esta correlacién es positiva (lo cual es comin, ya que individuos con mayor habilidad

El término

innata tienden a obtener méas educacién), entonces el estimador Bl estard sesgado hacia
arriba.

De este modo, la estimacién de f; en el modelo (9.3) estara sesgada si la habilidad
innata A; esta correlacionada con la educacion x;. Este sesgo surge porque la habilidad
no observada, que afecta tanto a la educacién como al salario, no se incluye en el modelo,
lo que lleva a una correlacion entre el término de error ¢; y la variable explicativa x;.

Para corregir este sesgo, es necesario utilizar métodos econométricos como las
variables instrumentales, que permiten aislar la variacion exdgena en la educacién que

no esta correlacionada con la habilidad innata. Veremos esto a continuacion.

Cuando se viola el supuesto de exogeneidad de las variables explicativas con respecto
al término de error, las variables X incluyen un subconjunto de variables que son
enddgenas, lo que significa que: E(XT¢) # 0. Esto genera un problema de identificacién.
No es posible encontrar una expresion del parametro poblacional # en funcion de
momentos poblacionales de variables observables a no ser que contemos con otro set de
variables Z que cumpla las siguientes condiciones: E[Z7¢] = 0y E[ZT X| # 0. Note que
implicitamente estamos asumiendo que el producto Z7 X es realizable. Con esta nueva
variable podemos proceder de la misma manera que lo hicimos para MCO. Podemos
pre-multiplicar la ecuacién estructural por Z7 y obtener un sistema de ecuaciones:
ZTY = ZTXpB + Z%Te y por lo tanto obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
E[ZTX]3 = E[ZTY] donde E[ZT X] es de orden K x K y E[ZTY] es de orden K x 1.
Por lo tanto, la ecuacion representa un sistema de K ecuaciones con K incognitas dadas
por B, Ba, ..., B . Este sistema tiene solucién tinica si la matriz E[ZT X] es invertible, lo
cual sucede si el rango de esta es completo e igual a K. Luego, si tenemos una muestra
aleatoria (Y;, X;, Z;) y siguiendo el principio de la analogia, tendremos que el estimador

de variables instrumentales estd dado por:
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—1
. 1 & 1 &
==Y 7'x, =371y, | =(Z2"X)"' 2"y,
/BIV (n v i > (n pa Q ) ( )

Cuando buscamos instrumentos para una variable endégena, los supuestos E[Z7¢] =
0 (exogeneidad') y E[ZTX] # 0 (relevancia®.) son igualmente importantes para
identificar 3. Sin embargo, hay una diferencia, el supuesto E[Z7¢] = 0 no puede ser
testeado. La razon de esto es simple: no observamos €, por lo que no podemos realizar
un test que involucre e. Por otra parte, el supuesto E[Z7X] # 0 puede y debe ser
testeado. Mas adelante veremos que es relativamente sencillo hacerlo y no requiere mas
instrumental que un test-t o F'. Cuando la correlacién de las variables instrumentales
con las enddgenas es pequena se dice que estamos en presencia de instrumentos débiles.

El método de variables instrumentales se implementa en dos etapas. Primero, se
realiza una regresiéon de X; sobre Z; y se guardan los valores predichos X;. Luego, se
usa XZ en vez de X; enY; = By + 51Xi + €.

A continuacién un ejemplo de variable instrumental.

Ejemplo 9.2. Se cuenta con una muestra de nifios y ninas entre dos y cinco afios a
nivel nacional y se quiere predecir en qué medida el estado nutricional de ellos y ellas

influye en sus habilidades cognitivas. Asi, se plantea la siguiente ecuacion:

vocabulario; = dp + dnutricion; + dqedad; + dsmujer;

+ d4nse; + dsurbano; + ¢; (9.8)

1. vocabulario; representa las habilidades cognitivas medidas a través del vocabula-

rio del nino <.

2. nutricién; se refiere al estado nutricional del nino i, medido a través de la talla

para la edad.
3. edad; es la edad del nino <.

4. mujer,; es una variable indicadora que toma el valor de 1 si el nino 7 es una nina,

y 0 si es un nino.

LCov(Z,e) =0
2Cov(X, Z) # 0.
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5. nse; representa el nivel socioeconémico del hogar del nino <.

6. urbano; es una variable indicadora que toma el valor de 1 si el nino ¢ vive en una

zona urbana, y 0 si vive en una zona rural.

7. €; es el término de error.

En este caso, tenemos que la variable nutricion, que hace referencia a la talla para la
edad, serfa una variable endégena que estaria correlacionada con el término de error.
Una variable que podriamos usar como instrumento para este modelo es el estado
nutricional de la madre, medido a partir de la talla de la misma. Seria una variable que
estd fuertemente correlacionada con el estado nutricional de los nifios y ninas pero no

con el término de error asociado a las habilidades cognitivas de los ninos y ninas.

Las variables instrumentales han surgido como una técnica importante en trabajos
de investigacion para corregir problemas de endogeneidad. Por ejemplo, (Angrist and
Krueger, 1991b) utilizan el «quarter of birth» como instrumento de la educacién para
estudiar el retorno de la educacion. Este instrumento se basa en la asignacion aleatoria
de las fechas de nacimiento y su influencia en la edad minima para abandonar la escuela,
lo que afecta los niveles educativos alcanzados, pero no tiene un impacto directo en los
salarios mas alld de su efecto en la educacién. Este diseno asegura tanto la validez del
instrumento (no correlacién con factores no observables como habilidad innata) como
su relevancia (fuerte correlacién con la educacién debido a las politicas escolares). De
manera similar, (Angrist, 1990b) emplean el «draft number» de la loteria para servir en
la guerra de Vietnam como instrumento para la participacion en la guerra. Los niimeros
de loteria asignados al azar aseguran la exogeneidad del instrumento, mientras que su
asociacion directa con la probabilidad de servir en la guerra garantiza su relevancia.

Otro ejemplo clasico es el de (Card, 1995). Es este articulo, los autores usan la
proximidad a una universidad como instrumento para la educaciéon de una persona.
La proximidad a una universidad esta correlacionada con mayores niveles educativos
debido a los menores costos de transporte, pero no afecta directamente los ingresos
méas alld de su impacto en la educacion, siempre que las caracteristicas del lugar de
residencia no influyan en los resultados laborales. Asimismo, (Frankel and Romer,
1999) emplean la proximidad geografica a otros paises y el tamano del pais como

instrumentos del comercio internacional para estudiar su impacto en el PBI. La validez
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de este instrumento radica en que la proximidad y el tamano afectan el comercio pero no
estan correlacionados con otros factores no observables que puedan influir directamente
en el PBI. Ademds, su relevancia se verifica a través de la fuerte correlaciéon con los
niveles de comercio.

Estos ejemplos ilustran la importancia de seleccionar instrumentos que cumplan con
los dos requisitos fundamentales: validez, definida como la ausencia de correlacién entre
los instrumentos y el término de error del modelo estructural; y relevancia, entendida
como una correlacién suficientemente fuerte entre los instrumentos y las variables
explicativas endégenas. Es crucial realizar pruebas empiricas, como el estadistico F
en la primera etapa, para descartar instrumentos débiles, y test de sobreidentificacién
como el de Sargan (Sargan, 1958) o Hansen (Hansen, 1982a) para validar la
independencia de los instrumentos respecto al término de error (volveremos a esto
méas adelante en este capitulo). Estos elementos destacan cémo el diseno cuidadoso
de instrumentos basados en contexto historico, geografico o politico puede resolver
problemas de endogeneidad y proporcionar estimaciones mas fiables.

Antes de continuar con la siguiente seccién, discutamos acerca de la consistencia
del estimado IV. La consistencia de este estimador sigue principalmente de la ley de los
grandes nimeros. Note que podemos escribir el estimador de variables instrumentales
como sigue,

By = 1nZTX_11nZT
biv =B+ <ﬁ; ; Z) (ﬁ; Zez)

Luego, se deduce claramente que Plim BIV = . Ahora bien, podemos generar la
expresion cldsica ajustada por \/n:

Ja(3 AT W A R
(v —B) = (5 ; Z; XZ) (W > 7 ei> :
donde el primer término del lado derecho de la ecuacién convergerd a E[ZT X] = My
por la ley débil de los grandes niimeros y el segundo término converge en distribucion
a una normal por el Teorema Central del Limite
1

NG

donde Vy = E[¢2ZT Z]. Por lo tanto,

S ZFei 5 N(0, V),
i=1

V(B — B) 5 N (0, Mz Vo(Mz3)T) .
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9.2. Miuiltiples instrumentos 2SLS

Sea Z la matriz de instrumentos de orden n x L y X la matriz de variables
independientes de orden n x K. Cuando hay mas instrumentos que variables endégenas
(0 més de un instrumento para una variable enddgena), tenemos el caso sobre
identificado. Esto significa que tenemos maés ecuaciones que incognitas en nuestro
sistema. Es practicamente imposible encontrar una soluciéon que satisfaga todas las
ecuaciones, excepto en casos muy particulares.

Una manera ineficiente de resolver este problema es eliminar instrumentos,
igualando asi el orden de las matrices Z y X. Sin embargo, esto resulta en la pérdida
de informacion valiosa. Otra manera de resolver este problema es post-multiplicando
la matriz de instrumentos Z por otra matriz A de orden L x K. Luego, la matriz ZA
es de dimension n x K.

Explotando la condicién de identificacién E[Z7¢] = 0, tenemos:
ANZTY = ATZTXB+ AT Z e
Podemos identificar S tomando el valor esperado:
B =[EANZTX)|'E[ATZTY]

Siguiendo el principio de analogia, el estimador estda dado por:

-1
. 1 — ] —
= —§ AT ZT X, —§ AT ZTY, | = (ANTZT X)) TAT 7 Y.
/B (n Z Z) (n Z /L) ( )

i=1 i=1
El asunto por discutir es la matriz A. Esta puede ser desconocida, por lo que
necesitaremos un estimador de A. Suponiendo que tenemos un estimador de A dado
por A, el estimador generalizado de variables instrumentales (GIV) o de método de
momentos generalizado (GMM) estd dado por:
-1
A 1<~ 1<~ A A
==Y ANZI'Xx; =N ATZY | = (AT ZTX) AT ZTY.
o= (33w (13w ) =@

; n <
=1 1=1

Usualmente, A = (Z72)"'ZT X, que corresponde al estimador MCO de la regresién de

X sobre Z. Asi, el estimador de minimos cuadrados en dos etapas (2SLS) es:
Bosps = (XTZ2(ZT2) 2" X) ' XT72(Z7 2) " ZzTY
= (XTX)' Xy,
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donde X = Z(Z"Z)~'Z"X. El nombre de minimos cuadrados en dos etapas (2SLS)
proviene de la interpretacion de Theil (Theil, 1953) que muestra que el estimador se

puede obtener de la siguiente manera. Planteamos las regresiones lineales

X=7ZAN+u
Y =XB+e
Asi, se estima la primera etapa y se utilizan los valores estimados X = ZA =

Z(ZTZ)71ZT X en la segunda etapa. Luego, si

1
,/NZTG % N(0, Vp)

donde, Vo = E[e2Z1 7] y AL A, se puede demostrar que:
Vi(Berv — B) < N(0, [AT Myx] " ATVoA[AT MZL]T).

Esta expresién depende de A, Vy y Mzx. Aunque no se conozca A, podemos estimarla
como la proyecciéon ortogonal de X sobre Z y, en consecuencia, obtener la distribucién
asintética del estimador de 2SLS. Por la Ley de los Grandes Numeros, A 5 A=
[E(ZT2)'E(ZTX) = M, Myx.

Reemplazando A en la expresion anterior, obtenemos la varianza asintética del

estimador de 2SLS:
Vi(Bases — B) 5 N(0,02[ME ,Mz3 Mzx] ™).

Para estimar o2, definamos el residuo de 2SLS como é =Y — X BQSLS. El estimador de

o2 se define de la forma tradicional:

n

&QZnikZ@f.

i=1

Si € y Z no son independientes, pero E[ZT¢] = 0, se puede estimar consistentemente
la matriz de varianzas y covarianzas usando Ficker-Huber-White o Newey-West
dependiendo si los errores son autocorrelacionados, véase (Wooldridge, 2001).

El estimador de Eicker-Huber-White de la varianza asintdtica de BgSLS estd dado

por
n

Avar(fBasps) = (XTX)™ (Z gfz}zi> (XTX)~L.

i=1
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Desde el enfoque numérico, en Stata, usando el comando ivregress 2sls con la
opcion vce(robust) nos proporcionara los errores estandar de la matriz descrita
anteriormente. También se puede usar el comando ivreg2 con la opcién robust, véase

el Manual de Stata.

9.3. Método Generalizado de Momentos

Un estimador alternativo a 2SLS en presencia de endogeneidad y variables

instrumentales es el estimador de GMM. Definamos las condiciones de momento como
m(Z, X, 8) = Z7(Y - XB)

donde Z es una realizacion del vector de instrumentos de L x 1 y X es una realizacion
del vector de variables endégenas de K x 1. Suponiendo que L > K, tenemos un sistema
sobre identificado; véase (Rau, 2016). Dado el supuesto de identificacién E[ZT€] = 0,
tenemos que:

E[m(Z,X,B)] =0.
Luego, el valor esperado de cada condicion de momento es cero. Ademas, recordemos

que cada condicion de momento poblacional tiene su contraparte muestral dada por
1 < 1
Z,X,8) ==Y Z'Y -XB)=-Z"e.
m(Z.X,5) nZ( B) =27

El problema que tenemos es el usual: «la probabilidad de encontrar una solucién que
satisfaga las L (siendo que tenemos K incdgnitas) es casi 0» a menos que reduzcamos el
orden multiplicando por alguna matriz como se hizo en 2SLS. En el caso que L = K se
tiene un sistema exactamente identificado y la solucién esta dada por m(Z, X, 5) = 0,
con lo cual se obtiene la misma solucién que B v

Para el caso sobre-identificado, el estimador de GMM es aquel que minimiza la

siguiente forma cuadrética:
minm(Z, X, 5)"W"'m(Z, X, 6)

donde W~ es una matriz de L x L con lo cual el sistema es de K x K.
Se define el estimador de GMM eficiente (EGMM) como aquel que utiliza como

matriz de ponderacién:

W = Var(m(Z, X, B)) = B[22 Z] = V.


https://www.stata.com/manuals/u.pdf
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Por lo tanto, en el caso que W = Vj, tenemos que BGMM minimiza la siguiente expresion:
1
mgn —(Y = XB)'Z2vytZT(Y — XB)
n

luego,
Branm = [XT 2V 2T X X T2V 2Ty

Lo tnico que falta es un estimador consistente de V{. Bajo el supuesto de
heterocedasticidad, podemos usar el estimador de Eicker-White, véase (Wooldridge,

2001), con lo cual la varianza asintdtica estarfa dada por
Avar(feemm) = (Mg Vo ' Mzx) ™"
Luego, se puede implementar el estimador EGMM en tres etapas:

1. Se estima el modelo por 25LS y obtenga los residuos de la manera antes descrita

€=Y — Xfhsis.
2. Se construye la matriz Vp = 2 3" 2277,
3. Se estima mediante EGMM, usando Vj como matriz de ponderacién.

En Stata, esto se puede implementar con el comando ivreg2 con la opcién gmm.

En el caso general, cuando los errores son heteroceddsticos y/o autocorrelacionados
v Vo # 02 Mz, el estimador 2SLS (caso particular del GIV) no tendr4 la menor varianza
asintotica. Para obtener un estimador eficiente necesitamos escoger una matriz A que
minimice la varianza asintoética.

Luego queremos minimizar con respecto a A la siguiente expresion:
Avar(Bary) = [ATMyx] " ATVRA([AM 2] 7.
Se puede demostrar que
A =Vy ' Myx = arg m/%’n Avar(Barv(A)).

Pero en la préactica no podemos disponer de A*, incluso si suponemos Vj conocida.
Necesitamos un estimador consistente de My x. La Ley Débil de los Grandes Niuimeros

nos garantiza que si {X;, Z;} son i.i.d con primer y segundo momento acotados,

. 1
A =vy ST ZIX S Vi Mgy = A



Capitulo 9. Endogeneidad 171

Por lo tanto, el estimador generalizado de variables instrumentales eficiente corresponde

al estimador eficiente de método de momentos y es igual a:
Brciv = Braav = (XTZVi 2P X)X zv 2Ty,

con distribucién asintdtica:

Vi(Becang — B) < N(0, (M Vy ' Mzx) ™).

Siempre que se estima usando variables instrumentales en el caso de sobre-
identificacién, es posible testear si los instrumentos no estdn correlacionados con el
término de error. En el caso de GMM, esto se hace testeando que las condiciones de
momento muestrales, en conjunto, no sean diferentes de cero (en términos estadisticos).
Esto solo se puede realizar cuando se tienen mas instrumentos excluidos que variables
enddgenas, es decir, cuando L > K. Este test de alguna manera testea la especificacion
del modelo y las condiciones de ortogonalidad. Si rechazamos la hipétesis nula (que el
modelo estd correctamente especificado y que las condiciones de momento son vélidas)
uno debe preocuparse porque los instrumentos no son limpios (estan correlacionados
con el término de error); o el modelo esta incorrectamente especificado en el sentido de
las restricciones de exclusion (qué instrumentos se excluyen de la ecuacién estructural).

En el contexto de GMM, este test se realiza usando el estadistico J de (Hansen,
1982h). Este estadistico no es mas que la funcién objetivo evaluada en BEGMM y se

distribuye como x% ., asf:
A A = A d
J(Becnm) = nm(Z, X, Peanm)” Vo 'm(Z, X, Beanm) = X7 k-

Un valor grande de J (BEGMM), es decir, mayor al valor critico obtenido de la tabla,
nos da indicios de que el modelo esta mal especificado o que los instrumentos no son
limpios.

En Stata, el comando ivreg2 con la opcién robust estima por EGMM y ademas
entrega el estadistico J. En el caso de 2SLS, existe el test de (Sargan, 1958) para
restricciones de sobre-identificacion:

eTProy € 4 o

Sargan = ——— — X7
g €T€/n XLK
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Una manera sencilla de obtener el estadistico de Sargan es correr el modelo por 2SLS,
obtener €, correr la regresién auxiliar de € sobre todas las variables exégenas (X y Z)
y obtener el R?%.

En Stata, después del comando ivregress 2sls, se ejecuta estat overid para

que el programa nos entregue el estadistico de Sargan.

9.4. Instrumentos débiles

Cuando los instrumentos estdn débilmente correlacionados® con las variables
enddgenas, el uso de variables instrumentales (en muestra finita) puede ser perjudicial
(John Bound, 1995). En presencia de instrumentos débiles, el estimador por variables
instrumentales puede estar sesgado en la misma direcciéon que el estimador por MCO
y puede no ser consistente (John Chao, 2005). Ademas, los tests tienen una medida
incorrecta y los intervalos de confianza presentan problemas. La medida de fortaleza
de los instrumentos esta dada por el parametro de concentracién
s ATZTZA

2
O¢

W

Y

el cual esta relacionado con el estadistico F' de la primera etapa para testear la hipotesis
de relevancia A = 0.

Considere el siguiente modelo para un regresor endogeno:

Y =XG+e¢
X=7A+u

El estimador 2SLS minimiza (Y — X38)TPz(Y — X3) y se define como

Bosrs = (XTP,X) Y (XTPLY),

3De hecho, es posible demostrar que Sargan = n x R2.
4Las complicaciones en general son por la no linealidad en la primera etapa (si la relacién entre los

instrumentos y la variable endégena es curiosamente no lineal, los instrumentos pueden ser débiles),
outliers: dada la falta de resistencia estadistica de MCO, la presencia de outliers puede llevar a que
los instrumentos sean débiles y/o correlacién con la variable endégena en una subpoblacién: si los
instrumentos estdn correlacionados con la(s) variable(s) enddgena(s) solo en una subpoblacién y esta

correlacion se diluye en el total, los instrumentos pueden ser débiles.
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donde Py es la matriz de proyeccién a las columnas del espacio vectorial generado
por las columnas de Z. (Rothenberg, 1984) muestra que a medida que u? crece, el
estimador 2SLS converge en probabilidad y su distribucién es estandar.

Para determinar la validez de un instrumento, es crucial argumentar que no existe
una relacion directa entre el instrumento y la variable dependiente. En el ejemplo 9.2,
es necesario argumentar que la talla de la madre no influye en las habilidades cognitivas
de los ninos y ninas mas alla de su efecto a través del estado nutricional de los mismos.

La validez de un instrumento puede ser evaluada mediante el test de (Stock and
Yogo, 2005), que examina el porcentaje de sesgo aceptable. Usualmente, se recomienda
utilizar un 10 % de sesgo, con la hipdtesis nula de que los instrumentos son débiles. Si
Fletapa > Valor critico al 10 %, entonces el instrumento es robusto; de lo contrario, es
débil. Este test evalia el ajuste conjunto de las variables en la primera etapa de la
regresion.

Otra prueba utilizada es el test de (Sargan, 1958), que verifica si los instrumentos
no estan correlacionados con el término de error del modelo en la segunda etapa de la

estimacién por variables instrumentales (MC2E). Los pasos son:

1. estimar el modelo de MC2E y guardar los residuos,
2. realizar una regresion de los residuos con los instrumentos y

3. construir la prueba x? donde los grados de libertad son ¢ — 1 (nimero de

instrumentos menos uno). La hipétesis nula es que los instrumentos son exégenos.

El test de (Hansen, 1982b) es similar al de Sargan, pero utiliza errores esténdar
robustos tanto en la estimacion de los residuos como en la relacién de los instrumentos
con los errores del modelo de MC2E.

En general, la seleccién de instrumentos adecuados es crucial y puede ser evaluada
mediante las pruebas mencionadas para asegurar la validez de los resultados obtenidos
(John Bound, 1995; John Chao, 2005; Douglas Staiger, 1997; Hausman, 1978;
Rothenberg, 1984; John G. Cragg, 1993; Stock and Yogo, 2005).

Ejemplo 9.3. Para evaluar la validez de los instrumentos en un modelo de variables
instrumentales (IV), como vimos previamente, se pueden utilizar varios tests. A
continuacion, se presenta un ejemplo que muestra los resultados de varias pruebas

de identificacién y sobreidentificacion.
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lehr Coef. Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interval]
yrsqual .3276378 .0227545 14.40 0.000D .2830399 .3722357
sexo -.5912689 .0419384 -14.10 0.000 -.6734666 -.5090711
urbano .1793616 .0954352 1.88 0.060 -.007688 .3664112
exper .0304977 .0057491 5.30 0.000D .0192297 .0417657
experZ -.0006119 .0001496 -4.09 0.000 -.000%052 -.0003186
_cons .5407223 .4104245 1.32 0.188 -.263695 1.34514
Underidentification test (Anderson canon. corr. LM statistic): 362.564
Chi-sqg(2) P-val = 0.0000
Weak identification test (Cragg-Donald Wald F statistic): 202,316
Stock-Yogo weak ID test critical wvalues: 10% maximal IV size 19.93
15% maximal IV size 11.59
20% maximal IV size 8.75
25% maximal IV size T7.25

Source: Stock-Yogo (2005). Reproduced by permission.
Sargan statistic (overidentification test of all instruments): 0.19%96
Chi-sg(1) P-val = 0.6576

Instrumented: yrsqual

Included instruments: sexo urbano exper exper2
Excluded instruments: pvnuml secomas i

Figura 9.1 Stock y Yogo, Sargan.

El Underidentification test (Anderson canon. corr. LM statistic) verifica si el modelo
estd subidentificado. En el ejemplo, el estadistico de la prueba es 362.564 con un p-value
de 0.0000, lo que indica que el modelo no esté subidentificado. El Weak identification
test (John G. Cragg, 1993) evalua la fortaleza de los instrumentos. En el ejemplo, el
estadistico de la prueba es 202.316. Segtin los valores criticos de Stock y Yogo (Stock
and Yogo, 2005), que dependen del tamano del sesgo que se quiera aceptar (10 %,
15%, 20 %, 25%), el valor critico para un sesgo méaximo del 10 % es 19.93. Dado que
el estadistico es mayor que este valor critico, se concluye que los instrumentos no
son débiles. El Sargan statistic (overidentification test) descrito por (Sargan, 1958),
verifica si los instrumentos estan correlacionados con el término de error del modelo. En
el ejemplo, el estadistico de la prueba es 0.196 con un p—value de 0.6576. La hipotesis
nula es que los instrumentos son exdgenos, y dado que el p—value es mayor que 0.05,
no se rechaza la hipétesis nula, sugiriendo que los instrumentos son vélidos. El test de
(Hansen, 1982b) es similar al test de Sargan, pero utiliza errores estandar robustos.
Aunque no se muestra en la figura, es otro test comunmente utilizado para evaluar
la sobreidentificacion de los instrumentos. En resumen, estos tests proporcionan una
manera robusta de evaluar la validez y fortaleza de los instrumentos en un modelo de

variables instrumentales, asegurando que los resultados obtenidos sean fiables.

Previamente en este capitulo, hemos abordado temas cruciales como las variables
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instrumentales, el método de estimacion en dos etapas (2SLS), el método de momentos
generalizados (GMM), los instrumentos débiles y los tests estadisticos relevantes. Si
bien no hemos tocado el estadistico de (John G. Cragg, 1993) ni el método de
méxima verosimilitud de informacién limitada (LIML), permitanos comentar un poco
al respecto. El estadistico de Cragg-Donald es fundamental para evaluar la fuerza
de los instrumentos en modelos de regresion, proporcionando un criterio importante
para determinar la validez de los instrumentos utilizados. Por otro lado, el LIML?®
es una técnica alternativa que, aunque menos comun, ofrece ventajas especificas en
ciertos contextos econométricos, especialmente cuando los instrumentos son débiles o
el nimero de instrumentos es grande en relacién al tamano de la muestra. Con estos
fundamentos en mente, procederemos a explorar en detalle el estimador de Wald en la

seccién siguiente.

9.5. Estimador de Wald

Un caso particular de endogeneidad en el modelo de regresion lineal ocurre cuando
la variable endégena es binaria. Este escenario es comun en la literatura de evaluacion
de programas, ya que frecuentemente hay un programa o tratamiento que no se asigno
aleatoriamente.

Supdngase que se tiene el siguiente modelo lineal:

Y;:Oé‘{‘ﬁXz‘i‘EZ

°(Angrist and Krueger, 1991a) en adelante AK, estiman el retorno a la educacién (ecuacién de
Mincer) utilizando como instrumento el trimestre de nacimiento de las personas, basdndose en los
datos del Censo de 1980. La justificacién es la ley estadounidense que estipula que los ninos pueden
comenzar el primer grado con seis afios cumplidos al 30 de junio (empiezan en agosto). Aquellos nacidos
en el primer y segundo trimestre comienzan la escuela en agosto con la edad ya cumplida. Dado que
se puede abandonar la escuela a los 16 o 17 anos, los nacidos en el primer o segundo trimestre lo haran
antes de completar el ano escolar, teniendo asi menos escolaridad que los nacidos en el tercer y cuarto
trimestre. Las variables dependientes son el logaritmo del salario por hora, escolaridad y dummies
por ano de nacimiento, y los instrumentos son dummies por trimestre de nacimiento, dummies por
ano de nacimiento e interacciones entre ambas. AK demuestran que, aunque los instrumentos pueden
parecer débiles segin algunos criterios, son validos para identificar el modelo. Ademés, comparan los
resultados de 2SLS con LIML y encuentran que mientras 2SLS converge a MCO cuando se utilizan

muchos instrumentos, LIML resulta ser més consistente.
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donde X; es una variable binaria. Se puede observar que el estimador MCO es
un estimador de diferencias. Este estimador representa la diferencia de medias
condicionales de Y en X para X =1y X =0.

Para ilustrarlo un poco mas, se debe notar que para lograr la identificacién de S,
MCO asume que E[¢;| X;] = 0. Esto implica que la variable binaria X; de tratamiento es
independiente del nivel medio condicional de los no observables. Es decir, en promedio,
no hay factores no observables que se relacionen con el hecho de recibir o no el
tratamiento. Esto se logra mediante aleatorizacion. Bajo ese supuesto, el estimador

MCO se puede expresar de la siguiente manera:

S (Vi = Y)(X; = X)

Bors = ST (X — X (9.9)
_ Z?:l YiX; _ Z?:l Y;(l — Xz‘)
Z?:l Xi Z?:l(l - X)

—E[Y|X =1 -E[Y|X =0, (9.10)
donde® .

EY|X =1] = M

Zz‘:l X;

y

EYIX =0 St

Asi, el estimador OLS en este caso es un estimador de diferencias,
Bors = Yr — Yo =E[Y|X = 1] - E[Y]|X =0).

En consecuencia, si X; fuera un tratamiento producto de un experimento aleatorio, el
estimador MCO estima el efecto causal del tratamiento sobre la variable de resultados
Y.

Sin embargo, si E[¢;| X;] # 0, el tratamiento no proviene de un experimento aleatorio
y esta correlacionado con alguna caracteristica no observable del individuo 7. Esto
ocurre, por ejemplo, si los individuos se autoseleccionan en un determinado programa.
En este caso, el parametro [ no esta identificado y el estimador de MCO es inconsistente

y sesgado.

6Tenemos. E[Y;|X; = 0] = « Por lo tanto, la diferencia en el valor esperado de Y; entre aquellos

conX; =1y X; =0es E[Y}|X; = 1] —E[Vi|X; =0] = (a+ 8) —a = 3.
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Por otro lado, si se dispone de una variable instrumental binaria Z; que cumple
con los supuestos fundamentales: E[¢;|Z;] = 0 y E[Z;X;] # 0, se puede identificar 8 y
obtener un efecto causal del tratamiento sobre Y mediante el estimador de variables

instrumentales, _ _

2 Y =Y)(Zi - 2)
Pwald == = =N
NV Zizl(Xi_X)(Zi_Z)

estimador de Wald

Este estimador también puede expresarse como un estimador de diferencias pero con

un ajuste en el denominador. Note que con un poco de algebra se obtiene:

. EY|Z=1-E[Y|Z =]
VT EX|Z = 1] - E[X|Z = 0]
donde
2 i1 YiZi
BIY|Z = 1] = S5
=1 “t
" Y.(l-2Z
E[Y|Z O] Zzznl l( Z)
>ia(1=2)
" X7
Bx|Z = 1] = 2= Xi
> i1 Zi
. " X1 - Z;

Ejemplo 9.4. La loteria de Vietnam. (Angrist, 1990a) estudia el impacto de servir
en la guerra de Vietnam en el salario de los veteranos, anos después. Esta pregunta
es interesante porque existe la hipdtesis de que haber servido en Vietnam podria
compensar la pérdida de experiencia en el mercado laboral. Sin embargo, existe un
problema de endogeneidad en la estimacién de un modelo de regresion lineal del efecto
de haber servido en la guerra en el salario. El problema de endogeneidad es claro, ya que
las personas que sirven voluntariamente en una guerra tienen otras caracteristicas no
observables que pueden estar correlacionadas con habilidad, capital social, etc. Durante
la Guerra de Vietnam se realizaron cinco loterias en Estados Unidos para enviar jévenes
a la guerra. Por ejemplo, la loteria de 1970 cubrié a jovenes entre 19 y 26 anos. Se
sortearon nimeros (sin reemplazo) del 1 al 365, asignando cada nimero a una fecha de
nacimiento (dfa, mes). Las personas eran llamadas segin una secuencia de nimeros
(del 1 al 365) hasta cumplir la cuota requerida por el Departamento de Defensa.

Posteriormente, se realizaban examenes médicos y se seleccionaba a quienes irfan a
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la guerra. Aqui se puede utilizar un estimador de Wald. Se puede crear un instrumento
binario (1 si se tiene un ndimero de sorteo bajo, 0 si es alto). Este instrumento
estd correlacionado con servir en la guerra, pero no con otras caracteristicas. Asi, el
estimador de variables instrumentales es:

E[Y|Z =1 -E[Y|Z = 0]

o = EIX1Z =1 —RIX|Z =0

Note que el numerador es un estimador de diferencias, pero no condicional en el
tratamiento, sino en el instrumento. El denominador proporciona la diferencia de las
probabilidades de ser tratado condicional al instrumento. En este caso, condicional a

tener un ntmero bajo o alto de loteria.

Nevo y Rosen (Nevo and Rosen, 2021) abordan el problema de la endogeneidad en
modelos econométricos desarrollando un método que permite trabajar con instrumentos
imperfectos, es decir, instrumentos que estan correlacionados con el término de error.
Este método asume que la correlacion entre el instrumento y el error tiene el mismo
signo que la correlacion entre la variable endégena y el error, y que la magnitud de
esta correlacion es menor en el caso del instrumento. A partir de estas suposiciones, los
autores derivan limites analiticos para los parametros del modelo y ofrecen estimaciones
en forma de conjuntos. Como demostraciéon de su enfoque, aplican la metodologia
al estudio de la demanda de productos diferenciados, mostrando que, incluso con
instrumentos imperfectos, es posible obtener informacion valiosa sobre los pardmetros
del modelo.

Por otro lado, Conley, Hansen y Rossi (Conley et al., 2012) proponen un marco
metodoldgico que relaja el supuesto de exclusion estricta en los métodos de variables
instrumentales, permitiendo que los instrumentos sean solo plausiblemente ex6genos.
Esto significa que los instrumentos pueden estar correlacionados con el término de error
en cierta medida, siempre que esta correlacion sea controlable y conocida parcialmente.
Los autores ilustran su enfoque con ejemplos empiricos, como la elasticidad precio de
la demanda de margarina y los retornos a la educacion. Sus resultados demuestran que,
incluso con instrumentos que no cumplen completamente el supuesto de exogeneidad,
las inferencias pueden ser informativas y ttiles.

Ambos trabajos representan avances significativos en el uso de variables instrumen-

tales (IV). Nevo y Rosen (Nevo and Rosen, 2021) ofrecen un enfoque basado en res-
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tricciones de correlacion para casos de instrumentos imperfectos, mientras que Conley,
Hansen y Rossi (Conley et al., 2012) desarrollan un marco més general para abor-
dar instrumentos que no son completamente exdgenos. Estas contribuciones amplian
la aplicabilidad de los métodos IV a contextos donde las condiciones tradicionales de

validez de los instrumentos no se cumplen plenamente.

Ejercicios

Ejercicio 9.1. Este ejercicio ha sido extraido del Moédulo 2 del curso de Econometria
Aplicada Avanzada del QLab, Febrero 2023.

Se trabajara con la base de datos card.dta, utilizada en el articulo de David Card
(1993) Using Geographic Variation in College Proximity to FEstimate the Return to
Schooling. El objetivo es estimar el retorno a la educaciéon mediante modelos de Minimos

Cuadrados Ordinarios (MCO) y Variables Instrumentales (IV).

1. Describa las caracteristicas de los individuos en la muestra. ;Qué informacién
proporciona el promedio de la variable dependiente en la interpretacion de los

coeficientes? ;Cdédmo se interpretan estos coeficientes?

2. Estime el siguiente modelo por MCO en Stata:

reg lwage educ c.exper##fc.exper age black south smsa smsa66 reg661l-reg668

. Qué ocurre con la variable edad? Explique su comportamiento. Luego, excluya
edad del modelo y reestime la ecuacién. Compare el coeficiente de educaciéon con

el de la Tabla 2, Columna 2, del articulo de Card (1993).

3. Analice la Tabla 2 de Card (1993). (Es creible el coeficiente estimado de
educacion? jPor qué? Identifique dos posibles fuentes de inconsistencia por

omision de variables y discuta la direccion esperada del sesgo.

4. Estime la ecuacion de primera etapa. ;Qué se debe observar en esta regresién?

Comente sobre la correlacion parcial entre educ y nearc4.
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10.

Estime el modelo utilizando Variables Instrumentales (IV) con nearc4 como
instrumento para educ. Dibuje el DAG correspondiente y explique la validez

del instrumento. Compare los resultados con los obtenidos en el punto 2.
Testee la presencia de instrumentos débiles usando:

a) Estadistico F.
b) Estadistico de Cragg y Donald (John G. Cragg, 1993).

c¢) Tablas de Stock y Yogo (Stock and Yogo, 2005) en el test de Wald.

Use nearc2 y nearc4 como instrumentos para educ. Compare la fuerza de los
instrumentos en la primera etapa y luego estime el modelo con IV usando cada

uno por separado y en conjunto (2SLS). Verifique la validez del estimador 2SLS.

Hasta ahora se ha asumido homocedasticidad. ; Es razonable? ; Qué ventaja tiene
el estimador GMM respecto de IV en 2 etapas bajo heterocedasticidad? Compare
el coeficiente de educacion entre 2SLS y GMM.

Considerando la fuerza relativa de los instrumentos en la pregunta 7, aplique el
test de sobreidentificacién bajo heterocedasticidad para GMM y 2SLS. ;Con qué

instrumento(s) se quedaria?

;Deberiamos usar MCO a pesar de su inconsistencia, o IV a pesar de
su ineficiencia? ;Existe un test para decidir esto? Apliquelo en el modelo

sobreidentificado y concluya.

Solucién:

1) Usando los comandos

summarize

describe

obtenemos informacion precisa sobre las variables de la base de datos. Estas pueden

vislumbrarse en las figuras (9.2) y (9.3). En concreto, retomando lo explicado en (Card,

1993), la variable de interés (outcome) es el salario (logaritmo neperiano para ser

exactos) y se regresiona contra diferentes variables (en el paper), tales como: anos de
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educaciéon, dummy de la raza, variables relacionadas a la educacién de los padres entre
otras, ver figura (9.3). En relacién a los coeficientes, dado que la variable resultado es

y = Inw;, si se tiene una especificacion del tipo
Iny=c+d'Z+~'D +e¢,

siendo Z un vector de regresoras que toman valores en R y D un vector de dummies

que toman valores en {0, 1}:

1. &; nos indica el incremento o disminucién porcentual del salario en funcién de si

Z; aumenta en una unidad.

2. 4 nos indica la diferencia porcentual en el salario (diferencia de log) entre el

esperado del grupo D; = 1y el base D; = 0.

Ahora, en cuanto al promedio de la dependiente, v = % Zf\il Inw,” esta nos permite
obtener un punto de referencia a la hora de correr las regresiones lineales y obtener los
coeficientes. Se puede entender mejor la magnitud del cambio. Un cambio porcentual
en el salario es mas informativo si se considera la medida de dicha variable (esto es
analogo al caso de las tasas de crecimiento del PBI de un pais, el 5% de la economia
estadounidense no es lo mismo que un crecimiento de 5% en una economia como la del

Perti). En la figura (9.3) se vislumbra dicho estadistico.

2) En la figura (9.4) se observan los resultados de la regresién
reg lwage educ c.exper##fc.exper age black south smsa smsa66 reg66l1-reg668

Se observa que la variable age fue omitida en la regresion. Esto se debe a que, de
acuerdo con (9.3), la variable exper se define como age-edu-6. Por ende, age resulta ser
combinacién lineal de edu, exper y el vector 1 (la columna de la matriz X asociada al

pardametro f). Esto genera el problema de multicolinealidad

k
Jdz;, v#0t.q.: Z%xi =0.
i=1

Sacando la variable age de la regresién, se obtiene: Finalmente, en relacion al 5 asociado

"Que ciertamente por la desigualdad de Jensen no es igual a In (% va:l wz-).



Capitulo 9. Endogeneidad 182

obs: 3,418
Wars: 34 17 Bug 1999 14:2b

storage display valus

variable name  type +ormat label variable label

id imt ¥9.8g person identifier

nearc byte X9.8g =1 if near 2 yr college, 1366
nearcd byte *9.8g =1 if near 4 yr college, 1966
educ byte %9.8g years of schooling, 1976

age byte ¥9.8g in years

fatheduc byte k9.8 father's schooling

motheduc byte ¥9.8g mother's schooling

weight float %9.8g MLS sampling weight, 14976
momdad 14 byte %9.8g =1 if liwve with mom, dad =t 14
s inmom14 byte %9.8g =1 if with single mom at 14
stepld byte ¥9.8g =1 if with step parent at 14
regsal byte X9.8g =1 for region 1, 18966

regead byte *9.8g =1 for region 2, 1966

regha3 byte ¥9.8g =1 for region 3, 18966

regbad byte ¥9.8g =1 for region 4, 18966

regeas byte k9.8 =1 for region 5, 1966

regash byte ¥9.8g =1 for region &, 1966

regsa’ byte ¥9.8g =1 for region 7, 18966

regbbs byte %9.8g =1 for region B, 1966

regaasd byte ¥9.8g =1 for region 9, 18966
southes byte ¥9.8g =1 if in sowth in 1986

black byte X9.8g =1 if black

SMEa byte *9.8g =1 in in M54, 1976

south byte ¥9.8g =1 if in sowth, 1976

smsabb byte %9.8g =1 if in SMS8, 1966

Wage imt ¥9.8g hourly wage in cemts, 1976
anrall byte ¥9.8g =1 if enrolled in school, 1975
Kbl byte ¥9.8g knowledge world of work score
1J imt %9.8g 1Q =core

married byte ¥9.8g =1 if married, 18976

libcrdld byte X9.8g =1 if lib. card in home at 14
exper byte X9.8g age - educ - &

lwage float %9.8g log{wage)

EXpErsg imt ¥9.8g exper®

Figura 9.2 Describe de la base de datos.

a la educacién (anos de educacién - medido en 1976), se observa en (9.5) que
Bedue = 0,0746933

con error estandar 0.0034983. Estos resultados son los mismos que los obtenidos por
David Card en (Card, 1993) y significan que un ano de educacién contribuye en un

incremento de 7.5 % al salario.

3) En la tabla 2 del paper (Card, 1993) se observa que un incremento en un ano de
educacion genera un incremento de 7.5 puntos porcentuales del salario, controlando

por una serie de variables especificadas en la tabla 2. Ademas, el coeficiente sale



Capitulo 9. Endogeneidad

183

. summarize
Variable Obs Mean Std. Dewv. Min Max
id 3,818 2581.749 1588. 539 2 5225
nearc2 3,818 LAABREIR LABEETIL ] 1
nearcd 3,818 LBEXA50E AB57535 a8 1
educ 3,818 13.263465 2.676913 1 18
age 3,818 28.1196 3.137684 24 34
fatheduc 2,328 18.88345 3.728737 ] 12
motheduc 2,657 18.34814 3.179671 a8 18
welght 3,818 321185.3 178645.8 75687 1752348
momdadld 3,818 L TEDIGREE AET7R24A7 a 1
sinmomld 3,818 . 1886645 L3B89339 a8 1
stepld 3,818 LA38E784 L15933182 a8 1
regbél 3,818 8465116 L2186253 a8 1
regba2 3,818 16687973 . 367485 a 1
regee3 3,818 L1956811 30679 a8 1
reg6ed 3,818 LBEA1106 L 2450866 ] 1
regbbs 3,818 . 2883856 LABele4 a8 1
reg6it 3,818 LB0E3133 L20ARERA a8 1
regee7 3,818 1899668 L3129683 a8 1
regbes 3,818 LB282302 . 165683 a8 1
regees 3,818 .B583654 L2BE7522 a8 1
southés 3,818 .A1428E7 LA02ERE1 a8 1
black 3,818 L 2335548 4231624 a8 1
smsa 3,818 7120568 LAB2457] a8 1
south 3,818 LAB3R545 LA0ET7113 a 1
sms abi 3,818 LB495817 AT772853 a8 1
Wage 3,818 577.2824 262.9583 188 2454
enroll 3,818 LB023528 L2BO5T700 a8 1
Kbl 2,963 33.54867 2.611619 4 56
0 2,861 182.44598 15.42376 58 149
married 3,882 2.2713605 2.B66823 1 &
libcrdld 2,007 LE74341 ABEE0RT a8 1
EX PEr 3,818 B.B5A146 4. 141672 a 23
Iwage 3,818 6.261832 LA437976 4.68517  7.78488%
EXpErsq 3,818 0% 57087 B4.61831 ] £20

Figura 9.3 Summarize de la base de datos.

significativo pues f/ee(f) = 18,5 > 1,96 (confianza a = 0,05). Acontece sin embargo

que este coeficiente esté sobre o subestimando el efecto de la educacion dado que pueden

existir variables no observadas pero correlacionadas con la educacion y que ciertamente

explican el salario. Es el caso por ejemplo de la habilidad a del individuo. Es por ello que

el coeficiente deja de ser creible. ;Qué tipos de inconsistencia surgen ante el escenario
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Source 55 df Ms Number of obs = 3,616
F(15, 2994) = 85.48
Model 177.695591 15 11.8463727 Prob > F = 6.0686
Residual 414946654 2,994 138592536 R-squared = 8.2998
Adj R-squared = 8.2963
Total £92.641645 3,885 196956346  Root MSE = 37228
lwage Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Interval]
educ .B746533 .B834583 21.35 6.868 .B678339 .B815527
exper .B884832 BE66242 12,81 6.0968 .B718435 .B97 8265
C.experftc.exper -. 882287 .BB63166 -7.22  6.0988 -.8829879 - .BE16662
age 8 (omitted)
black -.1996123 .8182483 -16.%91 ©.660 -.2347927 -.1632318
south -. 147955 .B259799 -5.69  6.088 -. 19880952 -.89768148
smsa .1363845 .B82816685 6.79 B.0808 .B969724 A7T57967
smsaGb .B262417 8194477 1.35 8.177 -.8112985 .B643739
reggel -.1185698 8388361 -3.85 6.0682 -. 184766 -.8424335
regab2 -.82322626 .B282575 -8.79 6.432 -.87766888 .B332836
regg63 .B259783 LB273644 B.95 B.343 -.B276846 .B7596251
regobd -.8634542 .8356863 -1.78 6.875 -.1334546 .BB64662
regaes .BE54551 .B361174 B.26 B.7%4 -.B8613623 .BBB2725
reghbb .B218476 .B4BB524 6.55 ©.584 - .B566755 .1885768
regasy - .BBE5EET 8393793 -8.81 6.988 -.B77862 B766245
regh6g -.17566858 .B463354 -3.78 ©6.060 -. 265866 -.8841456
_cons 4.739377 .B715282 B66.26 6.088 4.589127 4. 879626

descrito? Veamos. Tenemos un modelo de la forma

Figura 9.4 Resultados de la regresion.

y=c+dZ+ Br+ya+u,

donde y es Inw, Z son las regresoras salvo los anos de educacién que denotamos = y a

es la habilidad. Supongamos ademas que u es un ruido blanco y no esté correlacionado

con las explicativas observables (Z y ). Entonces, como la habilidad no se observa, en

verdad, el término estocdstico es ya + u = €. Asi,

y=c+o'Z+ px+e.

Ahora, omitamos de momento el vector Z para simplificar los cédlculos (de todos modos

la correlacién de estas variables z; con u y a son cero por lo cual terminan anuldndose

los términos con z;)

Elz(va + w)] = E[zu] + vE[za].
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reg lwage educ c.exper##c.exper black south smsa smsa66 regb6l-regt68

Source 55 df MS Number of obs = 3,018

F(15, 2994) = 85.48

Model 177.695591 15 11.8463727 Prob > F = 8.006080

Residual 414.946854 2,994 .138592536 R-squared = 8.2998

Adj R-squared = 8.2963

Total 592. 641645 3,889 .196956346 Root MSE = .37228
lwage Coef.  Std. Err. t P> |t] [95% Conf. Interval]
educ .B746933 .0934983 21.35 8. 000 .B6e78339 .B815527
exper .884832 8866242 12.81 8. 8ae .8718435 .89782a5
c.exper#c.exper -.882287 8883166 -7.22 8. 8a8 -.8829a879 -.8016662
black -.1998123 8182483 -18.91 8. 8a8 -.2347927 -.1632318
south -.147955 .8259799 -5.69 8. 888 -.1988952 -.8978148
smsa 1363845 .B2e1e8a5 6.79 8. 600 .B969724 .1757967
smsabb .0262417 .0194477 1.35 8.177 -.01189@5 .B643739
regbbl -.1185698 .83883a1 -3.85 8.08a2 -.194786 -.8424335
regbb2 -.82220826 .B282575 -8.79 8.432 -.87760888 .8332836
regbbl .B259783 .B273644 8.95 8.343 -.0276846 .B796251
regbod -.8634942 .83568a3 -1.78 8.875 -.1334546 .0064662
regbbhb .BB894551 .8361174 8.26 8.79%4 -.8613623 .88682725
regbbb .B219476 .8480984 8.55 B8.584 -.8566755 . 10885788
regbb’7 -.0005887 .B8393793 -g.01 B8.988 -.877802 .B766245
regbb8 -.1758058 .8463394 -3.78 8. 8ae -.265866 -.8841456
_cons 4.739377 8715282 66.26 8. 888 4.599127 4. 879626

Figura 9.5 Regresién sin age.
El hecho que E[u] =0y p(x,u) = 0 implica que
E[ze] = yE|za). (9.11)

A priori, no tenemos porque suponer que (9.11) es igual a cero, por lo que, no se cumple

necesariamente el supuesto E[ze] = 0. Ahora, sabemos que estimando por MCO

gMCo _ fo\;(% —7)(yi — y).

Zfil (z; — T)?
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Ahora, notemos que

N [N N
g cle; —T)=c E a:i—fg
i=1 L i=1 1=1
N N N
T
=c E xl—zz_l c-0=0
, N ,
=1 =1
~—~
L =N

Por ende,

AMCO _ fo\;(mz —T)yi
& Ezj\il(xl —)?
_ Zf\;(l’z —7)(c+ Bxi +yai + w;)
Zg\il (zi — )2
Zi;l (z; — T X ,yzz‘;1 (zi — T)a; i Z,El(xz — Ty,
> (T —T)? > imi (T —T)? >imi (T —T)?

Dado que YN (z; —T) = Son a2 — 22,7 + 72 y Yon, T = NZ2, los resultados se

=p

simplifican y

Zi]il (zi — T)a i Zi\; (z; — T)Uz
vazl(xl —7)? Zz]\;(% —7)?

Estos serian los dos origenes de la inconsistencia. Finalmente, dado que es légico esperar

BYCO = B+

que la habilidad incremente el salario (impacto positivo), el coeficiente de la educacién
previamente estimado subestima la contribucién real (hay un sesgo hacia abajo). Esto

es, el coeficiente real es mayor al estimado (debido a la endogeneidad).

4) La regresién a continuacién corresponde a la ecuacién de primera etapa:

k—1 M
xk:Z/9+7“:00+Z¢9imi+29zjzj—l—r (9.12)

i=1 j=1
donde {z; f;ll son los controles iniciales, las regresoras que son instrumentos incluidos,

y {7 }Jj\il son los instrumentos excluidos. En nuestro caso z es la educacién, M =1y

z es nearc4. Los resultados de (9.12) son los siguientes (9.6).
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educ Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Interval]
exper -.4125334 .0336996 -12.24 6.000 -.4786101 -.3464566
c.exper#c.exper .000e8686 .ee16504 0.53 8.599 -.0023674 .ee41e46
black -.9355287 .0937348 -9.98 0.000 -1.11932 -.7517377
south -.08516126 .1354284 -0.38 e.7e3 -.3171548 .2139296
smsa .4021825 .1048112 3.84 0.0600 .1966732 .6876918
smsaé6 .8254805 .1857692 0.24 0.810 -.1819871 .2328682
reg66l -.210271 .2024568 -1.04 0.299 -.6072395 .1866975
reg662 -.2889073 .1473395 -1.96 0.050 -.5778042 - .0000105
reg663 -.2382099 .1426357 -1.67 ©.095 -.5178838 .0414639
reg664 -.893089 .1859827 -8.50 0.617 -.4577559 .2715779
reg6és -.4828875 .1881872 -2.57 e©.01e -.8518767 -.1138982
reg66eé -.5130857 .2096352 -2.45 9.014 -.9241293 -.1020421
regé67 -.4270887 .2056208 -2.08 0.038 -.8302611 -.08239163
regé68 .3136204 .2416739 1.30 6.194 -.1602434 .7874841
nearc4 .3198989 .0878638 3.64 6.000 .1476194 .4921785
_cons 16.84852 .2111222 79.80 0.000 16.43456 17.26248

Figura 9.6 Ecuacion de primera etapa.

Los resultados de la tabla (9.6) corresponden a la regresion de la variable
que se busca instrumentalizar (educacién), debido a la inconsistencia de su f
asociado. Observamos que la correlacion entre dicha variable y el instrumento es
de aproximadamente 0,32 > 0 y es significativa para el nivel de confianza usual
a = 0,05 (0 € IC). Esto implica que, tal y como se menciona en (Card, 1993),
la presencia de instituciones educativas superiores en una proximidad del individuo,

tiende a incrementar los afios de estudios de este iltimo.

5) La figura (9.7) presenta los resultados de la ecuacion estructural, en donde se hace

uso de Ty, obtenido de (9.12). Para la estimacién sin 2y, 01, ..., Oy

Instrumental variables (2SLS) regression

Source | SS df MS Number of obs = 3,010
————————————— o F(15, 2994) = 51.01
Model | 141.146813 16 9.40978752 Prob > F = 0.0000
Residual | 451.494832 2,994 .150799877 R-squared = 0.2382
————————————— t-——————-———--————-————————————————  Adj R-squared = 0.2343
Total | 592.641645 3,009 .196956346 Root MSE = .38833

lwage | Coef.  Std. Err. t P>[t] [95% Conf. Intervall]
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Instrumental variables (25L5) regression Number of obs = 3,010
Wald chi2(15) = 769.20
Prob > chi2 = 0.060060
R-squared = B8.2382
Root MSE = .3873
lwage Coef. Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interval]
educ .1315838 .8548174 2.48 8.816 .8248637 .238%44
exper .1882711 .B235956 4.59 .06 .B628245 .1545176
C.exper#c.exper -.8823349 .Bee3326 -7.82 .06 .8B29868 -.8e1683
black -.1467757 .8537564 -2.73 a.8es .2521364 -.8414151
south -.1446715 .B27212 -5.32 .06 .1988861 -.8913369
smsa .1118883 .8315777 3.54 .06 .8499171 .1736995
smsabb .8185311 .8215511 a.86 8.39% .82378382 .B6e7784
reg6sl -.1878142 .8417824 -2.59 8.81e .1895494 -.826879
regbb2 -.887e465 .8328197 -8.21 8.83e .8713719 .B57279
reges3 . 8484445 .B31696 1.28 a.2e2 .8216734 .1825675
regobd -.8579172 .8375858 -1.54 8.123 .1314272 .8155929
regobs .8384577 .8468138 8.82 8.411 .8532956 .138211
regoo . 8558887 .8525196 1.85 8.294 .8478478 .1588252
regob7 .826758 .8486988 8.55 8.583 .B686898 .1222858
regbbd -.19e8912 .8585764 -3.77 0.080 .25908191 -.8917634
_cons 3.773965 .9324588 4.85 0.080 1.946379 5.601551
Instrumented: educ
Instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsa6b regbbl regbb2
reghb3 regbbd reghbt5 regbbb regbb7 reghb8 nearcd
Figura 9.7 Ecuacién estructural estimada.
educ | .1315038 .0549637 2.39 0.017 .0237335 .2392742
exper | .1082711 .0236586 4.58 0.000 .0618824 .1546598
exper2 | -.0023349 .0003335 -7.00 0.000 -.0029888 -.001681
black | -.1467757 .0538999 -2.72 0.007 -.2524603 -.0410912
south | -.1446715 .0272846 -5.30 0.000 -.19817 -.091173
smsa | .1118083 .031662 3.53 0.000 .0497269 .1738898
smsa66 | .0185311 .0216086 0.86 0.391 -.0238381 .0609003
reg661 | -.1078142 .0418137 -2.58 0.010 -.1898007 -.0258278
reg662 | -.0070465 .0329073 -0.21 0.830 -.0715696 .0574767
regb63 | .0404445 .0317806 1.27 0.203 -.0218694 .1027585
reg664 | -.0579172 .0376059 -1.54 0.124 -.1316532 .0158189
reg665 | .0384577 .0469387 0.82 0.413 -.0635777 .130493
regb66 | .0550887 .0526597 1.05 0.296 -.0481642 .1583416
regb67 | .026758 .0488287 0.55 0.584 -.0689832 . 1224992
reg668 | -.1908912 .0507113 -3.76 0.000 -.2903238 -.0914586
_cons | 3.773965 .934947 4.04 0.000 1.940762 5.607169

Instrumented:
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Instruments: exper exper2 black south smsa smsa66 reg66l reg662 regb63

regb64 regb65 reg666 regb67 regb68 nearcd

En cualquier caso, observa que el estimador Bvarjnst = 0,13. Esto implica que,
efectivamente, el efecto de la educacién era subestimado debido a la inconsistencia
generada por la variable no observable habilidad. Este resultado es similar al encontrado
por Card en la tabla 4 de (Card, 1993). Finalmente, en relacién al DAG, para este caso

serfa: Se espera que la estrategia funcione debido a que la variable z (el instrumento)

: A
F — T —p y(lnw)

nearcs ey \ /
&

Figura 9.8 DAG (directed acyclic graph).

no esta relacionada de manera directa con la variable de interés (esto se justifica solo
desde un punto de vista intuitivo y argumentativo). Esto es también, que E[z/u;] = 0,
pues no tiene sentido suponer que la habilidad depende de cuan lejos se sitiie uno de
un college. Por otro lado, ademas de la intuicion, el inciso previo confirma la existente
correlacion entre x y z. Por ende, se cumplen las 2 condiciones cruciales, el supuesto
de ortogonalidad y el de relevancia.

Nota: Si se esta pidiendo S sin controles, se tiene:

. ivreg lwage (educ=nearc4)

Instrumental variables (2SLS) regression

Source | SS df MS Number of obs = 3,010

————————————— - ———————————————  F(1, 3008) = 51.17

Model | -340.11155 1 -340.11155 Prob > F = 0.0000
Residual | 932.753194 3,008 .310090823 R-squared =
————————————— t-mm Adj R-squared =

Total | 592.641645 3,009 .196956346  Root MSE = .55686
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lwage | Coef Std. Err t P>[t] [95% Conf. Intervall
_____________ e
educ | .1880626 .0262913 7.15 0.000 .1365118 .2396135
_cons | 3.767472 .3488617 10.80 0.000 3.08344 4.451503

Instrumented: educ

Instruments: nearcé4

6) Dado que

reg educ nearcéd

test nearc4=0

(1) nearc4d =0

F( 1, 3008)
Prob > F

63.91
0.0000

rechazamos la hipétesis nula, Hj : el instrumento es débil. Sin embargo, para nearc2

(1) nearc2 =0

F(C 1, 3008)
Prob > F

6.76
0.0094

el resultado es el contrario. Luego, en relacion al estadistico Cragg-Donald, ejecutamos

lo siguiente

ivregress 2sls lwage (educ=nearc4) c.exper#ifc.exper black south smsa
smsa66 regb66l-regb668, first

estat firststage

Dado que P > F' es igual a , rechazamos la hipdtesis nula, Hj : el instrumento es débil.

Finalmente, en relacion al test de Stock y Yogo, usamos los comandos
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. estat firststage
First-stage regression summary statistics
Adjusted Partial
Variable R-sq. R-s5q. R-sq. F(1,2994) Prob > F
educ 9.4771 8.4745 0.0044 13.2558 9.0003
Minimum eigenvalue statistic = 13.2558
Critical values # of endogenous regressors: 1
Ho: Instruments are weak # of excluded instruments: 1
5% 10% 20% 30%
25LS relative bias (not available)
10% 15% 20% 25%
25LS Size of nominal 5% Wald test 16.38 8.96 6.66 5.53
LIML Size of nominal 5% Wald test 16.38 8.96 6.66 5.53
Figura 9.9 Test sobre el F' estadistico para evaluar la fuerza del instrumento.
net from http://fmwww.bc.edu/RePEc/bocode/i
net install ivreg2, replace
ssc install ranktest
Se obtiene
ivreg2 lwage (educ=nearc4) c.exper##c.exper
black south smsa smsa66 reg66l-reg668, first
First-stage regressions
First-stage regression of educ:
Statistics consistent for homoskedasticity only
Number of obs = 3010
educ | Coef Std. Err t P>t [95% Conf. Intervall
________________ +________________________________________________________________
nearcd | .3198989 .0878638 3.64 0.000 .1476194 .4921785
exper | -.4125334 .0336996 -12.24 0.000 -.4786101 -.3464566
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|
c.exper#c.exper | .0008686 .0016504 0.53 0.599 -.0023674 .0041046
I
black | -.9355287 .0937348 -9.98 0.000 -1.11932  -.7517377
south | -.0516126 .1354284 -0.38 0.703 -.3171548 .2139296
smsa | .4021825 .1048112 3.84 0.000 .1966732 .6076918
smsa66 | .0254805 .1057692 0.24 0.810 -.1819071 .2328682
reg661 | -.210271 .2024568 -1.04 0.299 -.6072395 .1866975
regb62 | -.2889073 .1473395 -1.96 0.050 -.5778042 -.0000105
reg663 | -.2382099 .1426357 -1.67 0.095 -.5178838 .0414639
reg664 | -.093089 .1859827 -0.50 0.617 -.4577559 .2715779
regb65 | -.4828875 .1881872 -2.57 0.010 -.8518767 -.1138982
regb66 | -.5130857 .2096352 -2.45 0.014 -.9241293  -.1020421
regb67 | -.4270887 .2056208 -2.08 0.038 -.8302611  -.0239163
reg668 | .3136204 .2416739 1.30 0.194 -.1602434 . 7874841
_cons | 16.84852 .2111222 79.80 0.000 16.43456 17.26248
F test of excluded instruments:
F( 1, 2994) = 13.26
Prob > F = 0.0003
Sanderson-Windmeijer multivariate F test of excluded instruments:
F( 1, 2994) = 13.26
Prob > F = 0.0003
Con lo cual, el instrumento, segin los criterios de Stock y Yogo, es débil.
7)
Number of obs = 3,010
F( 16, 2993) = 170.99
Prob > F = 0.0000
R-squared = 0.4776
Adj R-squared = 0.4748
Root MSE = 1.9400
educ | Coef Std. Err. t P>|t| [95% Conf. Interval]
________________ o
exper | -.4122915 .0336914 -12.24  0.000 -.4783521  -.3462309
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c.expert#c.exper | .0008479 .00165 0.51 0.607 -.0023874 .0040832
|
black | -.9451729 .0939073 -10.06 0.000 -1.129302 .7610434
south | -.0419115 .1355316 -0.31 0.757 -.3076561 .2238331
smsa | .4013708 .1047858 3.83 0.000 .1959113 .6068303
smsa66 | .0000782 .1069445 0.00 0.999 -.2096139 .2097704
reg661 | -.1687829 .2040832 -0.83 0.408 -.5689405 .2313747
reg662 | -.269031 .1478324 -1.82 0.069 -.5588944 .0208325
reg663 | -.1902114 . 1457652 -1.30 0.192 -.4760216 .0955987
regb64 | -.037715 .1891745 -0.20 0.842 -.4086403 .3332102
reg665 | -.4371387 .1903306 -2.30 0.022 -.8103307 .0639467
reg666 | -.5022265 .2096933 -2.40 0.017 -.9133841 .0910688
regb67 | -.3775317 .207922 -1.82 0.070 -.7852162 .0301529
regb68 | .3820043 .2454171 1.56 0.120 -.0991991 .8632076
nearc2 | .1229986 .0774256 1.59 0.112 -.0288142 .2748114
nearc4d | .3205819 .0878425 3.65 0.000 .148344 .4928197
_cons | 16.77306 .2163481 77.53 0.000 16.34885 17.19727

El instrumento nearc4 parece estar mas fuertemente correlacionado a la variable educ,

siendo ademads significativo (a diferencia del otro). Ahora, efectuamos la regresién con

variables instrumentales por separado, usando respectivamente nearc4 y nearc2 como

instrumentos.
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Number of obs = 3|@le
F{ 15, 2994) = 51.81
Prob > F =  d.9888
Total {(centered) 55 = 502.6416447 Centered R2 = @.2382
Total (uncentered) 5% = 11B616. 3653 Uncentered R2 = @.9962
Residual 55 = 451.454832 Root MSE = L3873
lwage Coef. Std. Err. z Px|z| [95% Conf. Interwval]
educ L1315838 8542174 2.48 8.816 .B248637 L 238844
EXper L1882711 .B2358556 4,55 8.885 8628246 1545176
C.experdc. exper -. 8823349 .B883326 -7.82 8.8068 -.B8259868 -. 881683
black -. 1467757 .B537564 -2.73 B8.886 -.2521364 -.8414151
south -.1446715 L8272 -5.32  B8.888 -.1988861 -.89133659
smsa L1118883 LB315777 3,54 B.888 8450171 LA7369595
smsabb .B185311 .B215511 @.86 B8.3%93 -.8237882 .BEaT77a4
regobl -.1878142 8417824 -2.58  @&.818 -.1855404 -. 826879
regbb? -. 887465 .B328197 -8.21  8.838 -.871371% LB5727a
regbbl Ladaddas .B31696 1.28 @.282 -.8216784 1825675
regobd -.8579172 .B375858 -1.54  8.123 -.1314272 .B155529
regbbs LB384577 8468138 @.82 8.411 -.85324856 138211
regbbb LB558887 .B525196 1.85 @8.254 -.8478478 15868252
regbbd LB26T758 LB486088 @.55 B8.583 - .B6BBRGE LAX2M58E
regobs -.1588512 8585764 -3.77  ©.o88 -.25938191 -.8917634
_cons 3.773965 .9324588 4.85  B8.888 1.946379 5.681551
Underidentification test (Anderson canon. corr. LM statistic): 13,268
Chi-sg({l) P-wval = B.8883
Weak identification test (Cragg-Donald Wald F statistic): 13,256
Stock-Yogo weak ID test critical walues: 18% maximal IV size 16.38
15% maximal IV =size 2.96
28% maximal IV =size 6.66
25% maximal IV =size 5.53
Source: Stock-Yogo (2885). Reproduced by permission.
Sargan statistic (overidentification test of all instruments): @888

(equation exactly identified)

Instrumented: educ

Included instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsabtb reghbl
regbt? regbbl reghtd reghbs reghbbb reghb¥ reghbbl

Excluded instruments: nearcd

Figura 9.10 Resultados de regresion con instrumentos separados.

Finalmente, el estimador

N
Basis = E T;x; E ZiYi
i=1 =1
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donde
k—1 M
T = E ijj + E szZj
j=1 j=1
es valido segtn el criterio de enddgeno-corrector. Se observa que el uso de nearc4 como
instrumento genera una estimacién més confiable, mientras que nearc2 muestra menor

relevancia estadistica. Esto sugiere que nearc4 es un instrumento mas fuerte en la

estimacion del impacto de la educacién sobre el salario.

8) La heterocedasticidad aparece cuando los errores en el modelo de regresién lineal no

poseen varianza constante, sujeto a la muestra. Es decir,
Elw|Xi] =0, 35 #0: 0, # 0j.

Esta situacién es verosimil dado que la varianza del salario en funcién del nivel del
salario en si, va a presentar una menor variabilidad conforme los niveles de educacién
sean altos. Por ejemplo, un individuo con Ph.D en UCB o un individuo con MSc. en
la EPFL van a tener un salario alto y no muy variable (probablemente), dado que
pueden conseguir trabajo estable y de calidad. No obstante, un individuo con 0 anos
de educacién universitaria puede o bien terminar desempleado y con un salario nulo,
o bien, fundar una startup, fundar una banda y volverse millonario. Debido a esto, es
preferible emplear el método de momentos generalizados que resulta ser el méas eficiente
en caso de endogeneidad (uso de variables instrumentales) y heterocedasticidad. En
concreto, recordemos que lo que genera la heterocedasticidad es una varianza en los
pardmetros diferente a la usual (6>X7 X), con lo cual ,@ deja de ser eficiente. El método
generalizado de momentos permite realizar una estimacion corrigiendo este problema

introduciendo una matriz de pesos W en el problema de optimizacion
mﬁin {n-m(z,B, X)W 'm(z,8,X)} (9.13)

donde W € My, es la matriz de pesos, z € R vector de instrumentales, v € R”

vector de endogenas y
m(z, B,x) = 2'(y — Bx).
Los detalles técnicos de cémo corrige este método pueden encontrarse en (Greene,

2015). De manera resumida:

1. Se estima el modelo por 2sls y se obtienen los residuos @ = y — xﬁ%ls.
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2. Definimos f/o

3. Se estima usando (9.13) con W = Vj.

% Zz a?’zz

/'Zi-

4. Dado los supuestos, W es no singular y corrige en la multiplicacién matricial el

problema que se presenta por la falta de homocedasticidad.

Ahora, efectuemos la estimacién en dos etapas y por el método generalizado por

momentos. Usamos, tal y como se deja a entender, las dos variables instrumentales

y controlando por el resto de variables. Respectivamente:

Ahora, efectuemos la estimacién en dos etapas y por el método

momentos. Usamos, tal y como se deja a entender, las dos variables

controlando por el resto de variables.

. ivregress 2sls lwage (educ=nearc4 nearc2)

c.exper##c.exper Dblack south smsa smsa66 reg661-reg668

Instrumental variables (2SLS) regression

Number of obs =
Wald chi2(15) =
Prob > chi2 =

R-squared =

generalizado por

instrumentales y

3,010
709.89
0.0000
0.1702

.4042

c.exper#c.exper |

black |
south |

smsa |
smsa66é |
reg661 |
regb62 |
reg663 |
reg664 |
reg665 |

Coef.

Std. Err.

.1570594
.1188149

.0023565

.1232778
.1431945

.100753
.0150626
-.102976
.0002286
.0469556
.0554084
.0515041

.0524383
.0227454

.0003466

.0520112
.0283691
.0314355
.0222765
.0433068
.0337043
.03256621
.0390786
.0474412

.80

.37
.05
.21
.68
.38
.01
.44
.42
.09

Root MSE =
P>|z]| [95% Conf.
0.003 .0542822
0.000 .0742348
0.000 -.0030358
0.018 -.225218
0.000 -.1987968
0.001 .0391406
0.499 -.0285986
0.017 -.1878558
0.995 -.0662879
0.149 -.016865
0.156 -.132001
0.278 -.0414789

.2598366
.163395

-.0016772

-.0213376
-.0875921
.1623654
.0587238
-.0180962
.0658306
.1107763
.0211842
.1444872
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regb66 | .0699968 .0531631 1.32  0.188 -.0342009 .1741945
reg667 | .0390596 .0496175 0.79 0.431 -.0581889 .136308
reg668 | -.1980371 .0523952 -3.78 0.000 -.3007297  -.0953444
_cons | 3.339687 .8921571 3.74 0.000 1.591091 5.088283

Instrumented: educ

Instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsa66 reg661l reg662

regb63 regbbld regb65 regbb6 regb67 regb68 nearcd nearc?2

ivregress gmm lwage (educ=nearc4 nearc2) c.exper##c.exper

black south smsa smsa66 reg661l-reg668, first vce(robust)

First-stage regressions

Number of obs

F( 16,
Prob > F

R-squared

Adj R-squared

Root MSE

2993) =

3,010
230.04
0.0000
0.4776
0.4748
1.9400

c.exper#c.exper

black
south
smsa
smsa66
regb6l
regb62
regb63
regb64

Coef.

Robust

Std. Err.

.4122915

.0008479

.9451729
.0419115
.4013708
.0000782
.1687829
-.269031
.1902114
-.037715

.0319908

.0017026

.09256529
.1416803

.111281
.1117998
.2008521
.1523778
.1468092
.1828168

.50

.21
.30
.61
.00
.84
77
.30
.21

0.619

.000
.767
.000
.999
.401
.078
.195
.837

O O O O O o o o

.4750177

.0024905

1.126647
.3197122
.1831757
.2191339
.5626049
.5678068
.4780685
.3961743

-.3495654

.0041863

-.7636992
.2358891
.6195658
.2192904
.2250392
.0297448
.0976456
.3207442
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reg665 | -.4371387 .1978727 -2.21 0.027 -.8251189 -.0491584
regb66 | -.5022265 .209508 -2.40 0.017 -.9130207 -.0914322
reg667 | -.3775317 .2144087 -1.76 0.078 -.7979349 .0428716
reg668 | .3820043 .2380881 1.60 0.109 -.0848287 .8488372
nearcéd | .3205819 .0850041 3.77 0.000 .1539096 .4872542
nearc?2 | .1229986 .07763 1.58 0.113 -.0292149 .2752121

_cons | 16.77306 .1940346 86.44 0.000 16.3926 17.15351

Instrumental variables (GMM) regression Number of obs = 3,010

Wald chi2(15) = 781.32
Prob > chi2 = 0.0000
R-squared = 0.1760
GMM weight matrix: Robust Root MSE = .4028
| Robust
lwage | Coef Std. Err z P>|z| [95% Conf. Interval]
________________ o
educ | .1552102  .0522023 2.97 0.003 .0528956 .2575247
exper | .1179614 .0227956 5.17 0.000 .0732828 .16264
|
c.exper#tc.exper | -.0023521 .0003659 -6.43 0.000 -.0030693 -.0016349
I

black | -.1257875 .0512583 -2.45 0.014 -.2262519 -.0253232
south | -.1431677 .0300918 -4.76 0.000 -.2021466 -.0841888

smsa | .1014907 .0312305 3.25 0.001 .04028 .1627014
smsa66 | .0146266  .0210341 0.70  0.487 -.0265995 .0558526
reg661 | -.1048084 .0424083 -2.47 0.013 -.187927 -.0216897
reg662 | -.0006335 .0344138 -0.02 0.985 -.0680834 .0668164
reg663 | .0464749  .0334062 1.39 0.164 -.019 .1119499
regb64 | -.0546612 .0407459 -1.34 0.180 -.1345216 .0251992
reg665 | .0607403 .0504395 1.01 0.314 -.0481193 .1495999
reg666 | .0670444 .0563206 1.26 0.208 -.0372375 .1713262
reg667 | .0369472  .0512248 0.72 0.471 -.0634515 .137346
regb68 | -.1992538 .0520494 -3.83 0.000 -.3012688 -.0972388
_cons | 3.372118 .8873029 3.80 0.000 1.633036 5.1112
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Instrumented: educ
Instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsa66 reg66l reg662

regb63 regb64 regb65 regbb6 regb67 regb68 nearcd nearc?2

Se observa que el estimador para educ es ligeramente diferente (el 13 % pasa a 15 % en
relacién al incremento del salario por 1 afio de educacién) al usar gmm en vez de 2sls.
Asimismo, algunos estadisticos de orden general como el R? y Wald x(2) son mayores,

mientras que el v RMSFE es menor. Esto sugiere una mejora menor en la estimacién.

. Qué tenemos hasta el momento (recapitulando)?

1. Hemos estudiado un modelo de regresién lineal, basado en (Card, 1993), en el
cual la variable dependiente es el logaritmo del salario y, entre las dependientes,

nos interesa en particular el efecto de la educacion.

2. Dado el problema de endogeneidad (debido a, por ejemplo, la variable habilidad
no medible e incorporada como regresora), se ha usado el método de variables

instrumentales para medir correctamente el efecto de la educacién sobre el salario.

3. En particular, se ha usado como instrumento la distancia a un College que ofrece

4 anos de formacién (al menos).

4. Los resultados indican que si se modifican los resultados y no puede excluirse le

uso de instrumentos.

5. Al incorporar el segundo instrumento, nearc2, observamos que estd menos

relacionado con la educacién y se duda de si debe ser incorporado.

6. Se ha corregido por heterocedasticidad usando el GMM.

9)Dado que asumimos heterocedasticidad, se corre:

. ivregress 2sls lwage (educ=nearc4 nearc2) c.exper##c.exper

black south smsa smsa66 regb66l-reg668, robust

3,010
774.72
0.0000

Instrumental variables (2SLS) regression Number of obs

Wald chi2(15)

Prob > chi2
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R-squared = 0.1702
Root MSE = .4042
I Robust
lwage | Coef.  Std. Err. z P>|z]| [95% Conf. Intervall
________________ o
educ | .1570594  .0524127 3.00 0.003 .0543324 .2597864
exper | .1188149 .0228905 5.19  0.000 .0739504 .1636794
I
c.exper#c.exper | -.0023565 .0003674 -6.41  0.000 -.0030765 -.0016364
|
black | -.1232778 .0514904 -2.39 0.017 -.2241972  -.0223584
south | -.1431945 .0301873 -4.74 0.000 -.2023604 -.0840285
smsa | .100753 .0313621 3.21 0.001 .0392844 .1622216
smsa66é | .0150626 .021112 0.71 0.476 -.0263162 .0564413
reg661 | -.102976 .0425755 -2.42 0.016 -.1864225  -.0195295
reg662 | -.0002286 .034523 -0.01 0.995 -.0678924 .0674351
regb63 | .0469556 .0335252 1.40 0.161 -.0187526 .1126638
regb64 | -.0554084  .0408927 -1.35 0.175 -.1355565 .0247397
reg665 | .0515041 .0506274 1.02  0.309 -.0477238 .1507321
regb66 | .0699968 .0534531 1.31  0.190 -.0347694 .174763
regb67 | .0390596 .0514309 0.76  0.448 -.0617432 .1398624
regb68 | -.1980371 .0522335 -3.79  0.000 -.3004128 -.0956613
_cons | 3.339687 .890917 3.75 0.000 1.593522 5.085852
Instrumented: educ
Instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsa66 reg66l reg662

regb63 regb64 reg665 regb66 regb67 reg668 nearcd nearc?2

. estat overid

Test of overidentifying restrictions:

Score chi2(1) = 1.26891 (p = 0.2600)

. ivregress gmm lwage (educ=nearc4 nearc2)

c.exper##fic.exper black south smsa smsa66 regb6l-reg668, robust
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Instrumental variables (GMM) regression Number of obs = 3,010
Wald chi2(15) = 781.32
Prob > chi?2 = 0.0000
R-squared = 0.1760
GMM weight matrix: Robust Root MSE = .4028
| Robust
lwage | Coef Std. Err. z P>|z]| [95% Conf. Intervall
________________ oo
educ | .1552102 .0522023 2.97 0.003 .0528956 .2575247
exper | .1179614  .0227956 5.17  0.000 .0732828 .16264
I
c.experi#tc.exper | -.0023521 .0003659 -6.43 0.000 -.0030693 -.0016349
I
black | -.1257875 .0512583 -2.45 0.014 -.2262519  -.0253232
south | -.1431677 .0300918 -4.76  0.000 -.2021466  -.0841888
smsa | .1014907 .0312305 3.256  0.001 .04028 .1627014
smsa66é | .0146266 .0210341 0.70 0.487 -.0265995 .0558526
reg661 | -.1048084  .0424083 -2.47 0.013 -.187927  -.0216897
regb62 | -.0006335 .0344138 -0.02 0.985 -.0680834 .0668164
regb63 | .0464749 .0334062 1.39 0.164 -.019 .1119499
regb64 | -.0546612 .0407459 -1.34 0.180 -.1345216 .0251992
regb65 | .0507403 .0504395 1.01 0.314 -.0481193 .1495999
reg666 | .0670444 .0563206 1.26  0.208 -.0372375 .1713262
regb67 | .0369472 .0512248 0.72 0.471 -.0634515 .137346
regb68 | -.1992538 .0520494 -3.83 0.000 -.3012688 -.0972388
_cons | 3.372118 .8873029 3.80 0.000 1.633036 5.1112
Instrumented: educ
Instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsa66 reg66l1 regt62

. estat overid

regb63 regb64 regb65 regb66

Test of overidentifying restriction:

Hansen’s J ch

i2(1) = 1.26891 (p = 0.2600)

regb67 regb68 nearc4 nearc2
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Dado que p > 0,05, no se rechaza la Hy, i.e., los instrumentos son exégenos (en
ambos casos) y se confirma la validez del modelo que incluye variables instrumentales
(Pregunta 7). Veamos ahora con qué instrumentos nos quedamos. Para ello efectuamos

los siguientes tests estadisticos:

. ivregress 2sls lwage (educ=nearc4) c.exper#ic.exper

black south smsa smsa66 reg661-reg668

Instrumental variables (2SLS) regression Number of obs = 3,010
Wald chi2(15) = 769.20
Prob > chi2 = 0.0000
R-squared = 0.2382
Root MSE = .3873
lwage | Coef Std. Err zZ P>|z| [95% Conf. Interval]
________________ o
educ | .1315038 .0548174 2.40 0.016 .0240637 .238944
exper | .1082711 .0235956 4.59 0.000 .0620246 .15645176
|
c.exper#tc.exper | -.0023349 .0003326 -7.02 0.000 -.0029868 -.001683
|
black | -.1467757 .0537564 -2.73 0.006 -.2521364 -.0414151
south | -.1446715 .027212 -5.32  0.000 -.1980061  -.0913369
smsa | .1118083  .0315777 3.54 0.000 .0499171 .1736995
smsa6é6 | .0185311 .0215511 0.86 0.390 -.0237082 .0607704
reg661 | -.1078142 .0417024 -2.59 0.010 -.1895494 -.026079
regb62 | -.0070465  .0328197 -0.21  0.830 -.0713719 .057279
regb63 | .0404445 .031696 1.28 0.202 -.0216784 .1025675
reg664 | -.0579172 .0375058 -1.54 0.123 -.1314272 .01565929
reg665 | .0384577 .0468138 0.82 0.411 -.0532956 .130211
reg666 | .0550887  .0525196 1.056 0.294 -.0478478 .1580252
regb67 | .026758 .0486988 0.55 0.583 -.0686898 .1222058
reg668 | -.1908912 .0505764 -3.77 0.000 -.2900191 -.0917634
_cons | 3.773965 .9324588 4.05 0.000 1.946379 5.601551

Instrumented: educ
Instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsa66 reg66l reg662

regb63 regbb64 regbbb regb66 regb67 regb68 nearcd
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. estat endog
Tests of endogeneity
Ho: variables are exogenous
Durbin (score) chi2(1) = 1.17382 (p = 0.2786)
Wu-Hausman F(1,2993) = 1.16765 (p = 0.2800)
. ivregress 2sls lwage (educ=nearc2) c.exper#i#c.exper
black south smsa smsa66 reg661-reg668
Instrumental variables (2SLS) regression Number of obs = 3,010
Wald chi2(15) = 363.26
Prob > chi2 = 0.0000
R-squared =
Root MSE = .56342
lwage Coef Std. Err z P>|z| [95% Conf. Interval]
educ .2931745 .1848891 1.59  0.113 -.0692014 .6555504
exper .1749737 .076907 2.28 0.023 .0242387 .3257086
c.exper#c.exper -.0024712 .0005039 -4.90 0.000 -.0034588 -.0014836
black .0018782 .1721628 0.01 0.991 -.3355546 .339311
south -.1353274 .0407439 -3.32 0.001 -.2151839  -.0554708
smsa .0418697 .085542 0.49 0.625 -.1257896 .209529
smsa66 -.0034116 .0386715 -0.09 0.930 -.0792063 .0723831
reg661 -.0772063 .0683943 -1.13 0.259 -.2112566 .056844
regb62 .0360847 .0652681 0.55 0.580 -.0918384 .1640078
regb63 .0816353 .0627082 1.30 0.193 -.0412705 .204541
regb64 -.0420461 .0569661 -0.74 0.460 -.1536976 .0696055
regb65 .1209929 .1090401 1.11  0.267 -.0927217 .3347075
regb66 .149401 .1237191 1.21 0.227 -.0930839 .391886
regb67 .1045809 .1070809 0.98 0.329 -.1052939 .3144556
regb68 -.2360977 .0871149 -2.71  0.007 -.4068397 -.0653556
_cons 1.026612  3.142492 0.33 0.744 -5.132559 7.185783
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Instrumented: educ
Instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsa66 reg66l reg662
regb63 regbb4 regb65 regbb6 regb67 regb68 nearc2
. estat endog
Tests of endogeneity
Ho: variables are exogenous
Durbin (score) chi2(1) = 3.21813 (p = 0.0728)
Wu-Hausman F(1,2993) = 3.20338 (p = 0.0736)
. ivregress 2sls lwage (educ=nearc2 nearc4) c.exper#ic.exper
black south smsa smsa66 reg661-reg668
Instrumental variables (2SLS) regression Number of obs = 3,010
Wald chi2(15) = 709.89
Prob > chi2 = 0.0000
R-squared = 0.1702
Root MSE = .4042
lwage | Coef.  Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interval]
________________ o
educ | .1570594 .0524383 3.00 0.003 .0542822 .2598366
exper | .1188149 .0227454 5.22 0.000 .0742348 .163395
[
c.exper#c.exper | -.0023565 .0003466 -6.80 0.000 -.0030358 -.0016772
I
black | -.1232778 .0520112 -2.37 0.018 -.225218 -.0213376
south | -.1431945 .0283691 -5.05 0.000 -.1987968 -.0875921
smsa | .100753 .0314355 3.21  0.001 .0391406 .1623654
smsa66 | .0150626 .0222765 0.68 0.499 -.0285986 .0587238
regb61 | -.102976 .0433068 -2.38 0.017 -.18785568  -.0180962
regb62 | -.0002286 .0337043 -0.01 0.995 -.0662879 .0658306
reg663 | .0469556 .0325621 1.44 0.149 -.016865 .1107763
reg664 | -.0554084 .0390786 -1.42 0.156 -.132001 .0211842
regb65 | .0515041 .0474412 1.09 0.278 -.0414789 .1444872
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regb66 | .0699968 .0531631 1.32  0.188 -.0342009 .1741945
reg667 | .0390596 .0496175 0.79 0.431 -.0581889 .136308
reg668 | -.1980371 .0523952 -3.78 0.000 -.3007297  -.0953444
_cons | 3.339687 .8921571 3.74 0.000 1.591091 5.088283

Instrumented: educ

Instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsa66 reg661l reg662

regb63 regb64 regb65 regbb6 regb67 regb68 nearc2 nearcd

. estat endog

Tests of endogeneity

Ho:

Durbin (score) chi2(1)
Wu-Hausman F(1,2993)
0.0854)

variables are exogenous

2.93939
2.92564

(p
(p

0.0864)
0.0873)

Lo que se observa, combinado con el hecho que nearc2 esta poco correlacionado con

educ

. correlate educ nearc?2

(obs=3,010)

| educ
_____________ o

educ | 1.0000

nearc? | 0.0474

. correlate educ nearc4

(obs=3,010)

| educ
_____________ o

educ | 1.0000

nearcéd | 0.1442

nearc?

1.0000

nearcé4

1.0000
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es que nearc2 es un instrumento débil, se cumpliria la desigualdad

Ip(z1,8)| > |p(z1,u)] - [p(21, 21|

y ademas, el p—value para DU en las regresiones que incluyen estat endog son tales
que, al incluir nearc2, |p — 0,05| — 0. Asi pues, nos quedariamos con el instrumento

nearc4.

10) Ya sabemos que el uso de variables instrumentales permite lidiar con el problema
de endogeneidad, presente en este estudio (tal y como se ha visto previamente). Sin
embargo, hay un trade-off pues, si bien el estimador IV puede ser consistente, no es
necesariamente més eficiente (dado que usa sélo una parte de la informacién en x:
a través del instrumento). Para determinar estadisticamente si es preferible IV (para
el modelo sobreidentificado: los 2 instrumentos), podemos usar el test de Hausman-

Durbin-Wu. Este brinda los siguientes resultados.

ivregress 2sls lwage (educ=nearc4 nearc2) c.exper##c.exper

black south smsa smsa66 reg661-reg668

Instrumental variables (2SLS) regression Number of obs = 3,010
Wald chi2(15) = 709.89
Prob > chi2 = 0.0000
R-squared = 0.1702
Root MSE = .4042
lwage | Coef.  Std. Err. z P>|z]| [95% Conf. Interval]
________________ o
educ | .1570594 .0524383 3.00 0.003 .0542822 .2598366
exper | .1188149 .0227454 5.22 0.000 .0742348 .163395
I
c.exper#c.exper | -.0023565 .0003466 -6.80 0.000 -.0030358 -.0016772
[
black | -.1232778 .0520112 -2.37 0.018 -.225218 -.0213376
south | -.1431945 .0283691 -5.05 0.000 -.1987968  -.0875921
smsa | .100753 .0314355 3.21 0.001 .0391406 .1623654
smsa66é | .0150626 .0222765 0.68 0.499 -.0285986 .0587238
reg661 | -.102976 .0433068 -2.38 0.017 -.18785568  -.0180962
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regb62 | -.0002286 .0337043 -0.01 0.995 -.0662879 .0658306
reg663 | .0469556 .0325621 1.44 0.149 -.016865 .1107763
regb64 | -.0554084 .0390786 -1.42 0.156 -.132001 .0211842
regb65 | .0515041 .0474412 1.09 0.278 -.0414789 .1444872
regb66 | .0699968 .0531631 1.32 0.188 -.0342009 .1741945
reg667 | .0390596 .0496175 0.79 0.431 -.0581889 .136308
reg668 | -.1980371 .0523952 -3.78 0.000 -.3007297  -.0953444

_cons | 3.339687 .8921571 3.74 0.000 1.591091 5.088283
Instrumented: educ
Instruments: exper c.exper#c.exper black south smsa smsa66 reg66l reg662

. estat endogenous

regb63 regb64 regb65 regb66

Tests of endogeneity

Ho: variables are exogenous

Durbin (score) chi2(1)
Wu-Hausman F(1,2993)

2.93939

2.92564

(p
(p

0.0864)
0.0873)

regb67 regb68 nearc4 nearc2

Dado que en cualquier caso p > 0,05 no se rechaza la hipotesis nula. ; Qué significa esto

finalmente? las diferencias entre los

estimadores por MCO e IV son estadisticamente

diferentes y por ello el regresor endégeno (educ) genera problemas por la estimacién

MCO. Es mejor usar variables instrumentales, teniendo en cuenta que es nearc4 la que

tiene mayor correlacion con la endogena.



Capitulo 10

Maxima Verosimilitud

A lo largo de este texto, la herramienta de estimacion principal ha sido la estimacion
via Minimos Cuadrados Ordinarios. Sin embargo, en este capitulo, presentamos un
segundo método de estimacion que resulta de gran interés en la préactica y que, si
bien no ha sido usado previamente, aparece con frecuencia en el analisis estadistico
y econométrico a la hora de, por ejemplo, trabajar con modelos donde la variable de
regresiéon es dicotémica: modelo de probabilidad lineal, Logit, Probit, (Wooldridge,

2001).

10.1. Estimacion

Definicién 10.1.1. Sea f(:|#) con § € © C R’ una familia paramétrica de
distribuciones. Sea X = (Xi,..., X,,) una muestra aleatoria iid de una distribucién

g(+|0p) con 0y € O©. Entonces, la densidad conjunta es

n

f(xl0) = [ [ g(xil).

i=1
donde z; es la observacion de X;. Definimos la funcion de verosimilitud de esta muestra

aleatoria de la siguiente manera

[T, Px,(z;]0) variable discreta

L(0|x) =
[T, fx,(z:]0) variable continua.

Note que las distribuciones dependen desde ahora de un (vector) de pardmetros

6 € © C R*. En ese sentido, podemos escribir, teniendo en cuenta que Xj, ..., X,, son

208
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iid .
fxr o x(@,0) = T fx(xi,6)
=1

Eventualmente, para abreviar la notacion, escribiremos L(6).

Ejemplo 10.1. Sea

2ze 0 six >0
fx(z;0) =

0, en otro caso.

La funcién de densidad de una variable aleatoria continua, # > 0. Entonces,

ﬁ (x;]0)
gl
= 92" (H 51;1) —03>77 Ty

Definicién 10.1.2. Estimador de maxima verosimilitud. El estimador de méxima

verosimilitud
v = o(X3, ..., X,)

es el estimador que resuelve

max L(6)
s.a 60e0O.

En relacién al estimador de maxima verosimilitud, es posible que la m.a. X, ..., X,
no sea iid. Por otro lado, usualmente es mas sencillo maximizar £(0) = In(L(0)). Luego,

la CPO provee )
1 zn: Ol(Onrv; ws) 0
n 00 -

Ejemplo 10.2. Una variable aleatoria X posee la siguiente funcién de densidad

x

e"o, six>0

|

fx) =

0, caso contrario.
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Veamos que el estimador de maxima verosimilitud 6 es igual a la media muestral.

Primero, notemos que, efectivamente f(-) es un densidad para 6 > 0:

<1
/ f(x)dx = / —e %dg = lm (e + 1) = 1.
R o 0

t—o00

Ahora, siguiendo la definicién dada,

0 e argmaxycg fol(mz|9)

i=1

Dado que In(-) es una funcién creciente,

0 € argmax,_o In <H fXZ(xl\9)> :

i=1

J/

—K(0)

Primero, calculamos K ()

Il
—

Aplicando condiciones de primer orden,

n 1 —
—=+ = Xy
iR
Asi,
=1y
= — ;.
n -
=1
Ejemplo 10.3. Sea (x1,zs,...,x,) una muestra aleatoria correspondiente a una

distribuciéon normal NS (u,?). La funcién de verosimilitud es

n

L(a:laan "'7$n;:u70—2) = Hf(aj’“,u,O'Q) (101)

=1

I
//~

1 ) oo S i )?
oV 2w
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Computemos los estimadores de maxima verosimilitud de p y o2 (que se denotan por
iy 6%). Nuestro objetivo es resolver
. méx, ,2  L(x1, ..., Tp; 1, 07)
s.a. : (u,0) €@ =R x R,.
Un primer enfoque, para poder encontrar los candidatos a 6ptimos locales, es aplicar

directamente las condiciones de primer orden a la funcién (10.1):

oL 1 < 1 \" _—
i=1
OL _ " s ewy
o2 (02)%1\/ﬂ6 20
n L 2 n
Doim (@ — ) e 207 Lim(@=w? _ (10.3)

+
(02)"/2y/27 - (02)3/2
De (10.2), como la exponencial es siempre positiva, se tiene que

n

Z(xz — ) =0

i=1
Z:'Lzl Li

n

Luego, teniendo en cuenta nuevamente que ™27 Ziml@iw’ 5 y simplificando (10.3),
obtenemos
I N
o/ 2w o3 o2
Z?:l(xi - N)2 _n

O—n+3 o 0—n+1

mo? = Z(mz — )%
i=1

Evaluando en el 6ptimo,
1 n
~2 —\2
0" = — E T —7T)°.
£ ( )

Ahora bien, dada la estructura de la funcién de méxima verosimilitud, considerando

sobre todo las condiciones de segundo orden, lo mas acertado es maximizar la funcién
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de log-verosimilitud, definida de la siguiente manera

K(0) = K(p, 0%|z)

— ln(L(,u, 02; T1yeeey xn))

]_ " 1 n 2
=1In e 2.2 > (zi—p) :|
[(0\/27r)
= -—nlhv2r ——Z ——lna

Debido a las propiedades de la funcién logaritmo neperiano, K (6) posee los mismos
6ptimos, y de misma naturaleza, que L(z;6) (Casella and Berger, 2002). Por ende,

bastaba con aplicar las CPO a K (u,0?)

n

(s — p)> =0

=1

oK
w—g Z 503

oK _ 1
8u_02

Despejando, se vuelven a obtener los candidatos a maximo local

LI _
2
R 1 — ] — 1 — 1 — B

i=1
Queda entonces por analizar las condiciones de segundo orden. Esto es!, verificar que

D, <0y Dy >0, siendo D; los menores principales de la matriz HK (i, 0?) € Mgy

evaluada en 6 = (fi,62).

0’K _n

o o2

PK PK 1 «
R

oudo?  do?du ot =
PK n 1 &

Wer (Casella and Berger, 2002).
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Luego,
n 1
T2 e > i (T — )
HE (p,0%) =
1 n 1 .,

Tt > i (@i — p) 204 o6 > (i — p)?

Por ende,
. n

Dy = H\ (K (f1,6%)) = —=5 <0

y

U==,02=52

n n
02 2066
n2

=% >0
20

Concluimos entonces, a través de las condiciones de segundo orden, que (ji,5?) es en

efecto un local.
Ejemplo 10.4. Supongamos que

Vi = b1+ Xi+ €, ¢~ N(0,07).
En este caso, E[Y;|X;] = p1 + (2 X;. Asi,

L(@) = L(ﬁlaﬁ%g)

202

= (—/%Q)n exp (—% Z(Y; — B — ﬁzXz‘)2> :

=1

112 exp(_M—ﬂl—@sz)
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Luego de resolver el problema de maximizaciéon para obtener los estimadores, se llega

a
b=Y X

5, SL XY XV

Dl X7~ nX’

con & =Y, =Y =Y — i — o X;.
Ejemplo 10.5. En el modelo de k-variables,
Y; = 81+ BoXoi + B3 Xoz + ... + Bp Xox + €,
que matricialmente se expresa como
Y I Xop X310 Xu B €1
A N
Yn 1 XQn X2n e an Bk €n

N J/
-~

=Ynx1=XnxkBrkx1+enx1
tenfamos que YV = XA y € ~ N(0,,0%I,). Asi,
0 X - X)

e 202

MO = ot

Las CPO proveen

f=(X"X)"'XTy

Ejemplo 10.6. En este ejemplo calculamos las funciones de verosimilitud para
distribuciones cléasicas, tanto continuas como discretas. Estas distribuciones son: la
exponencial, la Poisson, la binomial y la geométrica. Dejamos como ejercicio obtener

los estimados de MV correspondientes.

= Distribucion exponencial: La funcién de densidad de probabilidad para la

distribucion exponencial es:

flz; N =Xe™ >0, \>0.
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Para una muestra independiente {x,zs,...,z,}, la funcién de verosimilitud se

obtiene como el producto de las densidades:

LAz, zn) = H e i = \nem A1 ¥
i=1

= Distribucién Poisson: La funcién de probabilidad para la distribucién Poisson

es: e
P(X =k \) = T k=0,1,2,..., A>0.
Para una muestra independiente {k1, ko, ..., k,}, la funcién de verosimilitud es:

ks efn)\

H?:1 k;!

D \kigmA A
<Mxkb”me:II =
i=1 v

= Distribucion binomial: La funcién de probabilidad para la distribucion

binomial es:

P(X =k;n,p) = (Z)pk(l—p)"_k, k=0,1,...,n,0<p< 1.

Para una muestra independiente {k1, ko, ..., k,}, la funcién de verosimilitud es:
T (n ki n—k;
i=1 >

Ignorando los términos constantes (:), la funcién de verosimilitud simplificada
es:

L(pi k... ko) oc pZiabi(1 — pyr(n=2ima k)

» Distribucién geométrica: La funcién de probabilidad para la distribucién

geométrica es:
PX=Fkp =0-pF'p k=123,...,0<p<l

Para una muestra independiente {k1, ko, ..., k,}, la funcién de verosimilitud es:

n

L(p;ky, ... ky) = H(l — )Ry = p(1 — p) Tk,

i=1

Simplificando, se tiene:

L(piky, ... k) = p"(1 — p)Zizakin,
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10.2. La cota inferior de Cramer-Rao

Teorema 10.1. Supongamos que # es un parametro deterministico no conocido que
debe ser estimado a partir de una muestra de n observaciones iid con densidad f(z;6).
Entonces, la varianza de cualquier estimador insesgado 6 de # es acotado inferiormente

por la reciproca de la informacién de Fisher:

Var(d) > (10.4)

con

siendo ((z;6) = In L(0; ), el logaritmo neperiano de la funcién de verosimilitud, y Ex.g

el valor esperado con respecto a la densidad f(x;6) de X.

En el caso mas general, si §(X) es un estimador insesgado de g(6), (10.4) se convierte

en o
Var(8) > [i ]( (g]) . (10.5)
Teorema 10.2. Asumiendo que se cumple la regla de Leibniz, se tiene que
I1(0) = Var { 0 111f(X|9)}2 =-FE [ o lnf(X\G)}
o0 002
Demostracion. Para simplificar la notacién, escribimos ¢(6) = In f(z|6). Luego,

siguiendo (Rau, 2016)

{ } /_aagg( )] f(x|0)dx
/ 1

[0
55710)| oo lalo)s

0

<x|e>}

Q;\
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Ahora bien, como E [Z((6)] =0

ozgg/[gywﬂf@wmx
i/m;@p@mm+/E%@H%ﬂwﬂm
:E{giam] /[gywﬂ[gfwﬂf@wmx
——{%}@] [;a%%

Ast,

{596(9)]2 =—E {;—;6(9)] .

Finalmente, concluimos notando que

[ 0] -2 [ 0] - (2 3e0])"

]

A continuacion, probamos el teorema de la cota inferior de Cramer-Rao en el
contexto més general (10.5), es decir, considerando g(#) cualquier funcién diferenciable,

y no simplemente g(f) = 6.

Demostracion. Sea

- [ ff s

Tomando la derivada respecto a 6 en ambos lados de la Ecuacién 10.6,

://...//Ma%f s
JJ i

_EF@y—mﬂX@}

Ahora bien, como

E [% 1nf(X|0)] — nE [% 1nf(X|0)] -

concluimos que
§16) = Cov (800), 751 F(X10) ).
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Debido a la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
Cov(X,Y)? < Var(X)Var(Y),
con igualdad solo si X = aY + b,

/(O)F < Var(a(x))Var ( 510 7016 )

= Var(6(X)) - n - Var (% In f(X|8))
lg'(0))*
Var(6(X)) > 1(6)

10.3. Propiedades asintéticas

Recordemos que 6,y maximiza

60) =5 > (o)

Definamos

6(6) = E00 [E(:E\@)],

donde 6y es el parametro de la muestra Xi,...,X,. En caso la distribucion fuese

continua,
£6) = [ 10 f(al6) (sl60)d

Por la ley de los grandes nimeros,

0,(0) — €(0).
Teorema 10.3. Para todo 0 € O,

L(6) < L(6y).
Mas aun, la desigualdad es estricta salvo que

Poo{f (2|0) = f(x[60)} = 1.



Capitulo 10. Maxima Verosimilitud 219

Demostracion. Consideremos

L(0) = L(6o) = Egy[In f(]0) — In f(x[6o)]

f(l‘|9)>
= [Eg, In .
" (f(x\%)
Dado que Int <t —1,

M”«ﬁﬁ%)gmﬁfm% 4

(6o
- [ (Fy 1) i
:/f(a:\@)da:—/f(x\@o)dx

=1-1=0.

Esto nos permite concluir. O

Teorema 10.4. En el contexto descrito en este capitulo, si 6y es tal que para todo
0 +# 0y existe z con f(x]0) # f(x]0y)?, el soporte® de f(-|#) no depende de 6 y 6, € ©°,

A P
entonces 0y, — 0o.

Teorema 10.5. Supongamos que se satisfacen las condiciones del teorema 10.4.
Asumamos ademds que g(z;|0) es clase C*(0),* que se cumplen las hipétesis del teorema
de Leibiniz’ en el par (z,0) y que para cierta funcién M tal que E[M(X;)] < co, V i,

03 1n g(x;]0)
063

’ < M(x).

Entonces,

con

]g(9> )

Vi(lary — o) 5 N (0,1, (6y))
2La generalizacién es P{f(z|0) # f(z|6y) > 0

001 X)\?
06 ’
35 tal que [(dF = 1.

4Nuevamente, z; es la realizacién de una v.a. X;. Esto es, X1,---, X,, es una m.a.
5f(z,t) funcién tal que f.(z,t) es continua en ¢t y z para alguna regién del plano que incluye

ar(z) <t < ag(x), zg < & < x1. Supdngase ademés que a,b € U con [zg,x1] C U. Entonces,

b(x)

d b(x)
— z,t)dt | = f(z,b(x))b' (z) — f(z,a(x))d (x w(x,t)dt.
dx(/ﬂ@f( >> e W)V @)~ S a@ha @ + [t
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Las pruebas de los teoremas 10.4 y 10.5 se encuentran en las siguientes notas de
clase, (Mikusheva, 2007) y no son directas. Los dejamos como ejercicios al lector.

Para dos estimadores insesgados de 6, la proporcion entre sus varianzas se conoce
como eficiencia relativa. Un estimador insesgado es considerado eficiente si su varianza
alcanza la cota minima 1/nl(#), donde I(0) representa la informacién de Fisher. Como
el estimador de Méxima Verosimilitud (MLE, por sus siglas en inglés) alcanza esta cota
minima de manera asintética, se le denomina asintoticamente eficiente. Esto significa
que, para tamanos de muestra grandes (n — o0), el MLE logra la menor varianza
posible dentro de todos los estimadores insesgados. La cota inferior de Cramér-Rao
establece que ningin estimador insesgado puede tener una varianza asintéticamente
menor que la alcanzada por el MLE.

Culminamos la secciéon con un tultimo resultado de teoria asintética para el caso del

estimador de MV.

Teorema 10.6. Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién con
parametro 6. Sea Orrv el estimador de méxima verosimilitud de 6. Entonces, bajo

ciertas condiciones de regularidad estandares®,

1. 6)v es asintéticamente consistente, es decir, para todo € > 0
n—oo
2. Oy es asintoticamente insesgado, es decir,

n—o0

3. Cuando n — oo, R
Opv —0 4

- — N(0,1).
VaI‘(QMv)

10.4. Estimador de MYV vs el estimador de MCO

En esta seccién comparamos el estimador de Maxima Verosimilitud (MV) y el

estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), considerando sus fundamentos

6Compacidad de O, existencia de E[supgeo|eyy s 0o € ©°, diferenciabilidad y validez de la regla de

Leibniz.
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tedricos, supuestos, propiedades computacionales y aplicaciones practicas. Ademas,
vinculamos estas comparaciones con la cota inferior de Cramér-Rao, discutida

previamente, y las propiedades asintéticas del estimador MV.

1. Fundamentos tedricos: tanto el estimador de MV como el estimador de
MCO se fundamentan en la optimizacion estadistica. El estimador de MV busca
maximizar la funcién de verosimilitud de los datos dados los parametros del
modelo, mientras que el estimador de MCO minimiza la suma de los residuos al
cuadrado. En modelos de regresion lineal con errores normalmente distribuidos,
los estimadores obtenidos de ambos métodos son idénticos, ya que minimizar
los errores al cuadrado es equivalente a maximizar la funcién de verosimilitud
bajo la suposicion de normalidad. En un contexto més general, el estimador
de MV se basa en la maximizacion de la verosimilitud para cualquier familia
de distribuciones, permitiendo una mayor flexibilidad. Como se muestra en
el teorema de la cota inferior de Cramér-Rao, el estimador de MV alcanza
asintéticamente esta cota, siendo eficiente al minimizar la varianza entre los

estimadores insesgados.
2. Supuestos:

= El estimador de MCO asume linealidad, homocedasticidad, independencia
de los errores y residuos normalmente distribuidos. Estas condiciones
aseguran la consistencia y eficiencia dentro de la clase de estimadores lineales

insesgados (MELI o BLUE por sus siglas en inglés).

= El estimador de MV, en contraste, no requiere linealidad o normalidad,
siempre que la funcién de verosimilitud esté correctamente especificada. Bajo
las condiciones de regularidad estandar descritas en el Teorema 10.4, el de

MYV es consistente y converge en probabilidad al pardmetro verdadero.
3. Propiedades computacionales:

s El estimador de MCO tiene una soluciéon cerrada en el caso de regresion

lineal:

Buco = (XTX)'XTY.
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Esto lo hace eficiente y facil de implementar, incluso para grandes conjuntos

de datos.

= El estimador de MV, por otro lado, generalmente no tiene una soluciéon
cerrada y requiere métodos numéricos iterativos como Newton-Raphson
o Expectacién-Maximizacién (EM), lo que incrementa su complejidad
computacional. Sin embargo, estas técnicas permiten su aplicacién en
modelos no lineales o distribuciones complejas. De hecho, en la siguiente

seccion discutimos aspectos computaciones relacionados al estimador de

MV.
4. Convergencia: Ambos estimadores convergen bajo ciertas condiciones:

s El estimador de MCO es consistente si los supuestos de Gauss-Markov se

A P
cumplen, asegurando que Syico — B conforme n — oo.

» Elestimador de MV es consistente bajo las condiciones generales del teorema
10.4. Mas aun, como establece el teorema 10.5, el estimador de MV es

asintéticamente normal:
Vi@ — 80) % N(0,1,1(6,)),
donde I,(6p) es la informacién de Fisher.

5. Eficiencia: el estimador de MV es asintoticamente eficiente, alcanzando la cota
inferior de Cramér-Rao. Esto significa que tiene la menor varianza posible entre
los estimadores insesgados conforme N — oco. En contraste, el estimador de MCO
es eficiente tinicamente dentro de la clase de estimadores lineales insesgados, lo

que lo hace menos éptimo si se violan los supuestos del modelo clasico.
6. Robustez:

s El estimador de MCO es sensible a la heterocedasticidad y a los valores
atipicos, lo que puede llevar a errores estandar incorrectos y estimaciones

inestables.

= El estimador de MV, aunque més robusto a la heterocedasticidad si se
modela correctamente, también es més sensible a errores en la especificacion

de la funcion de verosimilitud.
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7. Flexibilidad: el estimador de MV es aplicable a una amplia variedad de
distribuciones, como las de la familia exponencial, permitiendo el modelado en
contextos no lineales o no gaussianos. Esto lo hace adecuado para aplicaciones
avanzadas, como los modelos lineales generalizados (GLMs). En contraste, el
de MCO es més limitado, siendo ideal para casos donde los datos y el modelo

cumplen con los supuestos lineales clasicos.

En resumen, mientras que el de MV ofrece mayor flexibilidad y eficiencia bajo
condiciones ideales, el de MCO es mas sencillo de implementar y computacionalmente
eficiente en escenarios donde sus supuestos son validos. La eleccién entre ambos depende

de las caracteristicas de los datos y el contexto del modelo.

10.5. Computacion

A continuacién algunas técnicas para computar el estimado de maxima verosimili-
tud. Seguimos fundamentalmente a (Wooldridge, 2001) y (Rau, 2016). Esto ademés
cierra el capitulo e invitamos al lector consultar, por ejemplo, (Weiss, 1971), (Self and
Liang, 1987) o (Wooldridge, 2001) para una discusién mas profunda y extensa sobre
el estimador de MV.

Lo que buscamos es Oy tal que

ExlLo(ly)] = RO) = 5 > U0,2) = 0

En la literatura clasica, se proponen los siguientes métodos:

1. Biisqueda de grilla: se busca resolver méaxgepq (). Para ello se divide [a, b] en
sub-intervalos {[a, 6], - [0,,b]} v se evalia R en 6;. Luego, se escoge donde R
toma el valor mas grande (digamos 6y) y se escogen los intervalos [0y_1,60k] y

[0k, Or11]. Se suele iterar hasta que |R(6;) — R(0.1)| < 1075 0 |0, — 01| < 1075.

2. Aproximacién por polinomios: R(#) = a+b(0 —6y) + 5¢(6 — 6y)?. La CPO provee
0* = 0y — %’ Los coeficientes a,b y ¢ se obtienen aplicando una expansién de
Taylor de orden 2. Esto se repite para diferentes 6y y se elige aquel que maximice

la funcién objetivo R.
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3. Busqueda lineal: dado un valor inicial 6; y una direccion de busqueda 6,

resolvemos

A" = argmax, R(6; + \J).

Luego, se toma 6, = 6, + \*0.

4. Forma cuadratica: planteamos
R(O)=a+b"0+ %HTCQ,

con C' simétrica. Luego,

OR

— =0b+C4
a6 7"
W C .
R alcanza su méximo en §* = —C~'b. Notemos que
9* = —-C b

0 =0, —C b+ CH)
0" = 0, — Roo(61) " Ro(61).

Haciendo § = —Ryg(61) ' Re(#1) y A = 1, se aplica una biisqueda lineal.

5. Newton-Raphson: sea
020 - Joe
pon={ B 0]} v 0]

Or41 = Ok + OnR.

y A1. Asi,

La derivacion de Newton-Raphson se basa en una expansion de Taylor de segundo

orden de Ex[¢(0)] en 0. Véase (Suli and Mayers, 2003).

6. Algoritmo BHHH (Berndt-Hall-Hall-Hausman): se imputa en la biisqueda lineal

sannn = {Ex | S0 55007 | LB | S0
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Finalmente, un criterio muy comun de convergencia, es
-5

Cuando la funcion de log verosimilitud es estrictamente céncava, entonces los métodos

descritos funcionan por lo general bien” pues solo existe un tinico méximo global.

Ejercicios
Ejercicio 10.1. Considere las siguientes distribuciones. Para cada una:

1. Plantee la funcién de verosimilitud para una muestra independiente y de tamafno

n, {x1, 9, ..., 2.}
2. Derive el logaritmo de la funcién de verosimilitud.

3. Obtenga las estimaciones de los pardmetros mediante el método de Maxima

Verosimilitud.

a) Distribucién Gamma: La funcién de densidad de probabilidad para la

distribucién Gamma es:

fX<x7a75) = B_xaileil&a x> 07 auﬁ > 07

()

donde « es el parametro de forma y [ es el parametro de escala.

b) Distribucién Uniforme (continua): La funcién de densidad para la

distribucién uniforme es:
L. a<z <y,
fx(z;a,b) =

0, en otro caso,

donde a y b son los limites inferior y superior respectivamente, con a < b.

c¢) Distribucién de Bernoulli: La funcién de probabilidad para la distribu-

cion de Bernoulli es:
P(X =a;p) =p*"(1—p)'™", 2€{0,1}, 0<p<1,

donde p es la probabilidad de éxito.

7 Asumiendo diferenciabilidad del orden adecuado.
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Ejercicio 10.2. Sea una variable aleatoria X con funcién de densidad:

0
fx(@0) = -5, @=1,0>0.

Para una muestra independiente {z1, xs, ..., 2, }:

1.

Plantee la funcién de verosimilitud L(f) y el logaritmo de la funcién de
verosimilitud ¢(0).
Obtenga la derivada de () con respecto a 6.

Resuelva la ecuacién ag_(;) = 0 para encontrar el estimador de 6 por MV, éMV.

. Verifique si el estimador maximiza ¢(f) calculando la segunda derivada y

evaluando su signo.

Ejercicio 10.3. Considere que tenemos una muestra independiente e idénticamente

distribuida (i.i.d.) de tamano n, donde las observaciones siguen una distribucién Half-

Normal con densidad:

2 1 x?
fH(x):ﬁ'ﬁeXp o0 ) z>0, v>0.

Los momentos de esta distribucion son:

Ep[X] = \/g VU= pg,  Varg[X] = (1 - E) v.

™

Ahora, considere que el logaritmo de la funcién de verosimilitud de la muestra es:

1.

Derive el estimador de Maxima Verosimilitud (MLE) de v:

= Obtenga la derivada de la funcién de verosimilitud con respecto a v.

= Resuelva la ecuacién g—ﬁ = 0 para encontrar el estimador Uy .

2. Calcule la informacién de Fisher para v: use que la segunda derivada de la

funcién de log-verosimilitud es:

ov? 2 i

O?L(v | z) n 1 «—
Pl Ly
=1

Obtenga la informacién de Fisher:

foy= -5 [PE01]
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3. Cota de Cramér-Rao para ,: recuerde que p, = \/g\/ﬂ La informacién de

Fisher para p, es:

Ip) = 1(0)- (%“)

Use esta relacion para derivar la cota inferior de Cramér-Rao para p,:

CRLB(11,) = —.

nm

4. Mal Especificacién: suponga ahora que, incorrectamente, asumimos que los

datos siguen una distribuciéon exponencial:

a) Demuestre que este estimador es insesgado bajo la verdadera distribucién

Half-Normal.

b) Calcule la varianza del estimador bajo la verdadera distribuciéon Half-

Normal:

Var(Bus) = %VarH[X] _ %(1 _ 2.

5. Eficiencia Relativa: compare la varianza de [ypg con la cota inferior de

Cramér-Rao para fi,:

LB
Eficiencia Relativa = M
Var(Byre)
Verifique que:
1
Eficiencia Relativa = 5 ~ 0,876.
7'(' JE—

Este ejercicio muestra que, aunque el estimador BMLE basado en la densidad mal
especificada es insesgado, no logra alcanzar la cota de Cramér-Rao y, por lo tanto,

es menos eficiente que el MLE basado en la densidad correcta.



Capitulo 11

Introduccion al analisis de series de

tiempo

En este tdltimo capitulo presentamos una breve introduccion a la teoria y analisis
de series de tiempo. Los temas que abordamos son usualmente tratados en las primeras
clases de un curso de series de tiempo: operadores de rezago, ecuaciones en diferencia y
modelos ARMA. En este documento no abordamos temas mas avanzados y especificos
del drea, como los son los modelos autorregresivos vectoriales VAR (Sims, 1980), los
tests de raiz unitaria (Perron, 1989), analisis asintético (que dicho sea de paso involucra
el estudio del movimiento Browniano y el célculo de Ito (Karatzas and Shreve, 1991)),
la cointegracién (Engle and Granger, 1987) o el filtro de Kallman (Kalman, 1960).
Recomendamos al lector consultar (Hamilton, 1994), (Brockwell and Davis, 1991) o

el mismo (Greene, 2018) para un andlisis completo de estos temas.

11.1. Conceptos basicos

Definicién 11.1.1. Una serie de tiempo es una secuencia de observaciones separadas
por intervalos de tiempo de forma regular: anual, semestral, trimestral, mensual, diaria,

entre otras.

Los precios de las acciones en la bolsa, asi como los precios de los metales y el tipo
de cambio nominal o real, son ejemplos de series de tiempo observadas a una frecuencia

diaria, lo que permite un analisis detallado de variaciones rapidas y patrones intradia.

228
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En contraste, variables como la temperatura media mensual, la inflacion mensual y las
tasas de empleo y desempleo anual reflejan dindmicas de mediano y largo plazo, siendo
adecuadas para estudios de estacionalidad y tendencias macroeconémicas. Ademas,
datos anuales como el nimero de habitantes, la mortalidad infantil, los niveles de
CO2 en Lima Metropolitana o los niveles de mercurio en los rios ofrecen un panorama
de procesos lentos que afectan el medio ambiente y la demografia, esenciales para
evaluar impactos sociales y ecolégicos en periodos prolongados. Estas series ilustran
cémo diferentes frecuencias temporales y contextos se adaptan a diversas necesidades

de andlisis y modelado.

11.2. Ecuaciones en diferencia y operadores de
rezagos

Una ecuacién dindmica de orden 1 es una expresion que determina el valor en el

instante ¢ de una variable de interés y (esto se denota y;) segin la ecuacién dindmica

Yo = QYp—1 + Uy,

donde y;_1 es el valor de y; rezagado 1 periodo, u; es una variable exdgena en el tiempo

ty ¢ € R. En este modelo, tanto ¢ como {u;}sc7 son conocidos. Luego,

Yt = QY1 + ut
Yir1 = QY + Uy
= O(Pye—1 +up) + U1
= P* Y1 + Py + Uy
Yt+2 = QY41 + Urpo
= A(F*Yr-1 + Pus + Ugy1) + Uppo
= Y1 + O ur + Purpr + Uppo

Yrj = Ay A+ Pug QU1 + Upp -

A este modelo se le conoce también como AR(1). En la siguiente seccién profundizamos

y generalizamos este modelo. Antes, algunas definiciones claves en dinamica discreta.
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Definicién 11.2.1. Multiplicador dinamico. Es la respuesta de y luego de j

periodos de haberse dado un impulso u en t.! Esto es:

ayt-i-j
8Ut

Ejemplo 11.1. Para una ED(1), con |¢| < 1,

= ;.

. ayt+j Y

Definiciéon 11.2.2. Cambio transitorio. Es el efecto sobre v, considerando que w

cambia en t:

ayt-i-j _
8Ut N 1/}]‘

En este caso, u no cambia en t +1,--- ,t+ j, por lo que, simbdlicamente,

Z O+ —
aUt+£ 7
y el efecto de largo plazo de un cambio transitorio en u sobre y serd entonces

ayt—H ,
Jlirglo Z = lim ;.

8ut+g J—o0

Ejemplo 11.2. Para una ED(1), donde |¢| < 1, lim;_, ¢; = lim;_,00 ¢’ = 0.

Definicién 11.2.3. Cambio transitorio. Es el efecto sobre y,,; considerando que

varia w en t estd dado por

aytJrj .
8ut N wj.

Los efectos sobre y;; para cada cambio de w en ¢ +1,--- ,t + j estan dados por

Y+ iy Wr+j _
= 11, — .

Ougy1

gy
En este caso, el efecto total viene dado por ZZ:O Y. O sea, el efecto de largo plazo de

un cambio permanente en u sobre y sera

jlifgo[% +ahjq 4+ o).

'Podemos tener por ejemplo un impulso de magnitud unitaria Au; = 1 o uno de magnitud una

desviacién estdndar Au; = oy.



Capitulo 11. Introduccién al andlisis de series de tiempo 231

Ejemplo 11.3. En el caso de una ED(1),

J
, , 1
jhm [’QD] + wj,1 R wo] = jhm E ¢£ = ﬂ

El estudio de las ecuaciones en diferencia lineales tanto como no lineales ha sido
ampliamente analizado en la literatura, ver por ejemplo (Chavez, 2022) o (Elaydi,
2005). Nosotros no vamos a profundizar en el estudio de ecuaciones en diferencia de
orden 1 (estabilidad, caso no lineal, etc.) y es por ello que rdpidamente nos movemos

a los modelos con mas de un rezago, i.e., ecuaciones dinamicas de mayor orden.

Definicién 11.2.4. Una ED(p), i.e. ecuacién dinamica de orden p, es una dindmica

de la siguiente forma:

Yt = O1Ye—1 + Qayr—o +  + Pplsp + Us. (11.1)

En (11.1) u; es exdgeno y son conocidos los coeficientes ¢, - - - , ¢, asi como la secuencia

{Ut}tez-

La relacién dada en (11.1) puede representarse vectorialmente de la siguiente forma:

o =Foi 1+ vy,

con
B T ¢1 ¢2 ¢3 ¢p71 ¢p Ut
v 1 0 0 - 0 0 0
Yi—1
0O 1 0 -~ 0 0 0
Qt — . e Rp7 F et , Vt —
00 1 - 0 0
Yt—(p—-2) 0 0
Y= 1) 00 0 -~ 1 0 0

De este modo, la ED(p) escalar se transforma en una ED(1) vectorial. Note que tanto

01 como {Vv;}4ez con conocidos. Finalmente,
Qt+j = FjJrth_l + FJVt —+ Fjilvt_t'_l 4+ -4+ th+j—1 -+ Vt+j' (112)
Se sigue de (11.2) que

Wi _ £
aut 11 »
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donde féz) = [F’]s. De este modo, es de gran interés poder calcular fl({) Usando
elementos bésicos de algebra lineal, se deduce que, si Ay, -+, A, son los valores propios

de F, que satisfacen

AP — AP — GNP — = A — ¢, = 0,
entonces,
Mrr s ‘ : :
gz] = fi =N 4 N,
con .
AP
6@' == L .
[Thzi(Ni = )
Por ultimo, el sistema sera estable si |\;| < 1 para todo i = 1,--- ,p. La justificacién

se encuentra en (Elaydi, 2005).

Definicién 11.2.5. Operador de rezago. Es el operador (es decir aplicacién lineal),

que permite desplazar una serie hacia atrds (un periodo):
L, = x_1.

Ejemplo 11.4. Se tiene que:

1. v4_9 = Lx;_ 1 = L%x,.

2. axy +bxry_y = (a+ bL)xy.

3. [1—= (A + X)L+ MM L?|xy = (1 — ML) (1 — No L)y
Definicién 11.2.6. Un polinomio de grado finito para L es, por ejemplo:

Y (L) = b + Y1 L+ - - + b, LI

Por otro lado, un polinomio de grado infinito para L es:
YoolL) =tho + 1L+ = Y ;L7
5=0

Note que si ¢ es una constante, Y(L)c = Y(1)c. Por lo tanto, Lc = ¢, (a + bL)c =
a + be, etc.

Definicién 11.2.7. Operador de avance. Se define al operador de avance L' como

aquel operador tal que L™z, = x;4,.
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Ejemplo 11.5. Por ejemplo, z; = y; + Byss1 + - + Bl yspr = (Z]T:o 5]’[;1’) Ur.

En el caso de una ED(1),

Yo = QYp—1 + Uy
Yy = oLy + uy
(1 - QbL)yt = Uy

(1_¢t+lLt+1>yt — (1—|—¢L—|—¢2L2++¢tl}t)ut

v ="y w4+ dupy + -+ dlug.

En caso |¢| < 1, ¢'T1y_; — 0. Por lo tanto,

Yy = (1 +¢L+¢2L2—|— )ut = (1 — ¢L)71ut = <ﬁ> Ug.

Definicién 11.2.8. Ecuacién en diferencias de orden 2. Una ED(2) es una
ecuacion de la forma
Yt = Pryt—1 + P2Yi—2 + Uy

Usando el operador de rezago, podemos escribirla como

(1 =1L — o L?)yy = wy.

Ahora bien,
O(L)=1—¢1L—¢L* = (1 —NL)(1— NL),

donde Ay + Ao = ¢1, vy MA2 = —¢o. De manera general, las raices de ®(z) =
1 — ¢12 — @922 = 0 son
b1+ /7 + 4y o ¢1 — /7 + 4oy
9 2 — .
=203 —2¢
Por lo tanto A\ = i V Ay = i Reemplazando z por A~!, se obtiene el polinomio

caracteristico de la ED(2),

21 =

p2(N) = A% — d1\ — by

Una ED(2) es estable siempre que |A1], |A2| < 1. Esto es, que |z|, |22| > 1. Note que

los \; son justamente las raices del polinomio caracteristico de F € Moyyo:

o1 P2
1 0

F =
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Dado que ED(2) se puede escribir como (1 — ¢ L — ¢ L?) y; = uy,

. S

-~

&(L)

Y= (1 — ML) H1 — ML) Dy

T 1 AN "
B AUV A G WA T W !

B A 1 A 1
AUV W A G W) Mo NI )|
—_— —_——

=C1 =C2

= [+ ML+ XL+ ) F el + AL+ N2+ )]
= (Yo + 1L +hol® + -+ uy

~——
=[®(L)]!

Puesto que
Yerj = Y(L)upyj = Yoty + Prttesjo1 + -+ -+ Yjuy,

se tiene que

Yyt i ; ;
azfz%zmﬁwg,
donde
A1
5 p—
L VW
A2
(5 —
2 A — A\
52:1—(5

A grandes rasgos, las series de tiempo pueden clasificarse en las que son estacionarias
y las que no lo son. Una serie es estacionaria cuando es estable, en otras palabras,
cuando la media y la variabilidad son constantes a lo largo del tiempo. Esto se refleja
graficamente en que los valores de la serie tienden a oscilar alrededor de una media
constante y la variabilidad con respecto a esa media también permanece constante en
el tiempo. Por otro lado, las no estacionarias son series en las cuales la media y/o
variabilidad cambian en el tiempo. Los cambios en la media determinan una tendencia
a crecer o decrecer a largo plazo, por lo que la serie no oscila alrededor de un valor

constante. A continuacién vamos a explorar los modelos univariados estacionarios.
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11.3. Modelos univariados estacionarios

Primero, algunos conceptos elementales de series de tiempo:

1. Una serie de tiempo es una secuencia de observaciones de una variable que han

sido registradas en momentos sucesivos del tiempo y se representa como {yt}thl.
2. El horizonte para el cual se dispone la serie es finito, t =1,--- ,T.
3. T es la talla de al muestra.

4. Una serie de tiempo puede ser vista como un segmento finito de una secuencia

doblemente infinita {y; }scz.

5. La frecuencia de una serie de tiempo es la periodicidad con la que se registran

observaciones.
6. Tick: frecuencia en el ambito financiero que no sigue una escala temporal fija.

Definicién 11.3.1. Proceso estocastico. Es una secuencia de variables aleatorias
{Y, }1e7 definidas sobre un espacio de probabilidad (2, %, P). Se denota y, la realizacién
de Y}, donde Y; ~ D(0). Esto es, {y = Y (w) : w € Q} son las realizaciones sobre sendas

muestrales del proceso estocastico.

Una serie de tiempo suele denominar la realizacién pero también el proceso

generador de datos de dicha realizacion: hay que tener cuidado.

Definicién 11.3.2. Modelo ARMA. Es un modelo que describe la dependencia

lineal entre observaciones pasadas y presentes.”

Ejemplo 11.6. Por ejemplo, un ARMA(2,0) es de la forma:
YVi=c+ oY1+ Yo te, e ~N(0,07).

Definicién 11.3.3. Modelos ARCH (modelo de volatilidad). Son modelos que

modelan variabilidad cambiante en el tiempo.®

2Daremos una definicién més detallada més adelante en este capitulo.
3Estos modelos no es estudian en este capitulo pues, corresponden a un curso propiamente de series

de tiempo.
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Ejemplo 11.7. Por ejemplo, los siguientes son modelos ARCH
1. Y, =p+¢ con e ~N(0,0%)
2. 0} =w+aie | + Bol .

Definicién 11.3.4. Proceso generador de datos vs modelo. Es el mecanismo
real, desconocido, que genera los datos observados. El modelo es una aproximacion
simplificada del proceso generador de datos. Por ejemplo, el PGD de las acciones
puede incluir factores econdémicos fundamentales (PBI, tasa de interés, desempleo,
inflacién...), noticias y eventos (fusiones, cambios regulatorios), sentimiento del

mercado y psicologia de los inversores, eventos globales.

Definicién 11.3.5. Especificacion. La especificacion completa de una serie de tiempo

se realiza mediante:
1. La forma funcional del modelo: linealidad, interacciones, etc.
2. Distribucién de los términos de error.
3. Parametros.

Ejemplo 11.8. En este ejemplo presentamos algunas sencillas series de tiempo
deterministicas y no deterministicas. Para el caso de las series de tiempo deterministicas

podemos tener, por ejemplo:
1. Intercepto o constante: 1y, = 9.
2. Tendencia lineal sin intercepto: y; = 7.
3. Tendencia lineal con intercepto: y; = 0 + .
En cuanto a las no deterministicas, por ejemplo:
1. Ruido blanco (Gaussian noise): Y; = ¢; con ¢, ~ N(0,0?).

2. AR(1): Y; = ¢+ @Y1 + €, con ¢ ~ N(0,0?).
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Una vez especificado el modelo, se estimada utilizando técnicas de maxima
verosimilitud o minimos cuadrados ordinarios. Luego de la estimacion, se realiza un
diagnostico. Basicamente consiste en evaluar si el modelo ajustado es adecuado para
los datos. Esto es, se hacen pruebas de bondad de ajuste, pruebas de normalidad en los
residuos, analisis de autocorrelacion serial o heterocedasticidad etc. Finalmente, una
vez validado el modelo, se puede utilizar para realizar prondsticos (forecast). Veamos
ahora cémo se descompone una serie de tiempo y dos conceptos de estacionariedad

mas especificos.

11.4. Descomposicion y estacionariedad

El objetivo es descomponer la serie de tiempo observable en componentes no

observables que permitan evidenciar definitivamente sus caracteristicas. Se plantea
}/;f = f(j—;fa Sta Ctv Et)a

donde T; es la tendencia, S; el componente estacional, C; el componente ciclico
y € el residuo. Tanto T; como S; son deterministicos. Luego, existen diversas
descomposiciones. Por ejemplo, la aditiva (Y; = T, + S; + I;), o la multiplicativa
Y, = T.S.I,. El componente tendencial® es de largo plazo, mientras que C; y S;°
son movimientos a corto plazo y ¢ las fluctuaciones. Finalmente, en el caso de la

descomposicion multiplicativa, Y; = T;5;1;, se suelen aplicar logaritmos
InY;, =InT, +InS; +In I,
volviendo asi a una descomposicion aditiva.

Definicién 11.4.1. Un proceso {Y;} es débilmente estacionario si su primer y

segundo momento no dependen de t. Esto es,
L o =EY]=pn

2. koy = Var[Vs] = E[(Y; — 1)?] = ko

4Por ejemplo si es creciente, decreciente o plano. No muestra variabilidad a corto plazo ni

movimiento rapidos.
5El componente estacional, que resulta de la asociacién de la serie en t con su valor en t — d. Es

clave que se desestacioanalice la serie para poder obtener hacer inferencia estadistica.
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3. Rjt = COV[Y;J, Y;J,j] = Kj.
Recordemos que
Kjt = COV[Yn Y;ffj]

= E[(Y; — Mt(YtJ th)]

/ / VWi — 1) fviviy- i W Yeg)dyedys 1 - - - dys.
Definicién 11.4.2. Un proceso es estrictamente estacionario si para cua-
lesquiera conjunto de indices (ji,---,jn), la distribucién (Y;, Y, -, Yiqj.) ¥
(Y., Y 4, -+, Yoy, ) son las mismas.

Definicién 11.4.3. Ergodicidad. Sea (Y1, -- -, Y7) el conjunto de variables aleatorias
generadora del conjunto de realizaciones (yi, -+ ,yr). El promedio temporal se define

5 T . /1 .
como Y = %thl Y;. Entonces, diremos que el proceso es ergddico para el primer

momento si Y — E[Y;].

Un proceso estacionario {Y;} serd ergddico para la media siempre que cumpla

condicion de suficiencia

o0

Z|/<;j| < 00

J=0

sumabilidad absoluta de autocovarianzas

11.5. Procesos ARMA

Los conceptos que presentamos en esta secciéon ya han sido introducidos en el
capitulo 9. Sin embargo, en esta seccién profundizamos mas en diferentes aspectos
que conciernen los modelos ARMA. El objetivo es también calcular la funcién de

autocorrelacion de los modelos ARMA.

Ejemplo 11.9. Considere un proceso de ruido blanco independiente {¢,}. Este satisface
las condiciones E[¢;] = 0, Varle;] = 0% y ¢ L €,. Como resultado, Covle, €,] = 0 para
t # 7. En particular, k; = Cov[e, €;,—;] = 0. Por lo tanto, la funcién de autocorrelacién
(ACF) del ruido blanco esté definida como

Y, 1, st 7=0

J
Yo 0, caso contrario.
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Los modelos de medias méviles (MA) son una clase de procesos estocésticos
que expresan la variable observada como una combinacion lineal de perturbaciones
aleatorias pasadas. Estos modelos capturan la dependencia temporal mediante los
rezagos de los términos de error. El caso mas sencillo de modelo MA es el modelo

MA(1), estudiado en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11.10. Un modelo MA(1) especifica que
Yi=p+e+ 0,

donde ¢ ~ iid. (0,0?). Utilizando el operador de rezago, esta expresién puede

escribirse como

}/;5 = (—)(L)Et,
con O(L) = 1+ 60L. En este caso, p = E[Y;] = 0, 7o = Var[V;] = (1+ 6?)0?, y r; = o>
para j = 1, mientras que x; = 0 para j > 1. Por lo tanto, la funcién de autocorrelacién

esta definida como

1, si j=0
li.
= 0 O
Pj Ko T SlJ = 1
0 caso contrario.

Ejemplo 11.11. Para un modelo MA(q), la expresién general es
Yi=p+e+0ie_1+ 0o+ -+ 046,
Esto puede representarse usando el operador de rezago como
O(L) =1+ 60,L+ 0 L* + -+ 6,L9.

Se tiene que pu = E[Y;] = 0, ko = Var[Vy] = (1 + 67 +--- + 602)0?, y para k;, si j < g,
la expresion estd dada por k; = (6; + 0,4101 + 6,490 + - - + quq_j)O'Z, mientras que

kj = 0 para j > ¢. En este caso, la funcién de autocorrelacién es

1, sij=0

29 ) 04041014400,
Ko 1467 4--+62 )

Pj = Sij:1727""q

0, para 7 > q
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Tras analizar los modelos de medias méviles (MA), ahora consideremos los modelos
autorregresivos (AR), los cuales incorporan la dependencia lineal entre las observaciones

pasadas y la actual.

Ejemplo 11.12. El modelo AR(1) esta definido como
Yi=c+ oY1+ e,

con ¢ ~ 1iid. (0,0?). 9 Utilizando el operador de rezago, esto se escribe como
O(L)Y; = ¢ + €, donde ®(L) = 1 — ¢L. La media del proceso es = E[Y;] = 55 v la
varianza estd dada por kg = Var|Y;] = (#) o%. A partir de esto deducimos que la
funcién de autocovarianza es k; = ¢’ Ko, y la funcién de autocorrelacion es
pj = :—2 =¢.
Ejemplo 11.13. En el caso general de un modelo AR(p), la ecuacién que define el
modelo es
Yi=c+oYi 1+ 0Yiot+ o+ 0,Y, + 6,

con ¢ ~ i.i.d. (0,0%). El operador de rezago estd dado por ®(L) = 1—¢1L—---— ¢, LP.
Si las raices de ®(z) caen fuera del circulo unitario, se puede representar el proceso

como Y; = pu+ Y(L)e, donde Y (L) es la inversa de ®(L). La media del proceso es

c
1— £:1¢k’

y la varianza estd determinada por una relacion recursiva entre las autocovarianzas:

p=EY;] =

Ko = 1K1+ + Qpkp + 02 Y Kj = P1Kj_1 + Pakj o+ -+ + Ppkj_p para j = 1,2, -.
Finalmente, la funcién de autocorrelacion esta definida de la manera siguiente:

K )L sij=0

o pipj o+ pppip sii=1,2,-

Los modelos ARMA son justamente aquellos que combinan la estructura autorre-
gresiva de los modelos AR con las medias méviles del MA. Para un modelo ARMA (p, q),

la expresién general es

Y;f =c+ ¢1Y;5—1 + ¢2Y:‘,—2 + e+ Qspy;t—p + €&+ glet—l +- 4+ eqet—q-

6Note la similitud con una ED(1).
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Nuevamente, p indica los rezagos a considerar en la variable Y mientras que ¢ indica
los rezagos en los errores. Luego, el operador de rezago para el ARMA se define como
O(L)Y; = c+0O(L)e, donde &(L) = 1—¢py L—---—¢,LP y O(L) = 146, L+- - -+6,L9. La
estacionariedad del proceso estd garantizada si todas las raices de ®(z) = 0 caen fuera
del circulo unitario, mientras que la invertibilidad se asegura si las raices de ©(z) = 0
también cumplen esta condiciéon. En este caso, el proceso puede representarse como
un MA(oc0) o AR(c0) dependiendo de las propiedades del polinomio caracteristico. En

efecto, en caso el proceso sea estacionario,
1 (L)
V= - )N ¢, = i+ T(L)e,.
f (@(L))” (@(L))“ pt T

1+ 6L+ 0,07+ - +0,L°
TL == g e L PN

siendo g, 91, - - - los parametros del MA(oco) con ¢y =1y Z;io |1;| < o0, logramos

Si definimos

expresar Y; como un MA(oo). Ademés, cuando © es invertible,

(1) = Lo im L
L+ >0 0Lk

Obtenemos asf la representacién AR(o0).

Para analizar una muestra observada {Y;};—;.. 7, y hacer inferencia, se comienza

calculando la media muestral [i, definida como:

1
M:f;ﬁ.

Posteriormente, se estima la funciéon de autocovarianza muestral 4;, la cual esta dada

por:
1 T
= 2 Y= i)Yy — ).
t=j+1

A partir de esta, se define la funcién de autocorrelacion muestral p;, expresada como:

pi = Y _ Zf:jﬂ(yt — ) (Y — 1)
L S (Yi— 1)
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Estos elementos permiten evaluar la presencia de autocorrelacién en los datos.

Para contrastar la hipdtesis nula de no autocorrelacién, Hy : p; = 0, se utiliza
el estadistico v/T (p; — 0), el cual, segin el Teorema Central del Limite, converge en
distribucion a N(0, 1). Esto implica que Hj se rechaza al nivel de significancia individual

« si

|ﬁﬁj| > Zl—a/2-
Por ejemplo, para a = 0,05, Hy se rechaza si:

il > 1,96
p] ﬁ :
Ademas, la hipotesis de no autocorrelacién grupal, definida como py = ps = --- = py =
0, puede evaluarse utilizando pruebas conjuntas (ya estudiadas en el capitulo 2). (Box

and Pierce, 1970) proponen el estadistico:
J
QUN =T 7,
j=1

que asintéticamente sigue una distribucién x?(J). Por lo tanto, se rechaza Hy al nivel

de significancia « si:
QW) > xi-a( ).
(Ljung and Box, 1978) mejoran este enfoque introduciendo el estadistico:

J

Q) =T(T+2))

J=1

G
T—j

que también sigue una distribucién x*(.J).

Algunos comentarios finales para terminar esta seccion. Otro concepto clave es la
funcién de autocorrelacién parcial (PACF), que mide la dependencia lineal entre Y; y su
rezago Y;_;, eliminando el efecto de los rezagos intermedios. Formalmente, el coeficiente

¢j; se obtiene de la regresién de orden j, representada como:

Y;t_,uzﬁblj(yzéfl_N)+"'+¢jj(}/tfj_M)+€t-

La PACF muestral (SPACF) de orden j, gﬁjj, puede calcularse mediante la recursién
de Durbin-Levinson. Ver (Levinson, 1946) y (Durbin, 1960).
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Por dltimo, para seleccionar un modelo ARMA que se ajuste adecuadamente a los
datos, se emplean criterios de informacién como el criterio de Akaike (AIC) y el criterio

bayesiano (BIC). El AIC se define como:

AIC(p,q) =Iné* + —Q(p;— q)7

mientras que el BIC se expresa como:

InT
BIC(p,q) =Iné* + %

Ambos criterios equilibran el ajuste del modelo con una penalizaciéon por la
complejidad, evitando sobreajuste. Para aplicar estos criterios, se establecen cotas
superiores para los parametros p y ¢, digamos P y @), y se estiman los pardmetros
del modelo ARMA(p, q) para cada combinacién dentro de este rango. El mejor modelo

es aquel que minimiza el criterio seleccionado, es decir:

(p*7 q*> - a’rgminng,qSQIC(pa Q)J

donde IC' puede ser AIC o BIC dependiendo del criterio elegido.
A continuaciéon algunos ejemplos que retoman desde la perspectiva empirica
conceptos tedricos presentados en este capitulo: descomposicién STL, modelos ARMA

(més adelante también los ARIMA) y criterios de informacién. Veamos.

Ejemplo 11.14. En este ejemplo, trabajamos exclusivamente con series de tiempo
mensuales, extraidas desde la API del Banco Central de Reserva del Peru (BCRP).
El ejemplo introduce conceptos clave como los modelos ARIMA, la descomposicion
STL, e ilustra el uso de los los criterios de seleccién de modelos. Las series mensuales
son ideales para el analisis de mediano plazo y el modelado de patrones regulares,
ya que permiten identificar componentes estructurales de manera més clara en
comparacion con las series diarias, que capturan fluctuaciones mas rapidas. Para este

propésito, la descomposicién STL (Seasonal-Trend Decomposition using LOESS).”

"LOESS (Locally Estimated Scatterplot Smoothing) es un método no paramétrico de suavizamiento
que ajusta regresiones locales en subconjuntos de datos para estimar tendencias sin asumir una forma
funcional fija. Se basa en ponderar puntos cercanos usando funciones kernel y ajustar regresiones
polinémicas locales. En STL (Seasonal-Trend Decomposition using LOESS), LOESS se usa para
separar tendencia y estacionalidad en series temporales, permitiendo capturar patrones no lineales

de manera flexible.
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Como se muestra en las figuras 11.1 y 11.2 se revela una clara tendencia ascendente
acompanada de fluctuaciones estacionales, probablemente vinculadas a exportaciones
de productos agricolas o mineros. La descomposicién STL permite separar la serie en
sus componentes principales: la tendencia, que refleja cambios a largo plazo con posibles
variaciones asociadas a eventos estructurales; la estacionalidad, que muestra un patréon
repetitivo, ya sea anual o mensual; y los residuos, que capturan la variabilidad no
explicada, incluyendo picos asociados a eventos excepcionales, como incrementos en

los precios de commodities.
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Figura 11.1 Exportaciones por Departamento.
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Figura 11.2 Tendencia, Estacionalidad y Resto.

El mismo analisis se efectua para la liquidez de las sociedades creadoras de depdsito
(figuras 11.3 y 11.4), y el indice de precios Lima Metropolitana. La figura 11.5 evidencia
que la serie posee tendencia (no es estacionaria). Lo mismo aplica para el PBI, figuras

11.7y 11.8.
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Figura 11.3 Liquidez de las sociedades creadoras de depdsito.
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Figura 11.4 Tendencia, Estacionalidad y Resto.
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Figura 11.5 Indice de precios Lima Metropolitana
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Figura 11.6 Tendencia, Estacionalidad y Resto.
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Figura 11.7 Producto bruto interno y demanda interna.
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Figura 11.8 Tendencia, Estacionalidad y Resto.

Para poder entender el siguiente ejemplo, es necesario definir los modelos ARIMA.
La principal diferencia entre un modelo ARMA (Autoregressive Moving Average) y un
modelo ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average) radica en su tratamiento

de la estacionariedad y la cantidad de parametros involucrados. EI modelo ARMA
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asume que la serie de tiempo es estacionaria, es decir, que no presenta tendencia
ni varianza cambiante, y se define mediante dos pardmetros: p (orden de la parte
autorregresiva) y ¢ (orden de la parte de media mévil). En contraste, el modelo ARIMA
extiende esta estructura al incluir un componente de diferenciacién, representado por
el pardmetro d (grado de diferenciacién), que transforma una serie no estacionaria en
estacionaria antes de aplicar las partes AR y MA. Este proceso permite a ARIMA
trabajar con series de tiempo mas complejas, caracterizandose por tres parametros
principales: (p, d, ¢). Ademds, al incorporar componentes estacionales mediante
SARIMA (Seasonal ARIMA), se anaden pardmetros adicionales (P, D, @, m). Estos
parametros permiten capturar tanto la dinamica regular de corto plazo como las
fluctuaciones periddicas estacionales. El parametro P representa el orden autorregresivo
estacional, D es el grado de diferenciacién estacional, () es el orden de la parte de media
moévil estacional, y m es la periodicidad estacional (por ejemplo, m = 12 para datos

mensuales).

Ejemplo 11.15. En este ejemplo, se aborda el uso del modelo ARIMA para series
de tiempo mensuales, optimizando sus parametros mediante validacion cruzada y
evaluando su precisién con métricas clave como el RMSE y el MAPE. El RMSE mide el
error absoluto penalizando grandes desviaciones y proporciona resultados en unidades
de la variable original, mientras que el MAPE mide el error relativo en términos
porcentuales, facilitando la interpretacién del desempeno del modelo. La combinacion
de estas métricas permite seleccionar el modelo 6ptimo y garantizar predicciones mas

precisas. En su forma general, un proceso ARIMA se define como
y=ct ol ol et e+ + 0y,

donde d es el nimero de diferenciaciones necesarias para estacionalizar la serie. Usando

el operador de rezago, esto se escribe como
(1= L—- =LY 1 - L)y =c+ (1 +0L+--+60,Ls.

La validacion cruzada, una técnica utilizada para evaluar el rendimiento de modelos
predictivos, se basa en dividir los datos originales en subconjuntos de entrenamiento y
prueba para asegurar que el modelo generalice bien a datos no vistos. En este contexto,

la validacion cruzada se realiza dividiendo la serie en datos de entrenamiento y prueba,
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evaluando el RMSE (Root Mean Square Error) para medir el error de prediccion y

optimizar los parametros del modelo.

y el MAPE

5y

teJ

donde k es el nimero de predicciones y |J| el tamano de las observaciones. El mejor

ajuste, considerando d = 1, para las exportaciones por departamento {y;} es

8 6
yr=c+ Y b+ > OE,
i=1 j=1

mientras que para el PBI {2} es

7 6
1 _ 1
Zp = c—+ E (bjztfj + E Gjet,j.
j=1 j=1

El grafico 11.9 representa la evolucién de las exportaciones por departamento en
millones de USD, mostrando una tendencia creciente a lo largo del tiempo con notables
fluctuaciones ciclicas. Los picos pronunciados hacia el final sugieren la presencia de
eventos excepcionales o cambios significativos en la demanda internacional. Estas
variaciones pueden estar influenciadas por factores estacionales o fluctuaciones en los
precios internacionales de los productos exportados, destacando la importancia de un

analisis de series de tiempo para descomponer y entender estos patrones.
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Figura 11.9 Evolucién de las exportaciones.
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En la figura 11.10 se ilustra el ajuste.
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Figura 11.10 Ajuste del modelo ARIMA.

Cuando se realizé la validacién cruzada (CV), el modelo fue optimizado sobre el
RMSE y el MAPE, ajustando los pardmetros para minimizar el Root Mean Square
Error (RMSE) y el Mean Absolute Percentage Error (MAPE), priorizando asi la
precision de las predicciones como se muestra en la figura 11.11 . En la validacion
cruzada, los pardmetros de estacionalidad y diferenciacion (P, D, @, m) no se

exploraron de manera exhaustiva, lo que limito el rango de combinaciones probadas.

212 014 216 2018 220

Figura 11.11 Optimizacién segin RMSE MAPE.

Las predicciones de los modelos se ejecutan internamente en los programas segin
las técnicas que veremos en la siguiente seccion. Recomendamos consultar antes el
anexo de teoria de la probabilidad, donde introducimos la definicién y propiedades de

la esperanza condicional.



Capitulo 11. Introduccién al andlisis de series de tiempo 250

11.6. Prediccidon

El objetivo en un contexto de prediccién es, estando en el tiempo t, proyectar
h periodos hacia adelante la variable observable Y, condicionado al conjunto de
informacion disponible en ¢, representado por X;. El error de proyeccién esta dado por
Yiin — Yigne, y se evalua utilizando una funcién de pérdida cuadratica definida como
L(Yiin, Yiene) = (Yeen — Yegnp)?. A partir de esta, el error cuadrédtico medio (MSE) se
expresa como E[(Yii, — Yiin)?], v la proyeccién éptima es aquella que minimiza este
MSE. Tal como se demuestra en (Hamilton, 1994), la proyeccién Ytil‘t que minimiza

el MSE es igual a la esperanza condicional, es decir:
Y:I—Ht = argminYtHlt MSE[YHW, Yt+1] = E[Yt+1|Xt]~

Consideremos una estructura lineal para la proyeccién, donde E[Y;|X;] = aTX,.
Si la condicién E[(Y41 — a”X,)X!] = 0 se cumple, entonces a’X, es la proyeccién

lineal de Y;,; sobre X, y se tiene que la prediccion 6ptima es:
YA;+1|t = OﬂTXt~
La relacién entre los momentos condicionales es:
E[Y;1X{] = o E[X/X]].
Por lo tanto, los coeficientes a” pueden calcularse como:
ol = E[Yi XT)(EIX,X!]) ™.

Recordemos que en el caso del modelo de regresién lineal y;11 = xI 3 + uy, el

estimador de minimos cuadrados ordinarios (MCO) para 3 estd dado por:

1 1«

§ T §
— XXy — Xtyt+1] .
T — T —

La suma de residuos muestrales se define como:

-1

B =

T

SSR(B) = Z(yt+1 - ﬁTXt)za

t=1
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y el valor de B que minimiza esta suma de residuos es precisamente el estimador MCO
dado anteriormente. Si el proceso estocdstico {Xy,Y;,1} es estacionario y ergddico, se

cumple que:

T T
1 1
? E }(75:){31 — E[XtX;] y ? E Xtift_,_l — E[Xt}/t—l—l]-

t=1 t=1
Un resultado importante relacionado con la prediccién es el teorema de la
descomposicién de Wald (Hamilton, 1994), el cual establece que cualquier proceso

estacionario Y; con media cero puede ser representado como:
oo
Y, = E pi€_j + Ky,
Jj=0

donde vy = 1, Z;’io w?- < 00, v ¢ ~ GN. El término ¢ se define como Y, —
IAE[YtD/t_l,}Q_Q, ---], mientras que k; no estd correlacionado con €_; para cualquier
j. Este resultado implica que el proceso MA(o0), dado por Y; = p + Zj>0 Yi€_j, es

fundamental para describir cualquier serie de tiempo estacionaria.

Ejemplo 11.16. Sea el modelo autorregresivo de orden 1:
Yi=¢o+ Y1+

donde u; ~ N(0,0?). El estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios para ¢; es:

5 = 2z (V= V)V = V)
o (Y=Y
El estimador de ¢ es:
éo =Y — ¢21Y7

donde

) =

Y =— Y,

T-1 ; !

El pronéstico h pasos adelante se calcula como:

oy,
}/tJrh — — = + ¢1}/t
1—¢
Ademsés, si |qu51| < 1, se cumple que:

~

lim }>t+h - (bOA
h—o0 1— ¢1
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Ejemplo 11.17. Sea el modelo autorregresivo de orden 2:
Yi=0¢0+ ¢1Yi1+ @Yo+ u

donde u; ~ N(0,0%). El estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios para ¢ =

(60, D1, P2)" es:
¢ =X"X)"'XTY

donde ) ) L
1 Y Y, Y3
1 Y. Y- Y.
X = | 3 ‘2 Y= '4

_1 Yroq YT—2_ _YT_

La expresién explicita para los coeficientes es:

%o T AT I
bl =D |V YA oYYl | Y |[wvia
A~ =3 =3

®2 Y, Y, Y2, vy,

5 = LV =V)(ia = V) =3 LY = V) (Vs = V)
SV V2 = p3r (Yt — V)(Yia — )

_ Zth?)(Yt - Y)<Yt—2 - }7) - PZthza(Yt - Y)<Yt—1 - }7)
SV = Y)2 = p > (Vi = V)(Yip — V)

b

~ -

do=Y — ¥ — 4V

donde . B B
LNy S V)0 - V)

ty - —

T-22; S (Vi — V)2

El prondstico h pasos adelante se calcula iterativamente como:

Y =

Y/t+1 = ng + ¢A51Yt + QASQY;t—l
Yipo = do + lef/t—f—l + .Y,
}>t+h = éo + $1ﬁ+h71 + QASQ}A/;%th

Si|A1] < 1y A < 1, donde A\; y Ag son las raices del polinomio caracteristico, el

prondstico converge a:

lim }A/;H_h = #
h=00 L —¢1— o
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11.7. Raiz unitaria

Cerramos este capitulo abordando, de forma bastante introductoria y tangencial,
un tema crucial en el analisis de series de tiempo: las raices unitarias. Este concepto es
fundamental para evaluar la estacionariedad de una serie, ya que un proceso con raiz
unitaria implica la presencia de un paseo aleatorio, lo que afecta significativamente las
propiedades estadisticas y predictivas del modelo.

Las pruebas de raiz unitaria, como la prueba de Dickey-Fuller aumentada (Dickey
and Fuller, 1979), evalian si el coeficiente de rezago, ¢, es igual a uno (Hp : ¢ = 1)
o menor que uno en valor absoluto (H, : |¢| < 1). El modelo bésico de prueba puede

representarse COINoO:

Y, =¢Y,_1 +e, €~ RB(0,0%), (11.3)
y su forma equivalente al trabajar con diferencias se escribe como:

Aift = (gb — 1>}/t—1 + € = QY;_l + €¢, (114)

donde 6 = ¢ — 1. Bajo la hipotesis nula Hj, se verifica si # = 0 mediante una regresion

y la significancia del coeficiente asociado al rezago de Y;_;.

Caso 1:
Hy:¢9=1 vs H,:|¢p|<1 (11.5)
Y, =¢Y; 1 +e, €~ RB(0,0% (11.6)
Yi-Yi1=9Y, 1 — Y1+« (11.7)
AYi=(¢p—-1)Y1+e (11.8)
AY, =0Y, 1 +e (11.9)
Caso 2:
Hy:¢p=1 vs H,:|¢| <1 (11.10)
Y,=m+ @Y1 +e, e~ RB(0,0%) (11.11)
Y=Y 1a=m+oYi 1 Y1 +e (11.12)
AY,=m+ (¢ —1)Y,1 + & (11.13)

AY; = m +0Y,_1 + ¢ (11.14)



Capitulo 11. Introduccién al andlisis de series de tiempo 254

Caso 3:
Hy:¢=1 vs H,:|¢p|<1 (11.15)
Y,=m+ @Y1 +di + ¢, €~ RB(0,0?) (11.16)
Yi-Yii=m+oYi 1 - Y1 +d + & (11.17)
AY,=m+ (- 1)V +di + & (11.18)
AY, =m+0Y, +d, + e (11.19)

La prueba de Dickey-Fuller aumentada (Dickey and Fuller, 1979) también puede

representarse de manera general para incluir multiples rezagos en diferencias:

p
A}/;J = 95/;5,1 + Z 52'A}/;g,7;+1 + €. (1120)

i=2

El principal desafio en este enfoque radica en seleccionar el niimero 6ptimo de rezagos
p. Sin embargo, se puede emplear los criterios de Akaike y Bayes para seleccionar al
modelo que mejor ajusta, tomando en cuenta que el mejor modelo es el que tiene el
menor valor.

Otras pruebas de raiz unitaria han sido desarrolladas para abordar limitaciones
especificas. La prueba de Phillips-Perron (Phillips and Perron, 1988) es una modifi-
cacion del test de Dickey-Fuller que toma en consideracién la posible autocorrelacién
serial y heterocedasticidad de los errores del modelo. Por otro lado, el test GLS-ADF
(Elliott et al., 1996) es similar al test de Dickey-Fuller aumentado, pero transforma
la serie utilizando la regresién de Minimos Cuadrados Generalizados antes de realizar
el analisis. El desafio de estos tests estadistico radica en que, para poder definir la
distribucion asintotica de los estadisticos, se requiere emplear el Teorema del Limite

Central Funcional de Lindeberg-Feller (Karatzas and Shreve, 1991).
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Apéndice A

Elementos de teoria de la

probabilidad

En este apéndice brindamos los fundamentos de la teoria de la probabilidad que son
de gran utilidad para tener un entendimiento méas profundo y adecuado de los temas
desarrollados en este texto. Asimismo, constituye una base sélida para el estudio de
temas mas avanzados en econometria. Este apéndice esta basado en las notas de clase de
los cursos dictados en la PUCP, Andlisis Real 2 (dictado por el profesor Johel Beltran)
y Probabilidad y Estadistica (dictado por el profesor Jonathan Farfan).

Definicién A.0.1. Dado un conjunto €2, un oc—algebra sobre {2 es una coleccion de

conjuntos de 2, .# C P(Q)" tales que
1. Qe s
2. Ac ¥ — AcF
3. Ape F,VneN = |J,n4n € F.

Definicién A.0.2. Sea (2,.%) un espacio medible? Una medida sobre ({2, %) es una

aplicacién p : .F — Ry U {oo}? tal que

L p(@)=0

LP(Q) denota el conjunto potencia de Q: todos los posibles sub-conjuntos de 2
2() es cualquier conjunto y .% un o—4élgebra.
3Véase recta real extendida en (Folland, 1984).

256
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2.s1A, € Z, VneNyA,NA,=0,n#m, entonces
H <E'JAH) :ZN<An)-
neN n=1

Definicién A.0.3. Una medida de probabilidad P sobre un espacio de medida (€2, .%)
es una medida tal que

P:.7 —[0,1]
y se cumple que P(2) = 1. A partir de esto se deduce que

1. P(A) + P(A%) =1,V A € 7.

\)

- A{AL LAy, ) disjuntos dos a dos: P (U2, An) = 00 P(A,).

3. P(AUB)+P(ANB) =P(A) + P(B).
4. P(A)+P(B— A) =P(AU B).

5. PSS, A <30 P(A,).

A continuacién, consideramos en todo momento un espacio de probabilidad

implicito (2, #,P).
Definicién A.0.4. Probabilidad condicional. Sea P una probabilidad. Entonces,
la probabilidad de A dado B, con A,B € % y P(A),P(B) > 0 es

P(AN B)

PIAIB) = 55

Teorema A.l. Regla de Bayes. Se cumple que

P(A|B) = —P(BIL?;I?(A)
Demostracidn. Por definicion,
P(A[B) = %
P(B]A) = %.

Entonces,

P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) = P(AN B).
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Asi,
P(BJ|A)P(A)

PIAIB) = =5

Si tenemos Ay, ..., A, € F,y Q = 4;_, Ay, entonces
P(A) =) P(ANAy).
k=1

Por otro lado, si P(A;) > 0

n

B(A) = 3 P(AJAQB(Ay).

k=1
Definiciéon A.0.5. Sean A, con A € A eventos. Decimos que los eventos son

independientes cuando

P(ﬂAM>:IU%%%VnGZVAU~,MGA.
k=1

k=1
Definicién A.0.6. Sean A;, A, --- una sucesién de conjuntos. Definimos
limsup A,, = ﬂ U Ay
n=1k=n
lim inf A, = | J (7] Ax-
n=1k=n

Note que si w € limsup A, entonces w € A, para infinitos Ag. Por otro lado, si

w € liminf A,,, w € A;, para un nimero finito de k’s.
Teorema A.2. Se cumple que

1. liminf A,, C limsup A4,

2. B, = Uan Ay, entonces B, | limsup A,

3. C, = ﬂkz” Ay, entonces C), T liminf A,

Teorema A.3. Primer Lema de Borel Cantelli. Sean A;, As,---,A,,... una

sucesion de eventos tales que ) P(A,) < co. Entonces,

P(limsup A,,) = 0.
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Teorema A.4. Segundo Lema de Borel Cantelli. Sean A, Ay,--- , A,,... una

sucesion de eventos independientes tales que ) P(A,) = co. Entonces,
P(limsup 4,,) = 1.

Definicién A.0.7. Un vector aleatorio es una funcién X : Q — R¥. Cuando k = 1,

diremos que se trata de una variable aleatoria (v.a.).

Cuando trabajamos con RF. consideramos, salvo que se diga lo contrario, el
) ) )

o—algebra de Borel %y (Folland, 1984).

Definicién A.0.8. La ley o distribucién de un vector aleatorio X es una medida de

probabilidad en (R¥, Zgx):

]P)X . '%Rk — R
A — P(X1(A)).

Ejemplo A.1. Sea X ~ B(n,p). Entonces,

Px{k} =P(X =k) = (k)pk(l —p)"* k=0,..,n

De hecho, dado A € %,

Ejemplo A.2. Sea X ~ N(0,1)
b
Px(la.b) = Pla < X <) = [ plalde. ¥a<

donde
1 22

2 .

x) = e
p(x) Ton
Para poder integrar sobre todo los Borelianos, en relacion al ejemplo A.2.
A continuacién, nos enfocamos en los vectores aleatorios discretos. Esto es, aquellos

que poseen la siguiente propiedad:

3 A C RF enumerable : P(X € A) = 1.



Apéndice A. Elementos de teoria de la probabilidad 260

Definicién A.0.9. La funcion de probabilidad de un vector aleatorio discreto es

PX:A%R
r— P{X =z}.

Definicién A.0.10. Sea A tal que P{X € A} = 1, con A enunerable,. La esperanza

de una variable aleatoria discreta es

E[X] = Z z,Px(xr) para el caso finito
k=1

E[X] = Z z,Px(xg) para el caso enumerable no finito.
k=1

Teorema A.5. Sean X, Y dos variables aleatorias discretas y a € R:
1. aX es discreta y ElaX] = oE[X]
2. EX +Y]=E[X]+E[Y]
3. Si X <Y (X(w) <Y(w), Vw e Q), entonces E[X] < E[Y]

4. Sig:R — R es Borel medible, entonces E[g(X)] = >~} _, g(xx)Px(x) (en el caso
finito), E[X] = >"7, g(@x)Px(xx) (en el caso enumerable no finito).

Definicién A.0.11. Sea X una v.a. tal que E[X] < oo,
Var(X) = E[(X — E[X])?].
A /Var[X] se le conoce como desviacién estandar y se le denota ox.
Teorema A.6. Sea X una variable aleatoria discreta con media finita. Entonces:
1. Sic€eR, Var(cX) = ¢?Var(X).
2. SiceR, Var(X + ¢) = Var(X).
3. Var(X) = E[X?] — (E[X])2.

Abordamos a continuacién la cuestion de la independencia de vectores aleatorios,

siempre en el caso discreto.
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Sean X, :  — R™_ X € A una familia de vectores aleatorios. Decimos que son

independientes cuando
k
P{Xy, =21, Xy, = ;) = [[P{X), = 2},
i=1

Vk>2 VA,..., )\ €A, \Vll'j e R™.
A continuacién, abordamos el caso de vectores aleatorios que ya no son

necesariamente discretos.

Definicién A.0.12. Sea X : Q — R* un vector aleatorio continuo. Decimos que X es
un vector aleatorio absolutamente continuo cuando existe una funcién f : R¥ — R

tal que

a1 as ak
P{Xﬁa}:/ da:l/ / da;kf(xl,---,:vk),VaeRk.
La funcién f es conocida como la densidad de X.

Note que?
Py (A) = /f(x)dx VA€ B
AA,_/

integral de Lebesgue

Por otro lado, denotaremos
dPx
T) = ——.
fla) =2
Cuando X es una variable aleatoria absolutamente continua con funcién de densidad

f v g:R¥ — R Borel medible,

Definiciéon A.0.13. Sea X : Q — R* un vector aleatorio. La funcién de distribucion

de X es la funcién F : R¥ — R dada por

Fx(a) =P{X <a} =Py {H(—oo,ai]} :

=1

Teorema A.7. Sea X una v.a.

4Mi4s adelante definimos con rigor la integral de Lebesgue.
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1. 0< Fx(t)<1,VteR.

2. Fx es una funciéon no decreciente. En particular, existen los limites por la

izquierda.
3. Fx es continua por la derecha.
4. limy, o Fx(t) =0y limy_,, Fx(t) = 1.
Definicién A.0.14. El o—4lgebra generado por un vector aleatorio X :  — R* es
o(X)={X"YB): B By}

Si X, Q2 — R™ \e€ Aesuna familia de vectores aleatorios, el o —algebra generado

por la familia es
oc({Xa: A eA}) =c({X'(B): A€ A,B€ DBr}).

Definicién A.0.15. Diremos que los vectores aleatorios { X} ea son independientes

si 0(X)) son independientes.”

Para poder definir correctamente la nocién de esperanza cuando la variable aleatoria
ya no es discreta ni absolutamente continua, requerimos una definicién formal de la
integral de Lebesgue. Para esto, recordemos algunos aspectos claves de la teoria de la
integracion.

Sea (9, .7, u) un espacio de medida.

u(@) =0
A Ay, € F
ANA; =0, Vi#j: M(UAk) = n(Ag).
keN k=1

Definicién A.0.16. Una funcién f : © — R es medible si f~'(B) € . para todo
A € PBr.

SPara la nocién de independencia de o—algebras, consultar (Gall, 2022).
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Definicién A.0.17. Decimos que una funcién medible f es simple cuando f toma una

cantidad finita de valores. Es decir,

fQ)={fw): we}
es finito .
Definicién A.0.18. Decimos que f es una funcién positiva cuando f(w) > 0, Vw € Q.

Sea f : {0 — R medible, simple y positiva. Entonces,
Q) =Azy,....,z,},
y, st Ay = [ ({ar}):

i Aq, A, disjuntos 2 a 2

r1, Siwe€E A

To, Slw € A,

Tn, siw€A,.

Asi pues,

Definimos®
Por convencién, consideramos que

a-00=00, a>0

a-00=0, a=0.

1t 1<
T / f(@)dw ~ - — > F@h) e — troa)
a k=1

promedio ponderado

1 n
m Z(tk - tk_l) = 1
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Si Y1y -5 Ym Z 0 y Bl; ,Bm € y y

9= Z Y;1p;-
j=1

Entonces, g es medible (combinacion lineal de medibles), simple (toma a lo mucho 2™

valores), positiva (y; > 0) y
m
/ gdp = Zyj13j~
Q o

Sea f : Q — R una funcién medible positiva.

R=RU/{-00,c}
BR)={A=BUC: B BR) N CC{—00,00}}.
Definicion A.0.19. Definimos

/ fdu = sup {/ gdp ;g es medible simple positiva y g < f} .
Q Q
Definicién A.0.20. Dado A C R

sup A si A# 0y A acotado superiormente

sup A =< 0 si A# () y Ano es acotado superiormente

—00, si A=0.

Teorema A.8. Sea f: Q — R una funcién medible positiva. Para cada n > 1, sea

n2"—1

k
falw) = ; 271f_1([2%7%)) +nlf-1(c0).
Entonces, f, T f. Esto es
filw) < folw) < --- VweN

lim, oo fo(w) = f(w) , Ywe.
Teorema A.9. Sean f,g: Q — R funciones medibles positivas.
1. Sia > 0 entonces af es medible positivay [af =a [ f

2. [+ g es medible positivay [ f+g¢= [ f+ [ g. Lo mismo vale para simples.
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3. Si f < g, entonces [ f< [g.

Teorema A.10. Convergencia mondtona. Sean f, fi, fa,... funciones medibles

positivas. Si f,, 1 f entonces [ f, — [ f.

Teorema A.11. Fatou. Sea (Q,.%, ) un espacio de medida y fi, fo,... : @ — R

/ lim inf f,, < lim inf / fn-

Note que si definimos x,, = [, fudp € [0, oc],

funciones medibles positivas

lim inf x,, = sup inf{z, : k >n} = nh_g)lo inf{xy : k > n}.
Asi, el lim inf de las integrales esta bien definido. Por otro lado,
h(w) = liminf f,(w) € [0, o]
es una funcién medible bien definida.

Teorema A.12. Fijamos (€2,.7, 1), espacio de medida. Sea f : @ — R una funcién

medible positiva. Entonces
a) La funcién v : .F — [0, 00] tal que
v(4) = [ 1+ Lady
Q
es una medida en (2, .%).

b) Si g:Q — R es una funcién medible positiva, entonces

/divz/ﬂg-fdu-

Teorema A.13. Cambio de Variable. Sean (£, .%,) y (€2, .%,) espacios medibles

v g : 3 — R una funcién medible positiva.

a) Si u es una medida en (€2, .%;) entonces la funcién v = pf~! : %y — [0, 00], tal

que A — u(f71(A)) es una medida en (Qy,.%5).

b) fo, 9dv = [o go fdu.
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Sea f :  — R una funcién medible. Definimos la parte positiva de f y la parte
negativa de f por

T Q=R, fF:Q9-R

(

ey 4T )20
0, si flw) <0

y (
() = 0, si f(w)>0
J), s fw) <0

Cuando al menos una de las integrales [ f*, [ f~ es finita, decimos que la integral

de f con respecto a u estd bien definida y su valor es

/Q fdp = /Q Frdy - /Q I dp

Luego, cuando ambas [ f*, [ f~ son finitas, decimos que f es p—integrable.

Teorema A.14. Sea f : Q — R una funcién medible. Entonces,

f integrable < / |fldu < oc.
Q

Teorema A.15. Sean f y g funciones medibles integrables.

1. Si ¢ € R entonces cf es integrable y

fo-ifs

2. f+gesintegrabley [ f+g=[f+[g
3. Si f < g entonces ffﬁ fg- En particular, |ff| < f|f|

4. Si Ay,..., A, € Fy Ay, ..., A, son disjuntos dos a dos,

fdp = fdp.
/UZ_1 Ak Z

k=17 Ak

5. Lo anterior vale para una coleccién infinita numerable

fdu = / fdu.
/UZO1Ak ; Ay,
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6. Si Ay, Ag,...€ F y A, Aobien A, T A, entonces

lim fd,u:/fd,u.
An A

n—oo

Teorema A.16. Sean f,g, fi, f2, ... : © = R funciones medibles tales que
1. lim, oo fn=Ff.
2. |fnl < g, paratodon >1
3. g es integrable.

Entonces lim,, o [ f, = [ f.

Los resultados enunciados previamente valen si se agrega «casi seguramente». Esto
es, que la propiedad vale salvo eventualmente en un conjunto N tal que pu(N) = 0.

Los siguientes dos teoremas requieren de ciertos preliminares que no vamos a
presentar (teorema de Carathéodory, medida producto, sigma &lgebra producto). El

lector puede consultar (Folland, 1984).

Teorema A.17. Tonelli. Sean (Qq,.%1, 1), (Qo,.Z2, pu2) espacios de medida

o—finitos” v f : Q1 x Q5 — R una funcién % ® %, —medible positiva. Entonces:
1. Para cada x € Qy, la funcién f, : Qs — R, y — f(x,y) es %, medible y positiva.
2. La funcién ¢ : Q; — R tal que 2 — fQQ f(z,y)dus(y) es % medible.
3. Para cada y € 2, la funcién f¥ : Q; — R es ., —medible positiva.
4. La funcién ¢ : Qy = R,y — [, f¥(2)dp(x) es Fy medible.

5. Y
/ fz,y)d(p % po)(z,y) =/ o(x)dpy(z) = [ U(y)dua(y).
leﬂg Q1 QQ

Teorema A.18. Fubini. Sean (Q, .71, i11), (2, %2, j12) espacios de medida o—finitos

v f: Q5 x Qy — R una funcién .#; @ .%, medible integrable. Entonces,

1. Para cada x €  la funcién f, : Q = R, y — f(z,y) es ., medible.

"p; es medida sobre €; y existen {A}},>1 tales que p(A}) < ooy Upey AL = Q.
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2. f. es ug integrable uq-c.s.

3. La funcién ¢ : ©; — R tal que z — fQ fa(y)dua(y) definida pq-c.s. es %1 medible
y p1 integrable.

4. Para cada y € {29, la funcién f¥:Q; — R es .Z;—medible.
5. fY es py—integrable py—c.s.

6. La funcién ¢ : Q, — R tal que y — le f(z,y)dpy (z) definida psp c.s. es %y
medible y uy integrable.

7. Jouxa, Fy)d(un x p2)( = Jo, p@)dm(z) = [o, (y)dua(y).

Antes de terminar con el breve repaso de teoria de la medida, enunciamos el teorema
de Radon-Nikodym. Enseguida, pasamos a la definicién de esperanza condicional en el
caso general.

Sean p y v medidas en el espacio medible (£2, .#). Decimos que v es absolutamente

continua con respecto a p cuando
v(A)=0, VAeF, conp(A)=0.
Denotamos esta situacion por v < pu.

Teorema A.19. Radon-Nikodym. Sean p y v medidas o—finitas en el espacio

medible (2,.%) tales que v < p.

1. Existe f: Q — R medible positiva tal que dv = fdu: f = du'

2. f es p-unica (si g es otra funcién, g = f c.s.)

Regresamos al mundo de la probabilidad. Sea (€2, .#,P) un espacio de probabilidad

v X : Q — R una variable aleatoria. La media o esperanza de X es definida por

= / XdP.
Q

Si X : Q — RF es un vector aleatorio y g : R¥ — R es una funcién Borel medible,

entonces

B0 = [ o) dPx(o)

medida que induce X
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Definicién A.0.21. Sean (Qy,.%1,P'), (Q, %5, P?) espacios de probabilidad y X :
O — RF y Y : Qy — R* vectores aleatorios. Diremos que X e Y estan idénticamente

distribuidos si P4 = P%. Denotamos esto por X ~ Y.
Teorema A.20. Si X ~ Y entonces:

1. Si g:R*¥ — R es funcién Borel medible, entonces

2. Si k=1, y las v.a son integrables, E[X]| = E[Y].

Teorema A.21. Sean (£2,.%#,P) un espacio de probabilidad y X : © — R una v.a.

positiva. Entonces
E[X] = / PX > z)dz = / P(X > 2)dx.
0 0

Demostracion. Tenemos que

/DOO P(X > 2)dr = /OOO [/ﬂ 1X>$(w)dp(w)] dr.

1

1xss(w) = 2€[0,X (w)

Ahora bien
, sl X(w) >z
—

0, caso contrario.

Luego, por el teorema de Tonelli

/OOO [/Q 1X>x(w)dp(w)} dr = /Q {/OOO 1[07X(w))($)d$} dP(w)

_ /Q X (w)dP(w)
— E[X]

Teorema A.22. Sea X : () — R una variable aleatoria positiva. Entonces

f:mx > n) < E[X] < 1—|—§:]P’(X > n).

n=1 n=1
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Demostracion. Para n > 1, sea A, = {n — 1 < X < n}. Entonces, definiendo

B, ={X >n}®

k=1

<1+ lim Y P(By)
k=1

n—o0

— 1+ iIP’(Bk).

Respecto a la primera desigualdad,

E[X] > [ lim ;P(Bn) — mP(B,,)
Si E[X] = oo ya estd. En caso E[X] < oo, como B,, | 0, v tal que dv = XdP es finita’
v(Bp)= | XdP> [ mdP=mP(B,) >0
an Bm

= lim m-P(B,,) = 0.

Asi,

E[X] > i]P’(Bn).

8B,_1=A,UB,.
9Pues v(Q) = [, XdP < cc.
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Sean (£2,.%,P) un espacio de probabilidad y X7, X, ..., X, variables aleatorias. Sea
X = (X1, Xs,--+, X)) : Q = R™ vector aleatorio.

» Px es una medida de probabilidad en (R", %gn).

» Px,,...,Px, son medidas de probabilidad en (R, %g) y Px, X --+ X Px, es una
medida de probabilidad en

(R", Br @ -+ @ Br) = (R", Bgn).

Teorema A.23. Son equivalentes

1. X4,..., X, son v.a. independientes

Xn):IPXl X'”XPXH.

Teorema A.24. Si Xi,..., X, son variables aleatorias independientes e integrables,
entonces

E

H X,-] = H E[X;].

Demostracion. Consideramos X : (2, F) —» (R", Brn) y g: R" = R, g(z1,--+ ,2,) =
x1- - x,. Entonces, X;---X,, = go X. Ahora bien, §(xy,...,x,) = |z1 - Ty
BIX X = [ g
0

- [ spex(a)

_ 212, |d(Px, X -+ x Py, )()

=[]l boal | [ b o] )| @, o)
_E[X,] - E[Xo ] E[Xy]] < oo.
Asi, X;--- X, es integrable. Luego,
E[X, - X,] = /Q h(X)dP = / o(2)dP ()

=...=E[X,] - E[X]].
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Sean (2,.%#,P) un espacio de probabilidad y X : 2 — R una variable aleatoria

integrable. Recordemos que la varianza de X se define como
Var(X) = E[(X — E[X])?.
Teorema A.25. Sea X v.a.
a) Var(X) = E[X? - E[X]2
b) Var(X) > 0. En particular, E[X?] > E[X]?.
c) Var(X) =0, entonces X = E[X] c.s.
d) Var(cX) = ¢*Var(X) para todo ¢ € Ry Var(X + ¢) = Var(X).

e) Si Xj,..., X, son v.a. independientes e integrables tales que ]E[XJQ] < 00 para

j =1,...,n. Entonces

Var(Xy + -+ X,) = Y _ Var(X;).
j=1

A continuacion, algunas desigualdades cldsicas en teoria de la probabilidad que
aparecen con frecuencia a la hora de hacer inferencia estadistica desde la perspectiva

tedrica.

Teorema A.26. Desigualdad de Markov. Sea X una v.a. y t > 0. Entonces

P({IX|2 ) < Bl

Demostracion. Tenemos

E[|X]| = / IX|dP

:/ |mm+/ X |dP
{IX|>t} {1X|<t}
2/ tdP = (P{|X| > 1}.
{IxX[>t}
]

Teorema A.27. Desigualdad de Chebyshev. Sea X una variable aleatoria
integrable y t > 0, entonces

Var(X)

P(|X —E[X]| >t) < 2
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Demostracion. Escribimos Y = X — E[X]

Var(X) = E[Y?]

= / Y2dP + / Y2dP
{ly|>t} {ly|<t}

> / t2dP + / Y2dP
{ly|>t} {Iv|<t}

> / t2dP
{y|>t}

=P{IY] > t}).

O
Teorema A.28. Sean Z una variable aleatoria positiva, ¢ : [0,00) — [0, 00)
estrictamente creciente y ¢ > 0. Entonces,
Elp(Z
w(t)
Demostracion. Tenemos
= / Z)dP + / o(Z)dP
{Z> {Z<t}
>
{Z>t}
= e(O)P(Z = ).
O

Teorema A.29. Desigualdad de Jensen. Sean X una v.a.y ¢ : R — R una funciéon

convexa tales que X y ¢(X) son integrables. Entonces,
Elp(X)] > ¢(E[X]).

A continuaciéon definimos la funcién generadores de momentos y la funcién

caracteristica asociada a una variable o vector aleatorio.

Definicién A.0.22. Sea X una v.a. La funcién generadora de momentos de X es

definida por
Vx(t) =E[e'™], Vt € R,
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Definicién A.0.23. La funcién caracteristica de X es definida por
ox(t) = E[e"™™] = Elcos(tX) + isin(tX)].

Teorema A.30. Si E[e’X! < oo] para algtin 6 > 0 entonces X*) es integrable y
E[X*" = ¢§)(0), ¥V k € Z,.

Teorema A.31. Si E[|X|"] < oo para algin r € Z, entonces px es de clase C" y
ox(t) = E[(iX)"e™], Vt€R.

Demostracion. Supongamos primero que r = 1.

pt+h) —p(t) _ B[] — Ele™]
t h

{ /R TP (1) — /R em”d]P’X(:v)]

I
e e

i(t+h)z _ itw
itx ( thr 1
S B —— (eh )dIP’X(x)
eit:c(eihx _ 1)
= ) ———— (P .

Haciendo h — 0, y usando el TCD

h) — :
lim plt+h) = () = /ia:emd]P)X(x).
h—0 t R

En efecto, para h € (—1,1), x # 0

thr o ..
iweitr e 1 < lizeit= 1 4 cos(hz) + isin(hx)
ihx hax
o 1 — cos(hx) sin(hx)
< x| |
< Jize™] hx * hx
<bo <

De este modo, como

R
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se sigue que

h) —o(t , .
lim olt + f)L P (1) = /ixemdﬂ]’x(x) = E[iXe"™].
R

h—0

Ahora bien, para probar que es C*!, tenemos

o(t+h)— ()= /Rixem [ — 1]dPx (z).

Como

lize™ e —1]| < 2|z

por el Teorema de la Convergencia Dominada

lim o( + h) — (1) = /R 0dP (z) = 0.

Sea ahora r € Z,. Primero, se cumple que E[|X|™] < oo implica E[|X]|"] < oo.
En efecto, en general, si 0 < a < 3, E[|X]’] < co = E[|X]?] < co. Basta que
probemos para o = 1 pues siempre podemos tomar Y = | X|* y considerar Y7, donde

v = /a > 1. Entonces,
E[Y] = / Y + / Y
{y>1} {y<1}

< / Y74 / y
ey <)

<EY'+1< 0.

Otra forma es usando la desigualdad de Jensen: t” para v > 1 es convexa. Asi,
E[Yy] = (E[YN]).

Ahora bien, haciendo N — oo, por el Teorema de la Convergencia Mondtona
E[Y"] = (E[Y])".

Ahora bien,

(r)t h) — (r)t ) ihz_l
¥ ( + I)l 14 ():\/R@m)reztx |:6 h

] dPx ().

Luego,

(ixyeitm |: h :| SN (i$>r+1€im

) thx 1
(,l-x)relt:v |:€ h :H S 91|x‘r+1

/91\x|”+1d]P’X(:1:) = 0 E[| X < c0.
R
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Por el Teorema de la Convergencia Dominada

Dt +h) — (1)

lim = /(ix)r+leit””dIP>X(x)
— E[(iX)T+1€itX].
La continuidad de ¢"*1) se prueba de forma analoga. O]

Note que

L) <e(0)=1,VieR

2. v es uniformemente continua.

3. Sia,beR, p.xip(t) = plat)e®.
1 o(—t) = B(0).

5. ¢ toma valores reales si y solo si X es una v.a. simétrica. Esto es, Px(B) =

Px(—B).
Demostracion. Inciso por inciso:
L [e(t)] < [E[e™¥]| <E[le"*]] = 1 =(0), Vt € R.
2. |p(t+h) —o(t)| = | [ e (e — 1)dPx ()| < [; e — 1|dPx (x).

3. SOaXer(t) — E[eit(aX—l-b)] — ez‘th[eitaX] — e”’bgo(ta).

4. p(=t) = E[e™¥] = E[e"X] = E[e"X] = o(t).

5. p_x(t) = E[e™=%)] = px(—t) = By (t) = ¢x(t), V t € R. Reciprocamente,

ox(t) = p-x(t) = ex(t) = ¢x(t) € R.
O

Teorema A.32. Sea ¢ la funcién caracteristica del vector aleatorio X :  — R".

Entonces,

L Jo(t)] < ¢(0) = 1.
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2. ¢ es uniformemente continua.

3. Sia€eRybeR" entonces

Paxp(t) = pat)e™, ¥t € R,

4. Las v.a. X1, ..., X, son independientes si y solo si ¢(t) = [[7_; ¢x, (tx), Vt € R".
5.S1Y : Q — R es un vector aleatorio y Yy = @, entonces Y ~ X.

Las funciones caracteristicas son de mucha utilidad a la hora de probar cuestiones

relacionadas a la convergencia de variables aleatorias. Esto se ilustra a continuacion.

Teorema A.33. Sean X1, Xs, ... v.a. independientes e idénticamente distribuidas (iid).
Si
E[Xl] =m < o0

entonces
1 n
> Xp—om=Y
n
k=1
=Sn/n

en distribucién.

Demostracion.
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Usando una aproximacion lineal de primer orden,
ox (1) = [t o ([7])]
n n

lim gpsn/n(t) = ¢itm = oy (t).

n—oo

t

n

Haciendo n — oo,

Asi, concluimos, pues la convergencia de las funciones caracteristicas implica la

convergencia en distribucién. O]

Teorema A.34. Limite central. Sean X, X5, ... v.a. independientes e idénticamente
distribuidas (iid). Si E[X?] < oo, E[X;] = m y Var(X;) = 02, entonces

S, —mn

i — N(0,1)

en distribucién.

Demostracion. Sea Yy, = X —E[Xy] =Xy —my T, => Yy =S, —mn.
n itYy,
= o/n
o = I12 7]
k=1
ity; 1\ ™
= (&[]
t n
1 o\v/n
t1 t\? 2\
1 4i 0—— 1 2202 [~ -
o ovn ot (U\/ﬁ) o (0’271)]

_1+t2 L, b "
B n 2 o2 '

by t>
o 0,

Como

]

Seguimos con una breve discusién acerca de los espacios LP. Esta ultima nos
permitird abordar el tema de los modos de convergencia de las variables aleatorias.

Sean (§2,.%, u) un espacio de medida y p > 0. Definimos
LP(Q, F 1) = {f:Q—)R: /\f\pdu< oo}
Q
para f medible.

Teorema A.35. El espacio LP(Q,.%, ;1) es un espacio vectorial'’.

10V éase la definicién en (Axler, 2015).
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Demostracion. Dado que LP(§, %, i) es subconjunto de {f : © — R}, solo debemos
probar que f 4+ Ag € LP cuando f,g € LP y A € R.

[f+ Agl” < (If] + [Agl)?
< (2méx{|f[,[Ag|})”
= 2"(méx{|f|", [A\g["})
< 2°(Lf[7+ [AP - g]P)

Jurae <2 | [+ [lap] <oc

f+AgeLP.
L]

Teorema A.36. Desigualdad de Young. Sean p,q > 1 tales que %—F% = 1. Si

z,y > 0, entonces
P q
ry < — + z
p q

Demostracion. Si x = 0 o y = 0 es directo. Si z,y > 0, sean a = Inx y b = Iny.

Entonces,
o + v 16“7[’ + 1ebq > et = 1y,
p q p q
Estamos usando que x — €* es convexa. O
Note, en relacion a la desigualdad de Young, que también vale que si py,--- ,pr > 0
y Zle z% =1yx, - ,x, >0, entonces
k k _pi
€T.
I
i=1 i—1 Pi

Teorema A.37. Desigualdad de Holder. Sean p,q > 1 tales que %%—% =1y

f,g: € — R funciones medibles. Entonces

Jua=([ur) " (/ rgrq)l/q.

Ademas, cuando f € LP, g € L4, vale la desigualdad si y solo si existen constantes

a,b > 0 tales que a®> +b? # 0 y b|f|P = a|g|? c.s.
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Demostracidn. Primero, si [ |f[P =0, f = 0 c.s., por lo que |fg] = 0 c.s. Andlogo si
J1g]?=0. En caso [|f|P =000 [|g]? = 0o, también tenemos la desigualdad.
En caso [|f|P = []g|P = 1, por la desigualdad de Young

1= fiee [ige = [ 110l

Si [ 1717, [ lgl* € (0, 00), scan

fot =
N 1/p> 7 1/
(SR (g™
Entonces, [ |f|? = [|3]? =1y concluimos. O
También vale que, dados py, - - - ,pk>0conpil+-~-+pik:1yf1,--- S Q=R

funciones medibles, entonces

k

H(ﬂM§é2/m~ﬁ«

i=1

Teorema A.38. Desigualdad de Minkowski. Sean p > 1y f, g € LP. Entonces,

1+ glle < [1£1lp + llgllp-

Demostracion. Para p = 1 es consecuencia de la desigualdad triangular. Para p > 1,

seaq:p%lyﬁzgzp—l.Entonces,

HﬂbWHKf+mWHﬂ;/UMU+gW
lolly 115+l = [ lgl-1f + o1
(1Al + gl I + 1 = [ 151+ gD + g1

> /|f+g|”-

iEs || - ||, una norma en LP? Tenemos la desigualdad triangular (Minkowski),

O

homogeneidad y f = 0 = ||f||, = 0. Sin embargo, no tenemos que ||f||, = 0
implique f = 0, podemos concluir solo que f = 0 .c.s. Es por ello que frecuentemente
se considera LP/ ~: el espacio LP cocientado por la relacién de equivalencia «f = g c.s.

<:>f~g>>‘
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Teorema A.39. El conjunto de funciones simples es denso en L.
Demostracion. Para la prueba véase (Folland, 1984). O

Sea (€2, %, u) un espacio de medida. Para cada funcién f : Q@ — R definimos el

supremo esencial de |f| como

1fllee = inf{a € R : u({|f] > a}) = 0}.

El espacio L>® = L>*(Q,.%,u) es definido como el conjunto de funciones medibles

Q2 — R tales que || f]]o0 < 00.
Teorema A.40. Si 0 < p < g <r < oo, entonces
1. L1C P+ L".

1 1

2. PN LT C LUy [|fllg < [IFIBIART, con A = I

Demostracion. Para (1), escribimos f = flys<1iy + flys>13 = g + h. Entonces,

/M—/UHW@</VMW®<W

— gel”

/ hp = / AL
S/W”mm<w

— h e LP.

Luego, para (2), sean o = L B=L a= pr=a) p — T(qu;m. Por Holder (teorema
A.37),
A e < THIA® o 11 -

Entonces,

r—q 4—pP

Jue<(fur)” (Jur)”

S

p(r:q) T(q:p)
= [fllo"" A"
p(r—q) r(g=p)

1flla < AT LA



Apéndice A. Elementos de teoria de la probabilidad 282

Teorema A.41. Si p es una medida finita y 0 < p < ¢ < oo, entonces LY C LP y
1£1l, < |1f]l1qu(Q) a7, para toda f : Q — R medible.

Demostracion. Sean o = 1%, 8= ﬁ. Se tiene que é + % = 1. Luego,

AP Tl < AP Hadl 11l

foe(for) (])

a—p

e < A 1g(u(€) o

Continuamos este apéndice con el estudio de los modos de convergencia.

Definicién A.0.24. Sean (X,,) una sucesién de variables aleatorias y X una variable

aleatoria. Decimos que X, converge casi seguramente (c.s) a X cuando

P{we Q: lim X, (v) = X(w)} = 1.

n—oo

Se denota X,, -+ X c.s.

Definicién A.0.25. Decimos que X,, converge a X en probabilidad cuando

lim P(|X, — X| >¢) =0, V&> 0.

n—o0

Esto es,

Iim P(|X, — X|<e)=1, Ve>0.

n—oo

Se denota X,, — X en P.

Definicién A.0.26. Decimos que X, converge a X en LP con p > 0 cuando
1. X, X1, Xo, X3, ...,€ LP
2. lim,, . E(|X,, — X?) = 0.

Denotamos esta situacién X,, — X en LP.

Un caso interesante de la convergencia en L? es el caso de la convergencia en media

cuadrética véase (Rau, 2016) o (Casella and Berger, 2002).
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Definicién A.0.27. Decimos que X,, converge a X en distribucién (o en ley) cuando

se cumple una (y por lo tanto todas) de las siguientes condiciones
1. lim, . F, (t) = Fx(t), para todo ¢t que es punto de continuidad de F.
2. lim, o ¢x, (t) = px(t), VI € R.

3. lim,, o E[g(X,)] = E[g(X)] para todo g : R — R Borel medible y acotada. A

esto se le denomina convergencia débil.

El siguiente teorema relaciona los modos de convergencia (casi segura, en

probabilidad, en L? y en distribucién).

Teorema A.42. Sean (X,,) una sucesién de variables aleatorias y X una v.a. Entonces,
1. Si X,, — X c.s., entonces X,, — X en probabilidad.
2. Si X,, > X en LP, entonces X,, — X en probabilidad.
3. Si X,, = X en probabilidad, entonces X,, — X en distribucion.

Teorema A.43. Si X,, — X en probabilidad, entonces existe una subsucesién (X, )xen

de (X,) tal que X,,, - X cs.

Para la prueba de los teoremas A.42 y A.43, consultar por ejemplo (Gall, 2022). Por
otro lado, como consecuencia del teorema A.43, dada una sucesién de v.a., podemos

concluir que son equivalentes
1. X,, — X en probabilidad.
2. Toda sub-sucesion de X,, posee una sub-sucesion que converge a X c.s.

A continuacién una serie de propiedades que se cumplen en funcién del modo de

convergencia:

= Sean X, Xq,....Y Y], ... : Q@ — R variables aleatorias tales que X,, — X c.s. y

Y, — Y c.s. Entonces:

e VceR, cX, - cX cs.

e X, +Y, > X+Y cs.
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e XY, - XY cs.

e ¢ : R — R continua, entonces p o X,, = ¢po X c.s.

= Sean X, Xq,....Y Y], ... : Q — R variables aleatorias tales que X,, — X c.s. y

Y., — Y en P. Entonces:

VeceR,cX, >cX enP

X,+Y, - X+YenP

XY, —>XYenP

¢ : R — R continua, entonces ¢ o X;, = 9o X en P.
m Sean p > 1y X, Xy,....Y Y], ... via. en LP. Entonces:

e Sice Ry X, — X en LP, entonces cX,, — cX en LP.
e SiX,—>XenlPyY, —YenLPentonces X, +Y, > X +Y en LP.
e Si X, —>XenlPyY,—Y en L?donde é + é =1, entonces X,Y,, > XY
en L'.
» Sea ¢ # 0 y suponga que X,, — X en distribucién y Y,, — 1o en distribucién'’.

Entonces:

cX,, — cX en distribucién

X, +Y, = X 4y en distribucién

X,Y, — 0 en distribucién (para yo = 0).
e Si g es continua, g(X,) — ¢g(X) en distribucién.

A los items 1 y 2 se les conoce como Teorema de Slutsky, mientras que al item 4

se le conoce como teorema de Mann-Wald.

Teorema A.44. Sea (X,,),en una sucesion tal que X,, — X en probabilidad y tal que
existe r € (1,00) tal que {E[|X,|"]}nen es acotada. Entonces, E[|X|"] < co y para todo

p € [1,7) la sucesién (X,,)nen converge casi seguramente a X en LP.

1Como yy es una constante, entonces la convergencia es en probabilidad.
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Llegamos finalmente al tltimo tépico de teoria de la probabilidad que se expone en
este apéndice: el concepto de esperanza condicional.
Dada una variable aleatoria X integrable y ¢ un sub o—algebra de .#, queremos

encontrar una v.a. Y tal que
1. Y es 49— medible.
2. fAYd]P: fAXdIP’, VAecY.

P:.% - R, Ply : 4 — R es una medida de probabilidad en (£2,%). Sean v, : 4 — R
que hace A — fA XTdPy vy : 9 — R que hace A — fA X ~dP. Entonces, vy, v, K Py.
Por Radon-Nikodym, dvy = Y1dP|g y dvy = Y2dP|g. Definimos Y = Y] — Y;. Por un
lado, es ¢ medible. Por otro lado, si A € ¢4

1 (A) :/YldIP’]g:/YldIP’.
A A

Luego,
/Xd]P’:/Yd]P’, VAeY.
A A

Teorema A.45. Sean X una v.a. integrable y ¢ un sub-c-algebra de .%.
a) Existe una v.a. Y tal que

» Y es ¥ —medible.

» [ YVdP= [, XdP,VAcY.
b) Si Z es otra v.a. que cumple con las 2 condiciones, entonces Z =Y c.s.

A'Y se le conoce como la esperanza condicional de X dado ¢ y es denotada por

Ejemplo A.3. Si X = ¢ constante, entonces E[c|¥4] = c.
Ejemplo A.4. Si 4 = {Q, 0}, entonces E[X|¥¢] = E[X].

Ejemplo A.5. SiQ2 =>"7 | By con By,...,B, €

E[X|¥9] = Py <

o({Bi, Ba, ..., By }), entonces

Lo




Apéndice A. Elementos de teoria de la probabilidad 286

Ejemplo A.6. Si Q=) Bjcon By,...,B,,.. € .%,y definimos 4 = o({By, : k>

1}), entonces
EX|9] =) (ﬁ /Bk Xd]P’> 1p,.

k>1
Ejemplo A.7. Sea A € F y ¢ C .%. La probabilidad condicional de A dado ¥ es

definida como

P[A|Y] = E[14|9).

Teorema A.46. Sean X, 7 variables aleatorias integrables y ¢ un sub o—élgebra de

F.
1. Si a € R, entonces E[aX|¥9] = aE[X|¥].
2. EX + 7|9 = E[X|¥4] + E[Z]|¥9].
3. Si X < Z, entonces E[X|¥9] < E[Z|¥].
4. E(E[X|¥9]) = E[X].

5. Si A C ¥, entonces

6. Si Z € 9y ZX es integrable, entonces

E[ZX|9) = ZE[X|9].

7. Si X es independiente de ¢, entonces

E[X|¥] = E[X].

Teorema A.47. Desigualdad de Jensen para esperanza condicional. Suponga-
mos que ¢ es una funcién convexa y X una variable aleatoria sobre la cual se define la

esperanza condicional respecto a una g-algebra G. Entonces,

¢(E[X|G]) < E[¢(X)|G].
En todo momento, se asume integrabilidad de.

Teorema A.48. Sea (X,,) una sucesion de v.a. integrables:
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1. Si X, T X entonces E[X,,|¢4] T E[X|¥].
2. Si X,, | X entonces E[X,,|¢9] | E[X|¥].
3. 51X, >0,V n>1 entonces

Elliminf X,,|¢4] < iminf E[X,,|¢].

4. Si|X,| < Z paratodon >1y X, — X, entonces E[X,|¥9] — E[X|¥].
La prueba de los teoremas A.46, A.47 y A.48 se encuentran en (Gall, 2022).

Definicién A.0.28. Sea (£2,.%,P) un espacio de probabilidad y X una v.a. integrable.
Si Y es una v.a. definimos

EXY] =E[X][o(Y)].
SiY;, ¢ €I son v.a., definimos
EX|Y;, ieI]=E[X|o({Y;: i€ I})].

Teorema A.49. Sean Y,7 variables aleatorias. Las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. o(Z) Co(Y).
2. Z es o(Y)—medible.
3. Existe una funcién Borel medible g : R — R tal que Z = g(Y).

Para la prueba de este teorema, sugerimos consultar (Gall, 2022). Como

consecuencia tenemos que, si X es una v.a. integrable y Y es una v.a. entonces
EX]Y] = g(Y), (A1)

donde g : R — R es una funcién Borel medible. Luego, si y € R y g cumple (A.1),

definimos
EX]Y =y] = g(y).

Teorema A.50. Sean X una v.a. positiva integrable y Y una v.a. Sean Py la ley de

Yyv:%r — R,
v A—)/ XdP.
Y=1(4)

Entonces,
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1. v es una medida en (R, %g).
dv
2. EX|Y =y| = F-(y).
Note que si yo € R es tal que P(Y = yo) > 0, entonces

E[X|Y = yo] = E[XHY = ?/0}]
1
TP =y} Sy

Teorema A.51. Sean X,Y € L2. Entonces:

XdP.

1. Las variables aleatorias X, Y, E[X|Y], XE[X|Y], E[Y|X]? son integrables.
2. Cov(X,Y) = Cov(X,E[Y|X]).
3. Var[E[Y|X]] < Var[Y].

Demostracién. Dado que X,Y € L2 sabemos que E[X?] < oo y E[Y?] < co. Esto

implica que tanto X como Y son integrables.

» E[X|Y] es integrable porque E[E[X|Y]?] < E[X?] < oo (por la desigualdad de

Jensen para esperanzas condicionales).
» XE[X]|Y] es integrable, dado que:

E(XE[X|Y])’] < E[X*E[X|Y]?]
< E[X°IE[E[X|Y]?]

< E[X?E[X?] < 0.

» E[Y]|X]? es integrable ya que:

/E[Y!X]Q < /E[Y2|X] = /W < 0.

Para demostrar que Cov(X,Y) = Cov(X, E[Y|X]), observamos que:
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X|E[Y],
Cov(X,E[Y|X]) = E[XE[Y|X]] — E[X]|E[E[Y|X]].

Dado que EE[Y|X]| =E[Y] y

E[XE[Y|X]] = E[E[XY|X]] = E[XY]
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concluimos que ambas covarianzas son iguales.

Finalmente, la varianza condicional satisface la desigualdad:

Var(E[Y | X]) = E[E[Y|X]?] — (E[E[Y]X]))?
= E[E[Y|X]*] - E[Y]?
<E[Y?] - E[Y]"

que proviene directamente de la ley de la varianza total y la desigualdad de Jensen. [

Definicién A.0.29. Definimos la varianza condiciones de una variable aleatoria Y

dada una variables aleatoria X como
Var[Y|X] =E[(Y — E[Y\X])ZIX].

La varianza es la desviacién cuadratica esperada entre una variable aleatoria
(digamos, Y') y su valor esperado. El valor esperado puede considerarse una prediccion
razonable de los resultados del experimento aleatorio. De hecho, el valor esperado es la
mejor prediccién constante cuando las predicciones se evaliian por el error cuadratico
medio esperado. Asi, una interpretacion de la varianza es que proporciona el menor
error cuadratico medio posible.

Si tenemos conocimiento de otra variable aleatoria X que podemos usar para
predecir Y, podemos potencialmente usar este conocimiento para reducir el error
cuadratico medio esperado. Resulta que la mejor prediccion de Y dado X es la
esperanza condicional.

En particular, para cualquier funcién medible f : R — R:
E[(Y — f(X))*] = E[(Y — E(Y]X) + E(Y|X) — f(X))*]

=E[E{(Y - E(Y|X) + E(Y]X) — f(X))*|X}]
= E[Var(Y]X)] + E[(E(Y|X) — f(X))*].



Apéndice B
Elementos de estadistica

En este apéndice nos concentramos en ciertos aspectos fundamentales de la
inferencia estadistica. En particular, estudiamos las distribuciones bivariadas, las
distribuciones multivariadas y aspectos vinculados a las muestras aleatorias. Los temas
de estimacién puntual y por intervalos son abordados a lo largo del cuerpo principal
de este texto. Fundamentalmente seguimos a (Casella and Berger, 2002) y para la
estructura', las notas de clase del profesor Tomés Rau de la Pontificia Universidad
Catdlica de Chile (Rau, 2016).

En el apéndice A, ya hemos definido formalmente lo que es una variable aleatoria,
su funcién de distribucién y, cuando existe, la funcién de densidad. Suponga que X es
una v.a. con funcion de distribucién Fly, y considere una variable aleatoria Y = a X +b

donde a > 0y b € R. Entonces,

a

Fy(y) = Fx (y‘b).

Ademas, si X es continua y posee funcién de densidad,

Fel) = fx (y_b).

a

Nos preguntamos a continuacion si hay una forma sistematica de analizar, dada una

v.a. X, la distribucién y densidad de Y = ¢g(X), con g una funcién Borel medible.

Teorema B.1. Sea X una v.a. con distribucién Fx(z). Sea Y = g(X) y X = {z :
fx(x) >0}y Y={y:y=yg(x), z € X}. Entonces:

'Secuencia de temas presentados.

290
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1. Si g es creciente sobre X2,
Fy(y) = Fx(97'(y), y € V.
2. Si g es decreciente en X y X es continua,

Fy(y)=1—Fx(g7'(y)), Vye.

La demostracién y enunciado original del teorema B.1 se encuentran en (Casella

and Berger, 2002).

Ejemplo B.1. Sea X ~ U[0,1] (véase el apéndice C). Sea Y = g(X) = —InX.

Entonces, como g es estrictamente decreciente sobre R, | y g7 (y) = e ¥:
Fy(y)=1—Fx(g7'(y)) =1—Fx(e¥)=1—e".

Teorema B.2. Sea X con funcién de densidad fx(z) y ¥ = g(X) con ¢ una funcién
monoétona. Sean X = {x: fx(x) >0}y Y ={y:y=g(x), z € X}. Supongamos que
fx es continua sobre X y que g~' € C*()). Entonces,

fx(g7'(v) d%,g*l(y)(, siyey

0, caso contrario.

fr(y) =

La prueba es simplemente derivar aplicando regla de la cadena.

Ejemplo B.2. Sea fx(z) la densidad de X ~ I'(n, §):

xle) = oyt 0 <a <
Sea g(z) = 1. En este caso, X =Y = R, Si hacemos y = g(z), entonces g~ (y) = 1/y
y
d%gl(y) = —%-

Asi, de acuerdo con el teorema B.2

f ( )_; (l)nle_ﬁlyi_; (l)nJrle_Bly
T = \y y2 o (n=1)1p" \y '

2El soporte de f
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A continuacion, abordamos el caso de las distribuciones bivariadas y multivariadas.
Dicho analisis nos conduce al estudio de los resultados presentados anteriormente en el

caso mas general.

Definicién B.0.1. Un vector aleatoria bivariado es un vector (X,Y’) es un vector
(X,Y) donde X e Y son variables aleatorias (definidas en un espacio de probabilidad
implicito (2, .#,P)).

En este caso, X : Q — R? induce un espacio de probabilidad (R?, Bg:,Px y), donde
Pxy(B) =P{lwe Q: (X(w),Y(w)) € B}.

Definicién B.0.2. Una funcién de distribucién conjunta de (X,Y) es la funcién

Fxy : R? — [0, 1] definida por

Fxy(z,y) = Pxy((=00,2], (00, y])
=P{w: X(w) <z,Y(w) <y}, (z,y) € R

Note que si conocemos Fxy conocemos Px y.
Teorema B.3. Una funcién F : R? — R es una funcién de distribucién si y solo si

1. lim, , o F(z,y) = 0 para todo y, lim,_,., F(z,y) = 0 para cualquier z y donde

My oo yooo F(z,y) = 1.
2. F no es decreciente, esto es, F(z',y’) > F(x,y) cuando ' > x, ¢y > v.
3. F' es continua por la derecha.
Cuando (X,Y) admite una densidad,

» cuando (X,Y) es discreto

Fxy(z,y) =YY fxy(s,t), V (z,y) € R?

s<z t<y

» cuando (X,Y) es continuo

vay(l', y) = / / fX’y<t, S)det, ‘v’ (I’, y) € R2.
(700733} (7007?/]
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Note que fxy es densidad si y solo si (Casella and Berger, 2002)

= para el caso discreto

> flay) =1

(z,y)€R?

/R/Rf(x,y)dxdy: 1,

Ejemplo B.3. Sea (X,Y’) con densidad conjunta

= para el caso continuo

6zy?, si0<z<1, 0<y<l
flay) =

0, caso contrario.

Se cumple que

1 1
/ f(x,y)dxdy:/ / 6xy*dxdy
R2 o Jo
1
:/ 3y%dy = 1.
0

A partir de la densidad conjunta, es posible recuperar las densidades marginales
fx(x)y fy(y). En efecto,
fx(z) = Z [xy(z,y)

yeR

en el caso discreto, y*

fX(@ZAfX,Y(%Mdy

Definicién B.0.3. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con densidad conjunta fxy y fx
densidad marginal de X. Para cualquier z € X%, la densidad condicional de Y dado X
es

_ fxy(z,y)
frix(ylr) = Th) VyeR.

El resultado es analogo cuando intercambiamos X por Y:

Ixy (z]y) = %(xy’)y), VazeR.

Esto aplica para el caso discreto como continuo.

3Cuando [, fx v (z,y)dy < oc.
4Fl soporte de fx.
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Definicién B.0.4. Sea (X,Y) un vector aleatorio con densidad fxy y marginales fy

y fy. Si X,Y son independientes (véase el apéndice A), entonces

fxy(X,Y) = fx(z)fr(y).
Esto aplica para el caso discreto como continuo.

Definicién B.0.5. Sea (X, Y) un vector aleatorio discreto y sea g : R — R una funcién

Borel medible. Para cualquier y tal que fy(y) > 0, el valor esperado condicional de

g(X) dado Y =y, denotado E[g(X)|Y = y] estd dado
Elg(X)[Y =] g(z) fxpy(w,y),
z€R

siempre y cuando g(X) sea integrable. Para el caso continuo esto es andlogo,

E[g(X)|Y =] = / o) Fxy (aly)da.

En particular, la media condicional de X dado Y = y es E[X|Y = y] y la varianza
condicional de X dado Y =y es

E[X?|Y =y] — E[X]|y]*.

Definicién B.0.6. Sea (X,Y) un vector aleatorio bivariado con densidad conjunta

fxy. Sea g : R? = R Borel medible. Entonces,
]E[g(X,Y)] - Z g(xay)fX,Y(x7y)'
(z,y)€ER?

Definicién B.0.7. La covarianza de X e Y, con X,Y, XY € L'(Q) se define como

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
— E[XY] — E[X]E[Y]
= Cov(Y, X).

Definicién B.0.8. La correlacion de X y Y pxy es definido por
B Cov(X,Y)
V/Var(X)/Var(Y)

PXY
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Definicién B.0.9. Sea (X,Y’) un vector aleatorio bivariado. La media de (X,Y") es

Definicién B.0.10. La matriz de covarianza de (X,Y") es

Vi X Var(X) Cov(X,Y)
ar =
Y Cov(X,Y) Var(Y)

Teorema B.4. Sea (X,Y’) un vector aleatorio bivariado. Si X e Y son independientes,

entonces Cov(X,Y) = pxy = 0.
Teorema B.5. Si (X,Y) es un vector aleatorio bivariado,
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
La prueba es por definicién.

Teorema B.6. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si X,Y € L? es un vector

aleatorio bivariado, entonces

[EXY]] < E[[XY]] < VE[X?VE[Y?].

Sea ahora (X,Y’) un vector aleatorio con distribucién conjunta conocida (distribu-
cién de probabilidad conocida) y definamos U = ¢1(X) y V = ¢2(Y), donde ¢y, go son
Borel medibles. Si B C R?, entonces

(Uv V) €B< (X7 Y) €A= {(l‘,y) : (gl(xay)792<xay)) € B}

Por ende,
P{(U,V) e B} =P{(X,Y) € A}.

A continuacién vemos como computar P{(U,V) € B}. Para esto, asumiremos que

conocemos fxy(x,y). Sea

Oz Oz

_ | ou oOwv

J(u,v) = O
du v

Entonces,
fU,V(ua U) = fX,Y(hl (u7 U): hZ(ua U))‘J’

con x = hy(u,v) y xo = ha(u,v) y

J(u,v) = [J(u,0)| = 55" — 55
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Ejemplo B.4. Sea X ~ Beta(a,f) v Y ~ Beta(a + f,7) variables aleatorias

independientes. Entonces,

[(a+ f) R salla+B84+7) 415 -1
fare” Y tararg? 9T

Consideremos U = XY y V = X. Entonces;, B = {(u,v) : 0 < u < v < 1} y

fxy(z,y) =

x = hy(u,v) =v, y = ha(u,v) = u/v. Luego,

0 1 1
J = L =
A/
si, T+ 8+7) o . oy (U oHs1 . u 11
furlw ) = ey T G) ()t

A continuacién pasamos al analisis de las distribuciones multivariadas.

Definiciéon B.0.11. Un vector aleatorio m—dimensional es un vector X =
(Xyq, - , X3)T donde Xi,---, X} son variables aleatorias definidas en un mismo es-

pacio de probabilidad. La medida de probabilidad inducida en R* por X es
Px(B) =P{w € Q: X(w) € B}, B € Pye.

Definicién B.0.12. La distribucién (conjunta) de un vector aleatorio k—dimensional
X es la funcién Fy : R¥ — [0, 1] definida por

k

Fx(z) =Px {H(—oo,@]} cx=(zq,--- a7 €RF

i=1
Definicién B.0.13. Sea X un vector aleatorio k—dimensional con distribucion

conjunta F'x.

1. En caso X sea discreto con densidad fx°

Fx(z) =) fx(t), = € R".

t<x

2. En caso X sea continua con densidad fx

Fy(z) ://--./tsm Fe(t)dt, = € RE.

*fx(t) =P{X =t}
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Note que la notacién ¢ < z simboliza t; < 1, ,t, < ap, con t = (ty, -+ )7 y
r= (21, - ,2p)T.
Definicién B.0.14. Sea X un vector aleatorio discreto k—dimensional con densidad
conjunta fx. Sea g : R¥ — R Borel medible. Entonces, en caso g(X) sea integrable,
Elg(X)] =Y g(t)fx(t).
teRk

En caso X sea continuo, la situacién es analoga y

Elg(X)] = / o) fx ()

Rk
En el caso mas general, en el que g : R¥ — RP*™,

Elgn(X)] - Elgim(X)]
Elg(X)] = : : ,

Elgn (X)] - E[gpm(X)]
donde

Elg (X)) = | _gu(o)fx(a)ds < o
R
provisto que la integral esté bien definida.

Definicién B.0.15. Sea X : Q — R¥. Entonces,

M1
EX]=p=|:
M
y
g1 - Ok
Var(X) = E[(X — p)(X —p)7] = £ =
Okt Okk

En este contexto,

oy = Cov(X;, Xj), 1 <id,5 < k.

Definicién B.0.16. Sea X = (X, -+, X};)? un vector aleatorio k—dimensional. Si
ai,- -+ ,ag, by, -+, by con constantes, entonces

k k

i=1 i=1

k k k k
Cov (Z (IiXi,ijXj> = ZzaibjCOV<Xi,Xj).
i=1 j=1

i=1 j=1
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En el caso especial en el que las X; son independientes,

k k k
Cov (Z aiXi, Z ijj) = Z CL?V&I‘(XZ)
=1 j=1 i=1

Definicién B.0.17. Sea

Y k
X = eR
A

conY eR"y Z e R¥" Estoes Y = (X1, -+, X))y Z = (X,41,- -, X)?. Entonces,

sobre el soporte® de Z

frizlols) = PLED vy e R ¥ 2 e R nsupp(fo()

Esto tanto para el caso discreto como continuo.
A continuacién, una de las caracterizaciones mas usuales de la independencia.

Definicién B.0.18. Sean Xj,..., X, vectores aleatorios discretos o continuos, no
necesariamente de misma dimensién; X; : Q — R¥ con densidad fx,. Entonces,

n

fxpex, (X1, @) = Hin(%), Vg, T

i=1
A continuacién, una de las distribuciones multivariadas mas importantes y

frecuentes en la practica.

Definicién B.0.19. Un vector aleatorio X = (Xp,---,X;)T : Q@ — R* estd
H1 o111 o Ok

normalmente distribuido, con media © = | ! | y varianza ¥ = R

HE Ok1 " Okk
denotado X ~ N(u,>), si X es continuo y con densidad conjunta dada por

Fx(o) = Gy o (30— 075w ) 2 e B
Teorema B.7. Sea X ~ N(u,X) un vector aleatorio k dimensional. Si A € M,,«x v
b € R™. Entonces,
AX +b~ N(Au+ b, AL AT).

Demostracion. Por definicion. O

Ssupp(fz(-))-
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Sea

b by
X:[XI,XQ]TNN = H1 B 11 12 ’
M2 o1 2o

donde X; : Q2 = R" y X, : Q — R*". Entonces,

Xy ~ N(p1,%11)

Xo ~ N(,uz, E22)
Xi|Xs =22 ~ N (1 + Z12355; (22 — p2), B11 — T12555 1)
Xo| X1 =21 ~ N (2 + S50 (21 — 1), Bae — S350 S10)

Concluimos este apéndice con el tema de las muestras aleatorias.

Definicién B.0.20. Sea X = (X, -+, X,,) un vector aleatorio n dimensional. Las
variables aleatorias X7, ..., X,, se llaman muestra aleatoria si es que son mutuamente
independientes y ademas, tienen la misma distribucién (marginal). Esto se denota X;
iid. En dicho caso,

n

Fxpox, (o1, @) = HFX(OCZ) = HF(%’Z)
i=1 i=1

Sxex (@, wn) = foi(l“z') = [ f(a).

i=1
Definicién B.0.21. Dada una muestra aleatoria Xi,---,X,, y una funcién medible

T : R™ — R™, el vector aleatorio
Y =T(Xy, -, X,)
se llama estadistico, y su distribucion se llama distribuciéon muestral de Y.

Ejemplo B.5. Un ejemplo de estadistico es la media muestral:

n

— 1
X:ﬁZXi.

i=1
Otro estadistico ampliamente usado es la varianza muestral

n

2
1 — j— 1 &
SQ:n—lz(Xi_X)2:n—1Z[Xi_EZXi] |

=1 1=
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Quizas llame la atencion el factor ﬁ en la definicién de la varianza muestral: uno

podria anticipar un factor % El motivo se explica por el siguiente teorema.

Teorema B.8. Sea X, -, X, una muestra aleatoria tal que E[X;] = p y Var(X;) =

o?. Entonces,
1. E[X] = p.
2. Var(X) = %2
3. E[S?] = o2

Demostracion. Inciso, por inciso:

— 1
EX=E |- X;
w3
1 n
n
=1
1 n
- 13 mx
n <
=1
1 n
=~ 2
n <
=1

Luego,
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Finalmente,
1 - —2
E[S?]| =E X2 - nX
S E iXZ—nYZ
T n—1 — ‘
S _zn:E[X-z]—nE[YQ]
n—1 — !
- — _Zn:(ojﬂf)—n Z
n—1 — n
=0

Note que se ha hecho uso de la siguiente relacién,
E[X?] = Var(X;) + E[X;]* = 0® + 1.
O

Esto concluye el apéndice sobre elementos de estadistica. A lo largo del cuerpo
principal de este documento se abordan otros temas de la inferencia estadistica: los

estimadores, los intervalos de confianza etc.



Apéndice C
Distribuciones usuales

1. Binomial B(n,p)

a) P{X =k} = ()t (1 —p)"™"
b) Mx(t) = (1—p+pe')"
c) px(t) = (1—p+pe")"
d) E[X] =np

)

e) Var[X] =np(l —p).
2. Geométrica G(p)

P{X =k} =p(1—p)*!
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3. Binomial negativa BN(r, p)

a) P{X =k} =p"(1—p)* (")

4. Multinomial B(n,py, ..., px)

a) P{X = (Xy, - Xp) = (n1, 00, mi)} = ot

b) Mx(t) = (Xh e
&) ex(t) = (i pie)”
d) E[X;] = np;

e) Var[X;] = npi(1 — p;)

5. Poisson P())

6. Normal N(u, o)

_(z—w)?

) P{X € A} = fAr 2 dz

) Mx(t) =
c) px(t) = e

)

)

a

S

e

7. Uniforme U([a, b])

Tk
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9. Gamma I'(a, A)

~

A z)x—le—Az
{X € A} = fA 1R++()le’

10. Weibull W (a, A)
a) P{X € A} = [, 1g, , Aa(Az)* e ) dy
b) Mx(t) =30 o amwl (1+7)
0) ex(t) = o el (14 2)

11. Cauchy C(xo,7)

W) PIX € 4} = [y ooy

b) px(t) = il

IPx(t)=1—eM
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c) E[X] =z

12. Lognormal®

nTr— 2
0) P{X € A} = [,1p,, —1— e A e
2

b) E[X] = ertT
¢) Var[X] = (e7° — 1)(e217°).
Note que algunas distribuciones, como la Cauchy, Weibull o Lognormal, no tienen

definidas una funcién generadora de momento o su varianza. Por otro lado, recordemos

los siguiente. Cuando tenemos

P{X € A} = /AfX(m)da:,

entonces decimos que fx(z) es la densidad de X. Ademds, para una v.a. continua,

podemos definir
Flz) = P{X < 2} / Fx(@)dz,

que resultar la funcién de distribucién o densidad acumulada de X. En el caso discreto,

Fx(x) = Y px(t), px(t) = B{X = t}.

t<zx

Notar que, en ambas situaciones fx(x) > 0 (px(t) > 0)y

A I se le conoce como el soporte de X.

2Si X ~ Ln(u,0?), entonces Y =In X ~ N(u,c?)
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